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RÉSUMÉ. Nous présentons dans cet article une nouvelle méthode de correction de pression 
pour les écoulements dilatables. Nommée « méthode de pénalité-projection », cette technique 
diffère des schémas de projection usuels par l’ajout dans l’étape de prédiction d’un terme de 
pénalisation, construit pour contraindre la vitesse à satisfaire le bilan de masse. Ce terme est 
multiplié par un coefficient r, dit paramètre de pénalisation. Nous montrons par des 
expériences numériques que ce schéma est bien plus précis que la méthode usuelle. L’erreur 
de fractionnement, dominante à fort pas de temps, est réduite à volonté en augmentant r ; à 
noter, toutefois, que l’usage d’une valeur trop importante dégrade le conditionnement de 
l’opérateur associé à l’étape de prédiction. Par ailleurs, les pertes de convergence de la 
méthode de projection usuelle en cas de conditions aux limites ouvertes sont corrigées, dès 
que r est non nul. 
ABSTRACT. We present in this paper a novel pressure correction method for dilatable flows. 
Named "penalty-projection method", this scheme differs from the usual projection method by 
the addition in the prediction step of a penalty term, built to enforce the mass balance. This 
term is proportional to a penalty parameter r. Numerical experiments show that the accuracy 
of the scheme is drastically improved. The splitting error, dominant at large time steps, may 
be reduced down to zero by choosing larger and larger values for r; note, however, that a too 
large value degrades the conditioning of the operator associated to the prediction step. In 
addition, the loss of convergence observed with the standard projection method in case of 
open boundary conditions is not observed anymore, as soon as r is nonzero. 
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1. Introduction

La modélisation d’une grande variété d’écoulements physiques conduit à des re-
présentations mathématiques où vient s’associer aux équations de bilan de masse et de
quantité de mouvement une équation de transport-diffusiond’une variable addition-
nelle,z, dont la masse volumique se déduit :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂̺z

∂t
+ ∇ · ̺zu = ∇ · D∇z dans[0, T ]× Ω

̺ = G(z)

∂̺u

∂t
+ ∇ · (̺u ⊗ u) = ∇ · τ(u) −∇p + f dans[0, T ]× Ω

∂̺

∂t
+ ∇ · ̺u = 0 dans[0, T ]× Ω

[1]

La variable̺ désigne ici la masse volumique,t le temps,u la vitesse,p la pression,
f une force volumique répartie,D est un coefficient de diffusion etτ est le tenseur
des contraintes visqueuses. L’ensembleΩ est un domaine régulier deIRd, d = 2 ou
d = 3 et T est le temps final,T < ∞. Pour fixer les idées, on peut voir la fonction
G(·) comme une loi d’état. Pour que le problème soit complètementdéfini, ce système
doit être complété par des conditions aux limites et initiales.

Les problèmes de convection naturelle à faible nombre de Mach, par exemple,
rentrent dans ce formalisme, lorsqu’ils sont traités en utilisant un modèle asympto-
tique, i.e. un système d’équations vérifié par les champs de vitesse et pression dans
l’écoulement lorsque le nombre de Mach tend vers zéro, tel que décrit dans (Majdaet
al., 1985). La variablez représente alors la température et la loiG(·) est déduite de la
loi d’état, moyennant le calcul préalable de la pression thermodynamique lorsque le
système physique considéré est clos. Si maintenant on identifie z à une concentration
et ̺ = G(z) à une loi de mélange, on obtient les équations de la convection solu-
tale. De la même manière, certains problèmes très simplifiésde combustion s’écrivent
sous la forme du système [1] ; la variablez prend alors la signification d’une variable
d’avancement (Babiket al., 2005). Ces problématiques physiques font partie des phé-
nomènes d’intérêt dans le domaine de la sûreté nucléaire, telles que traitées à l’Institut
de Radioprotection et de Sûreté Nucléaire (IRSN) ; c’est le cadre de la présente étude.

Du fait que la masse volumique du fluide est supposée indépendante de la pression
(dite pression dynamique), cette dernière joue d’un point de vue mathématique un rôle
similaire à celui qu’elle tient dans les équations de Navier-Stokes incompressibles.
Pour s’en convaincre, il suffit de réécrire l’équation de bilan de quantité de mouvement
en prenant comme variable le débit massiqueq = ̺u et les deux dernières équations
du système [1] retrouvent la structure classique d’un problème mixte.

En conséquence, il est naturel de mettre en œuvre pour la résolution numérique de
ce problème des schémas initialement développés dans le contexte des écoulements
incompressibles. Parmi ceux-ci, les méthodes de projection ont, depuis les travaux ori-
ginels (Chorin, 1968; Temam, 1969), acquis une popularité croissante. Ce succès tient
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dans le fait que ces schémas à pas fractionnaires découplentà chaque pas de temps les
équations de bilan de quantité de mouvement et de bilan de masse, substituant ainsi
à un problème mixte, de résolution couplée difficile et coûteuse, une succession de
problèmes elliptiques plus aisés à résoudre.

Le principe des méthodes de projection est le suivant. Dans une première étape,
on obtient une prédiction de la vitesse par la résolution de l’équation de bilan de
quantité de mouvement, dans laquelle la pression est ignorée (méthode originelle) ou
approchée par une formule explicite (méthode dite incrémentale). La seconde étape
consiste à projeter la vitesse prédite dans l’espace des fonctions à divergence nulle ;
cette étape s’apparente à un problème de Darcy, qui est classiquement réécrit comme
un problème elliptique pour la pression (méthode originelle) ou pour l’incrément de
pression (méthode incrémentale). Sur cette idée de base sont venues, au fil des années,
se greffer de multiples variantes. La méthode de projectionincrémentale semble avoir
été proposée dans (Goda, 1979), le premier schéma formellement de second ordre en
temps dans (Van Kan, 1986). Dans l’étape de projection, les conditions aux limites
appliquées à l’incrément de pression sont artificielles,i.e. ne sont pas vérifiées par la
solution du problème, ce qui induit des pertes de précision,particulièrement graves
pour les écoulements visqueux obéissant à des conditions aux limites ouvertes sur une
partie de la frontière (Guermondet al., 2005). Ce phénomène est corrigé dans une
variante proposée dans (Timmermanset al., 1996) puis analysée dans (Guermondet
al., 2003), qui a reçu le nom de méthode rotationnelle. On trouvera une revue de ces
différents schémas et de leurs propriétés de convergence respectives dans (Guermond
et al., 2006).

Si le découplage des équations de bilan de quantité de mouvement et de bilan de
masse simplifie la résolution, il introduit également une erreur numérique, dite erreur
de fractionnement, qui devient, pour des discrétisations en temps d’ordre deux, impor-
tante voire dominante à fort pas de temps (Jobelinet al., 2006). Cette erreur de frac-
tionnement disparaîtrait si, par un choix judicieux de la pression approchée, la vitesse
prédite vérifiait la contrainte de divergence : la vitesse prédite serait alors la même que
celle obtenue par un schéma couplé, et l’étape de projectionserait sans objet. Bien sûr,
un telle estimation de vitesse n’est pas accessible dans la pratique. On peut toutefois
s’en approcher en ajoutant dans la première étape un terme depénalisation associé à
la contrainte de divergence, analogue à celui utilisé dans les techniques de lagrangien
augmenté : c’est le principe des méthodes de pénalité-projection. Le premier schéma
de ce type semble avoir été suggéré dans (Shen, 1992, section6), puis mis en œuvre in-
dépendamment dans (Caltagironeet al., 1999), dans leur méthode dite de « projection
vectorielle ». Cette dernière, qui s’appuie sur une discrétisation spatiale en volumes
finis et utilise une étape de projection non conventionnelle, est l’un des ingrédients
essentiels des schémas du code Aquilon (Aquilon, 2006). Enfin, l’application de ces
idées dans le contexte des éléments finis conduit à un schéma original expérimenté
dans (Jobelinet al., 2006) et analysé dans (Angotet al., 2007).

Dans cet article, nous étendons ces derniers travaux à des écoulements à masse
volumique variable ; plus précisément, nous traitons le développement d’une méthode



456 Revue européenne de mécanique numérique. Volume 17 – n˚ 4/2008

de pénalité-projection pour la résolution des équations debilan de quantité de mou-
vement et de masse (deux dernières relations du système [1]). On trouvera facilement
dans la littérature, et notamment dans (Coréet al., 2002; Coréet al., 2003; Babik
et al., 2005; Jobelin, 2006), des exemples de schémas à pas fractionnaires pour des
systèmes de la forme [1] faisant apparaître ce problème réduit : lors des étapes de
résolution des équations de bilan de masse et de quantité de mouvement, la masse vo-
lumique y est en effet connue, du fait que la ou les équation(s) portant sur les variables
d’état entrant dans le calcul de cette quantité ont été préalablement résolues.

Le problème ici étudié est ainsi le suivant :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂̺u

∂t
+ ∇ · (̺u ⊗ u) = ∇ · τ(u) −∇p + f dans[0, T ]× Ω

∇ · ̺u +
∂̺

∂t
= 0 dans[0, T ]× Ω

u = uD sur[0, T ]× ΓD

−pn + τ(u) · n = gN sur[0, T ]× ΓN

où̺ = ̺(x, t) est une fonction régulière donnée.

Les surfacesΓD etΓN forment une partition de la frontièreΓ du domaine de calcul
de normale extérieuren, uD et gN désignent respectivement un champ donné de vi-
tesse et de forces surfaciques définis sur la frontière. Le tenseur de cisaillement prend
la forme classique caractéristique des écoulements newtoniens :

τ(u) = µ(∇u + ∇uT) − 2

3
µ∇ · u I

µ étant la viscosité dynamique du fluide etI le tenseur identité dansIRd.

Par souci de clarté, nous débutons cet article par une description de la méthode
proposée sous forme semi-discrète en temps ; c’est l’objet de la section 2. Le lecteur
gardera toutefois en mémoire que la formulation ainsi obtenue pour le terme de pénali-
sation n’est pas exactement celle qui est utiliséein fine; pour des raisons de précision,
il est en effet préférable de construire ce dernier à partir de la formulation algébrique
(cf. la remarque en fin de section 4.2). La première étape du schéma ici développé est
un problème elliptique pour la vitesse dont le caractère bien posé n’est pas immédiat ;
nous étudions ce point dans la section 3. La discrétisation par éléments finis est en-
suite décrite, ce qui nous permet de donner exactement l’algorithme utilisé (section 4).
Des tests numériques pour un problème ayant une solution analytique font l’objet de
la section 5 : les propriétés de convergence du schéma en temps et en espace y sont
étudiées, dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet, puis avec des conditions
de Neumann sur une partie de la frontière (i.e.ΓN non réduit à∅).

2. Formulation semi-discrète en temps de la méthode de pénalité-projection

Introduisons tout d’abord quelques notations. Soitφ : [0, T ]×Ω → IR une fonction
arbitraire régulière. Notonsφn = φ(tn) pour0 ≤ n ≤ N . Etant donnéφ0, . . . , φn, on
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obtient une approximation à l’ordreα de la valeur deφ à l’instanttn+1 par extrapola-
tion de Richardson :

φ(tn+1) = φ⋆,n+1 + O(∆tα) avec φ⋆,n+1 def
=

α−1∑

j=0

γjφ
n−j [2]

De plus, une approximation à l’ordreα de la dérivée deφ à l’instant tn+1 est
donnée par la formule de différentiation rétrograde suivante :

∂φ

∂t
(tn+1) =

Dφn+1

∆t
+ O(∆tα)

avec Dφn+1 def
= βαφn+1 −∑α−1

j=0 βjφ
n−j

[3]

Dans la pratique, nous utiliserons des approximations à l’ordre 1 et 2 où les coef-
ficientsβj etγj sont donnés comme suit :

α = 1 Dφn+1 = φn+1 − φn φ⋆,n+1 = φn [4]

α = 2 Dφn+1 =
3

2
φn+1 − 2φn +

1

2
φn−1 φ⋆,n+1 = 2φn − φn−1 [5]

En introduisant la nouvelle variableq = (̺u) représentant le débit massique, une
semi-discrétisation linéairement implicite en temps (formellement) à l’ordreα du pro-
blème traité dans cette section s’écrit :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Dqn+1

∆t
+ ∇ · (q⋆,n+1 ⊗ un+1)

= ∇ · τ(un+1) −∇pn+1 + fn+1 dansΩ

∇ · qn+1 +
D̺n+1

∆t
= 0 dansΩ

qn+1 = ̺n+1un+1

un+1 = un+1
D surΓD

−pn+1n + τ(un+1) · n = gn+1
N surΓN

[6]

Les méthodes de projection ont pour principe d’utiliser uneextrapolationp⋆,n+1 de
la pression aux temps précédents dans l’équation de bilan dequantité de mouvement
et les conditions aux limites associées pour obtenir une prédiction de vitesse, avant
de corriger cette dernière pour vérifier le bilan de masse dans une seconde étape.
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Nous choisirons simplement icip⋆,n+1 = pn. L’étape de prédiction de la méthode de
pénalité-projection proposée s’écrit :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

βα̺n+1ũn+1 −∑α−1
j=0 βjq

n−j

∆t
+ ∇ · (q⋆,n+1 ⊗ ũn+1)

−r∇(∇ · ̺n+1ũn+1 +
D̺n+1

∆t
)

= ∇ · τ(ũn+1) −∇pn + fn+1 dansΩ

ũn+1 = un+1
D surΓD

−pnn + τ(ũn+1) · n = gn+1
N surΓN

[7]

Sa spécificité réside dans l’ajout du terme de pénalisation :

−r∇(∇ · ̺n+1ũn+1 +
D̺n+1

∆t
) [8]

où r est un coefficient positif homogène à une viscosité que nous nommerons para-
mètre de pénalisation.

Ce terme est obtenu en appliquant l’opérateur gradient à l’équation de bilan de
masse ; cette opération est bien sûr formelle pour le problème différentiel, mais ses
analogues naturels variationnel et surtout, pour le système discret, algébrique peuvent,
quant à eux, être précisément définis ; ce sera l’objet de la section 4.2.

REMARQUE. [Lien avec la méthode de pénalité] – Une variante de la méthode de
pénalité (Shen, 1992) consiste à changer la seconde équation du système [6] en :

1

r
(pn+1 − pn) + ∇ · qn+1 +

D̺n+1

∆t
= 0 [9]

En éliminantpn+1 entre cette relation et la première équation de [6], on obtient exacte-
ment l’étape de prédiction [7]. Par contre, la relation [9] n’est pas celle qui est utilisée
ici pour incrémenter la pression.

Du fait notamment de la présence des termes de viscosité, l’inconnue naturelle de
l’étape de prédiction [7] est la vitessẽun+1. Il est à noter alors que, contrairement
à ce qui se passe lors d’une augmentation classique (Fortinet al., 1982; Jobelinet
al., 2006), le terme de pénalisation a pour contrepartie variationnelle une forme bili-
néaire qui n’est ni symétrique, ni positive. Cette caractéristique pourrait être corrigée
en choisissant, à la place du terme proposé, l’expression suivante :

−r̺n+1∇(∇ · ̺n+1ũn+1 +
D̺n+1

∆t
)

Ce dernier choix présente l’inconvénient majeur que, ne pouvant plus s’écrire comme
le gradient d’une quantité, il ne s’incorporera pas naturellement, par la suite, dans
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l’incrément de pression. En outre, nous prouvons dans la section suivante que, pour
un pas de temps plus petit qu’une valeur seuil∆t0 indépendante du paramètre de
pénalisationr, l’équation aux dérivées partielles [7] admet une solutionet une seule,
ce qui, d’une certaine manière, répond aux interrogations que soulève la non-positivité
du terme de pénalisation choisi.

Pour compléter l’algorithme, il convient maintenant de construire l’étape de pro-
jection. SoitH l’espace affine défini comme suit :

H = {q ∈ L(Ω)d, ∇ · q = −D̺n+1

∆t
, q · n = ̺n+1 uD · n surΓD}

La seconde étape revient alors à effectuer une projectionL2-orthogonale du débit pré-
dit ̺n+1ũn+1 surH ; par un argument de décomposition de Hodge, on obtient alors
le système suivant :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

βα
qn+1 − ̺n+1ũn+1

∆t
+ ∇φ = 0 dansΩ

∇ · qn+1 = −D̺n+1

∆t
dansΩ

qn+1 · n = ̺n+1 uD · n surΓD

[10]

En prenant la divergence de la première équation et en utilisant la seconde, on obtient
le problème elliptique suivant pourφ :

∆φ =
βα

∆t

(
∇ · ̺n+1ũn+1 +

D̺n+1

∆t

)

auquel il convient d’adjoindre des conditions aux limites.Sur les frontières où la vi-
tesse est fixée, on a :

qn+1 · n = ̺n+1un+1
D · n = ̺n+1ũn+1 · n

et par conséquent :

∇φ · n = 0 surΓD

Sur les frontières de NeumannΓN (ou frontières ouvertes), la condition aux limites
provient de la condition deL2-orthogonalité de la projection surH . Cette dernière
s’écrit :∫

Ω

(qn+1 − ̺n+1ũn+1) · (qn+1 − v) = 0 ∀v ∈ H

Grâce à la première relation de [10] que l’on intègre par parties, puis par définition de
H , on a :

∀v ∈ H, 0 =

∫

Ω

∇φ · (qn+1 − v)

=

∫

ΓN

φ (qn+1 − v) · n −
∫

Ω

φ ∇ · (qn+1 − v)

=

∫

ΓN

φ (qn+1 − v) · n
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Cette relation nous donne la condition aux limites deφ sur la frontièreΓN :

φ = 0 surΓN

En rassemblant les relations obtenues, l’inconnueφ est solution du problème suivant :

∣∣∣∣∣∣∣∣

∆φ =
βα

∆t

(
∇ · ̺n+1ũn+1 +

D̺n+1

∆t

)
dansΩ

∇φ · n = 0 surΓD

φ = 0 surΓN

[11]

Une foisφ calculée, la première relation de [10] permet de réactualiser le débit :

qn+1 = ̺n+1ũn+1 − ∆t

βα
∇φ dansΩ [12]

Enfin, si l’on somme cette même relation avec l’équation de prédiction [7], on obtient :

βαqn+1 −∑α−1
j=0 βjq

n−j

∆t
+ ∇ · (q⋆,n+1 ⊗ ũn+1)

= ∇ · τ(ũn+1) −∇
[
pn − r

(
∇ · ̺n+1ũn+1 +

D̺n+1

∆t

)
+ φ

]
+ fn+1

Cette relation n’est rien d’autre que la reconstitution de l’équation de quantité de mou-
vement, ce qui suggère l’expression suivante pour la pression en fin de pas :

pn+1 = pn − r

(
∇ · ̺n+1ũn+1 +

D̺n+1

∆t

)
+ φ [13]

En conclusion, effectuer un pas de temps consiste à résoudreen séquence les pro-
blèmes elliptiques [7] et [11] puis à réactualiser le débit et la pression par respective-
ment [12] et [13].

3. Sur le caractère bien posé de l’étape de prédiction

L’étude présentée dans cette section est motivée par le faitqu’il est important dans
la pratique de pouvoir choisir le paramètre de pénalisationr indépendamment du pas
de temps ; nous confirmons que la méthode de pénalité-projection satisfait cette pro-
priété, dans la mesure où l’étape de prédiction constitue unproblème bien posé, pour
un pas de temps inférieur à un pas de temps seuil qui est bien indépendant der. Ce
résultat n’est pas immédiat, du fait que des estimationsa priori inhabituelles doivent
être prouvées, pour deux raisons : d’une part, le champ advectif n’est pas à diver-
gence nulle, et la forme bilinéaire associée au terme convectif n’est en conséquence
pas antisymétrique ; d’autre part, le terme de pénalisationn’est pas symétrique.

A des fins de simplifications, nous supposerons que des conditions aux limites de
Dirichlet homogènes sont imposées à la vitesse sur la totalité de la frontièreΓ (i.e.
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ΓD = Γ, uD = 0 etΓN = ∅). Le problème que nous étudions ici prend alors la forme
suivante :

Trouveru ∈ H1
0(Ω)d tel que a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ H1

0(Ω)d

où, pour une discrétisation du premier ordre en temps :

a(u, v) =
1

∆t

∫

Ω

̺u · v +

∫

Ω

∇ · (q ⊗ u) · v + c(u, v)

+r

∫

Ω

∇ · ̺u ∇ · v

Le passage à une discrétisation du second ordre de la dérivéetemporelle n’aurait
d’autre effet que de multiplier le premier terme par un coefficient positif constant,
et l’adaptation des arguments développés ici ne nécessiterait que des modifications
mineures.

Le débitq et la masse volumique̺sont connus ; nous supposons queq est borné
dansL∞(Ω)d et que̺ vérifie d’une part que0 < ̺min ≤ ̺ ≤ ̺max, d’autre part que
∇̺ est borné dansL∞(Ω)d. Il est à noter que ces deux hypothèses font que∇̺/̺ est
également borné dansL∞(Ω)d, propriété qui sera utilisée par la suite.

La forme bilinéairec(·, ·) correspond à la dissipation visqueuse. Pour l’exprimer,
nous supposons que la viscosité est constante, si bien que ladivergence du tenseur de
cisaillement s’écrit, pour une fonction régulière :

∇ · τ(u) = µ ∆u +
1

3
µ∇∇ · u

et, en conséquence :

c(u, v) = µ

∫

Ω

∇u : ∇v +
1

3
µ

∫

Ω

∇ · u ∇ · v

Nous débutons cette section par deux lemmes techniques.

Lemme 1- L’opérateur de convection vérifie les résultats de continuité suivants :

∀u ∈ H1
0(Ω)d,

∣∣∣∣
∫

Ω

∇ · (q ⊗ u) · ̺u

∣∣∣∣

≤
√

d ||q||∞
(

1 +
√

d cp ||∇̺

̺
||∞
)

||∇u||0 ||̺u||0
∣∣∣∣
∫

Ω

∇ · (q ⊗ 1

̺
u) · u

∣∣∣∣ ≤
√

d ||1
̺

q||∞ ||∇u||0 ||u||0

où cp = cp(Ω) désigne la constante de Poincaré.
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Preuve- Du fait que le champ de vitesseu s’annule aux frontières du domaine, nous
avons :

∫

Ω

∇ · (q ⊗ u) · ̺u = −
∫

Ω

q ⊗ u : ∇(̺u)

= −
∫

Ω

d∑

i,j=1

qi uj
∂

∂xj
(̺ui)

= −
∫

Ω

d∑

i,j=1

qi ̺uj
∂ui

∂xj

︸ ︷︷ ︸
(1)

−
∫

Ω

d∑

i,j=1

qi ̺uj
1

̺

∂̺

∂xj
ui

︸ ︷︷ ︸
(2)

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz d’abord dansIRd×d puis dansL2, la
première de ces deux intégrales se majore comme suit :

|(1)| ≤
∫

Ω




d∑

i,j=1

(qi ̺uj)
2




1/2 


d∑

i,j=1

(
∂ui

∂xj
)2




1/2

≤




∫

Ω

d∑

i,j=1

(qi ̺uj)
2




1/2 


∫

Ω

d∑

i,j=1

(
∂ui

∂xj
)2




1/2

≤
√

d ||q||∞ ||̺u||0 ||∇u||0
De la même manière, nous avons pour la seconde intégrale :

|(2)| ≤



∫

Ω

d∑

i,j=1

(qi ̺uj)
2




1/2 

∫

Ω

d∑

i,j=1

(
1

̺

∂̺

∂xj
ui)

2




1/2

≤
√

d ||q||∞ ||̺u||0
√

d ||∇̺

̺
||∞ ||u||0

≤ d cp ||q||∞ ||∇̺

̺
||∞ ||̺u||0 ||∇u||0

En regroupant ces deux inégalités, on obtient la première relation à démontrer. Pour
la seconde, on procède de même :

∫

Ω

∇ · (q ⊗ 1

̺
u) · u = −

∫

Ω

(q ⊗ 1

̺
u) : ∇u =

∫

Ω

d∑

i,j=1

1

̺
qi uj

∂ui

∂xj

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient :

∣∣∣∣
∫

Ω

∇ · (q ⊗ 1

̺
u) · u

∣∣∣∣ ≤



∫

Ω

d∑

i,j=1

(
qi

̺
uj)

2




1/2 

∫

Ω

d∑

i,j=1

(
∂ui

∂xj
)2




1/2
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et l’inégalité recherchée s’en déduit en faisant apparaître ||1
̺

q||∞ dans le premier

terme.

Lemme 2- L’opérateur de diffusion vérifie les inégalités de stabilité suivantes :

∀u ∈ H1
0(Ω)d,

c(u, ̺u) ≥ 1

2
µ ̺min ||∇u||20 +

1

6
µ ̺min ||∇ · u||20

−2d

3

µ

̺min
||∇̺

̺
||2
∞

||̺u||20

c(
1

̺
u, u) ≥ 1

2

µ

̺max
||∇u||20 +

1

6

µ

̺max
||∇ · u||20

−2d

3
µ̺max ||∇(

1

̺
)||2

∞
||u||20

Preuve- Nous avons :

c(u, ̺u) = µ

∫

Ω

∇u : ∇(̺u) +
µ

3

∫

Ω

∇ · u∇ · ̺u

En développant les dérivées des produits, il vient :

c(u, ̺u) = µ

∫

Ω

̺ ||∇u|| 2 + T1 +
µ

3

∫

Ω

̺ (∇ · u)2 + T2 [14]

avec :

T1 = µ

∫

Ω

d∑

i,j=1

1

̺

∂̺

∂xj

∂ui

∂xj
̺ui

T2 =
1

3
µ

∫

Ω

(
d∑

i=1

∂ui

∂xi

)(
d∑

i=1

1

̺

∂̺

∂xi
̺ui

)

Le premier de ces deux termes est majoré en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz
successivement dansIRd×d et dansL2 comme suit :

|T1| ≤ µ ||∇̺

̺
||∞

∫

Ω

d∑

i,j=1

∂ui

∂xj
̺ui

≤ µ ||∇̺

̺
||∞

∫

Ω




d∑

i,j=1

(
∂ui

∂xj
)2




1/2 [

d
d∑

i=1

(̺ui)
2

]1/2

≤ µ ||∇̺

̺
||∞



∫

Ω

d∑

i,j=1

(
∂ui

∂xj
)2




1/2 [
d

∫

Ω

d∑

i=1

(̺ui)
2

]1/2

≤
√

d µ ||∇̺

̺
||∞ ||∇u||0 ||̺u||0
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De la même manière, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz dansL2, nous avons pour le
second terme :

|T2| ≤ 1

3
µ ||∇̺

̺
||∞



∫

Ω

(
d∑

i=1

∂ui

∂xi

)2



1/2 

∫

Ω

(
d∑

i=1

̺ui

)2



1/2

≤
√

d

3
µ ||∇̺

̺
||∞ ||∇ · u||0 ||̺u||0

L’équation [14] a donc pour conséquence :

c(u, ̺u) ≥ µ ̺min ||∇u||20 +
µ

3
̺min ||∇ · u||20

−
√

d µ ||∇̺

̺
||∞ ||̺u||0

(
||∇u||0 +

1

3
||∇ · u||0

)

et la première inégalité recherchée s’en déduit par l’inégalité de Young.

Pour la seconde inégalité, on a :

c(
1

̺
u, u) = µ

∫

Ω

1

̺
||∇u|| 2 + T1 +

µ

3

∫

Ω

1

̺
(∇ · u)2 + T2 [15]

avec :

T1 = µ

∫

Ω

d∑

i,j=1

∂

∂xj
(
1

̺
)ui

∂ui

∂xj

T2 =
1

3
µ

∫

Ω

[
∇(

1

̺
) · u

]
∇ · u

Le premier de ces deux termes se majore comme suit :

|T1| ≤ µ ||∇(
1

̺
)||∞




∫

Ω

d∑

i,j=1

(
∂ui

∂xj
)2




1/2 


∫

Ω

d∑

i,j=1

u2
i




1/2

≤
√

d µ ||∇(
1

̺
)||∞ ||u||0 ||∇u||0

De même, pour le second :

|T2| ≤
1

3

√
d µ ||∇(

1

̺
)||∞ ||u||0 ||∇ · u||0

Le résultat recherché s’en déduit en reportant ces deux relations dans [15] et en utili-
sant l’inégalité de Young.

On rappelle le résultat général suivant, introduit dans (Nec̆as, 1962) (ou, par
exemple, (Ernet al., 2002, théorème 3.2.3), pour une présentation récente).
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Théorème 1- Soit V un espace de Hilbert muni du produit scalaire(·, ·) et de la
norme associée|| · || , a(·, ·) une forme bilinéaire surV × V et f ∈ V . On suppose
que les deux hypothèses suivantes sont vérifiées :

inf
w∈V

sup
v∈V

a(w, v)

||w|| ||v|| ≥ β > 0

(∀w ∈ V, a(w, v) = 0) =⇒ (v = 0)

Alors le problème :

Trouveru ∈ V tel quea(u, v) = (f, v) ∀v ∈ V

admet une solution et une seule.

Ce théorème est exploité pour démontrer le résultat suivant.

Proposition - Si le pas de temps∆t est plus petit qu’une valeur seuil∆t0 indépen-
dante du paramètre de pénalisationr (plus précisément, tel que les inégalités [17] et
[18] soient vérifiées), l’étape de prédiction admet une solution et une seule.

Preuve - Nous allons vérifier les deux hypothèses du théorème 1. Soitdoncu une
fonction deH1

0(Ω)d. Par les premières relations des deux lemmes ci-avant, nous
avons :

a(u, ̺u) ≥
1

∆t
||̺u||20 −

√
d ||q||∞

(
1 +

√
d cp ||∇̺

̺
||∞
)

||∇u||0 ||̺u||0

+
1

2
µ ̺min ||∇u||20 +

1

6
µ ̺min ||∇ · u||20 − 2d

3

µ

̺min
||∇̺

̺
||2
∞

||̺u||20
+r ||∇ · ̺u||20

[16]

En majorant le second terme du membre de droite par l’inégalité de Young, il vient :

a(u, ̺u) ≥[
1

∆t
− d

µ ̺min
||q||2

∞

(
1 +

√
d cp ||∇̺

̺
||∞
)2

−2d

3

µ

̺min
||∇̺

̺
||2
∞

]
||̺u||20

+
1

4
µ ̺min ||∇u||20 +

1

6
µ ̺min ||∇ · u||20 + r ||∇ · ̺u||20

Compte tenu du fait que, par hypothèse sur̺ :

||̺u||20 ≥ ̺2
min ||u||20 et ||̺u||1 ≤ c(̺) ||u||1
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l’inégalité ci-avant fournit la première relation du théorème 1, pourvu que∆t soit
suffisamment petit pour que la condition suivante soit vérifiée :

1

∆t
− d

µ ̺min
||q||2

∞

(
1 +

√
d cp ||∇̺

̺
||∞
)2

− 2d

3

µ

̺min
||∇̺

̺
||2
∞

> 0 [17]

De la même manière, en utilisant cette fois-ci les secondes relations des lemmes 1
et 2, on a :

a(
1

̺
u, u) ≥ 1

∆t
||u||20 −

√
d ||1

̺
q||∞ ||∇u||0 ||u||0

+
1

2

µ

̺max
||∇u||20 +

1

6

µ

̺max
||∇ · u||20

−2d

3
µ ̺max ||∇(

1

̺
)||2

∞
||u||20 + r ||∇ · u||20

Soit, toujours par l’inégalité de Young :

a(
1

̺
u, u) ≥

[
1

∆t
− d

̺max

µ
||1
̺

q||2
∞

− 2d

3
µ ̺max ||∇(

1

̺
)||2

∞

]
||u||20

+
1

4

µ

̺max
||∇u||20 +

1

6

µ

̺max
||∇ · u||20 + r ||∇ · u||20

ce qui fournit la deuxième relation du théorème 1, pourvu que:

1

∆t
− d

̺max

µ
||1
̺

q||2
∞

− 2d

3
µ ̺max ||∇(

1

̺
)||2

∞
> 0 [18]

REMARQUE. – En fait, la seconde hypothèse du théorème 1 peut être démontrée di-
rectement à partir de la relation [16], en changeantu paru/̺ ; on obtient alors, sous
la condition [17] :

∀u ∈ H1
0(Ω)d, a(

1

̺
u, u) ≥ c ||u||20

où c est une constante strictement positive, ce qui permet de conclure. Demander au
pas de temps de vérifier [18] n’est donc pas nécessaire ; en revanche, nous obtenons
sous cette hypothèse un résultat plus fort, à savoir une stabilité en normeH1 :

∀u ∈ H1
0(Ω)d, a(

1

̺
u, u) ≥ c ( ||u||20 + ||∇u||20 )

4. Une implémentation éléments finis

L’objet de cette section est d’effectuer une description des schémas introduits dans
cet article sous forme algébrique. Nous présentons tout d’abord la formulation varia-
tionnelle du problème obtenu après une semi-discrétisation en temps semi-implicite
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couplant bilan de masse et de quantité de mouvement, ainsi qu’une méthode de réso-
lution de ce problème. Dans un second temps, nous établissons la forme algébrique de
la méthode de pénalité-projection qui, nous le rappelons, est celle utilisée en pratique
et diffère légèrement, pour le terme de pénalisation, de ce que l’on obtiendrait si l’on
discrétisait en espace les équations du schéma semi-discret en temps présenté dans la
section 2.

4.1. Le schéma linéairement implicite

Nous supposons donnés deux espaces éléments finis de Lagrange Vh et Mh, le
premier étant utilisé pour discrétiser respectivement vitesse et débit, le second pour la
pression, et inclus respectivement dans les espacesH1(Ω)d etL2(Ω). On notera :

V ΓD

h = {v ∈ Vh, v = 0 surΓD}
Une fois la discrétisation en temps effectuée, le problème revient à rechercher à chaque
pas de tempsn + 1, la vitesseun+1

h ∈ Vh, la pressionpn+1
h ∈ Mh et le débitqn+1

h ∈
Vh.

Nous décomposons alors la vitesse et le débit en deux partiestelles que :

uh = uD + uF, qh = qD + qF

où uF (respectivementqF) appartient à l’espaceV ΓD

h et est le champ de vitesse (res-
pectivement débit) inconnu. Les fonctionsuD et qD peuvent être considérées comme
des relèvements discrets des conditions aux limites de Dirichlet non homogènes. La
formulation variationnelle du précédent problème au pas detempsn + 1 s’écrit :

Trouver(un+1
F , qn+1

F ) ∈ (V ΓD

h )2 etpn+1
h ∈ Mh tels que,∀v ∈ V ΓD

h ,

∀ϕ ∈ Mh :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

̺n+1βα(un+1
F + un+1

D ) −∑α−1
j=0 βjq

n−j
h

∆t
· v

+

∫

Ω

∇ · (q⋆,n+1
h ⊗ (un+1

F + un+1
D )) · v

+

∫

Ω

τ(un+1
F + un+1

D ) : ∇v −
∫

Ω

pn+1
h ∇ · v

=

∫

Ω

fn+1 · v +

∫

ΓN

gn+1
N · v

∫

Ω

(
D̺n+1

∂t
+ ∇ · [̺n+1(un+1

F + un+1
D )]

)
ϕ = 0

∫

Ω

(qn+1
F + qn+1

D ) · v =

∫

Ω

̺n+1(un+1
F + un+1

D ) · v
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En exploitant de la manière usuelle cette formulation variationnelle, nous obtenons le
système algébrique suivant :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

βα

∆t
M̺n+1UF + AUF + BTP = F

B̺n+1UF = G

MQF = M̺n+1UF + H

où, par souci de simplicité, les exposants relatifs à l’avancée en temps ont été omis.
Les vecteurs d’inconnuesUF et P correspondent à la vitesseun+1

F et à la pression
pn+1

h en fin de pas de temps. Les opérateurs discrets sont les suivants : M et M̺n+1

désignent respectivement la matrice de masse de vitesse standard et pondérée par la
masse volumique àtn+1 (i.e. ̺n+1), A regroupe convection et diffusion,B̺n+1 cor-
respond à l’opposée de la divergence pondérée par̺n+1 et BT désigne le gradient
discret (donc, en conséquence,B correspond à l’opposé de la divergence discrète). Le
second membreF regroupe les contributions des forces réparties, des vitesses aux pas
de temps précédents et des conditions aux limites (vitessesou contraintes imposées),
G correspond à la dérivée en temps discrète de la masse volumique et aux conditions
aux limites (vitesses imposées), tandis queH ne contient que la contribution de ces
dernières.

Une des méthodes fréquemment utilisées pour la résolution du système corres-
pondant dans le cas incompressible est la méthode de lagrangien augmenté (Fortin
et al., 1982) ; nous l’extrapolons ici aux écoulements dilatables. Le principe de cet
algorithme est d’ajouter un terme d’augmentation dans la première équation, puis de
répéter jusqu’à convergence une séquence d’opérations consistant à résoudre cette
première équation à pression fixée puis à corriger la pression.

Le terme de pénalisation est obtenu en prémultipliant l’équation de bilan de masse
parγ BTM−1

p , oùγ est un réel strictement positif, appelé paramètre d’augmentation
et ajusté suivant le problème, etMp est une matrice de normalisation, qui peut par
exemple être obtenue à partir de la matrice de masse de pression par condensation sur
la diagonale.

Cet algorithme s’écrit donc sous forme algébrique de la manière suivante, en notant
k l’indice associé à chaque itération :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

βα

∆t
M̺n+1UF

k+1 + AUF
k+1 + γ BTM−1

p (B̺n+1UF
k+1 − G)

= F− BTPk

Pk+1 = Pk + γ M−1
p (B̺n+1UF

k+1 − G)

La pression doit être initialisée, par exemple à la pressionau pas de temps précédent ;
la convergence est atteinte lorsque la pression n’évolue plus ou, de manière équiva-
lente, lorsque le bilan de masse est satisfait, à une toléranceǫ près donnée :

‖B̺n+1UF
k+1 − G‖ < ǫ
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Une fois la vitesse de fin de pasUF obtenue, le débit est réactualisé :

MQF = M̺n+1UF + H

4.2. Méthode de pénalité-projection

Nous allons dans cette section construire la méthode de pénalité-projection en sui-
vant pas à pas la démarche utilisée pour établir le schéma dans le formalisme semi-
discret.

En premier lieu, comme dans toute méthode de projection, on découple les équa-
tions de bilan de masse et de quantité de mouvement en explicitant la pression dans
cette dernière ; on obtient ainsi la relation suivante :

(
βα

∆t
M̺n+1 + A

)
ŨF + BTPexp = F

oùPexp désigne la pression en début de pas de temps.

On obtient la première étape de l’algorithme en ajoutant à cette équation un terme
de pénalisation, construit de la même manière que le terme d’augmentation introduit
dans la section précédente :

(
βα

∆t
M̺n+1 + A + rBTM−1

p B̺n+1

)
ŨF + BTPexp = F + rBTM−1

p G

Laissée sous forme de problème de Darcy, l’étape de projection s’écrit :

∣∣∣∣∣∣

βα

∆t
(MQF − M̺n+1ŨF) + BTΦ = 0

BQF = G

En multipliant la première équation parBM−1 puis en utilisant la contrainteBQF =
G, il vient :

BM−1BTΦ =
βα

∆t

(
BM−1M̺n+1ŨF − G

)

Malheureusement, l’utilisation de l’inverse deM est coûteuse en temps calcul car,
dans le cas général, cette matrice de masse n’est pas diagonale. L’équation [11] sug-
gère alors d’approcherBM−1M̺n+1 parB̺n+1 etBM−1BT parL oùL est l’opé-
rateur associé à un problème de Poisson avec des conditions aux limites de Dirichlet
homogènes surΓN et de Neumann homogènes surΓD. Cette dernière substitution
n’est possible, toutefois, que pour un choix restreint d’espaces d’approximation pour
la pression, excluant ceux où aucune continuité n’est requise, même en moyenne ou
ponctuellement, aux interfaces entre les éléments ; l’espace utilisé dans les tests numé-
riques présentés ici, à savoir l’élément fini de Lagrange P1 classique, est inclus dans
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H1(Ω). Si l’on souhaite, pour des raisons de simplicité d’implémentation, garder les
mêmes dimensions pour les vecteursP et Φ, les conditions de Dirichlet peuvent être
imposées par pénalisation :

Lij =

∫

Ω

∇ϕp
i · ∇ϕp

j + α

∫

ΓN

ϕp
i · ϕp

j , 1 ≤ i, j ≤ Np
ddl

où les fonctionsϕp
i sont les fonctions de base de l’espace d’approximation de pression

Mh, Np
ddl désigne le nombre de degrés de liberté de pression (soit la dimension deMh)

et le coefficientα est un réel positif vérifiantα ≫ 1. Enfin on réactualise la pression
en fin de pas de temps :

P = Pexp + Φ + rM−1
p (B̺n+1ŨF − G)

En résumé, l’algorithme décrivant un pas de temps de la méthode de pénalité-
projection est le suivant :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
βα

∆t
M̺n+1 + A + rBTM−1

p B̺n+1

)
ŨF

= −BTPexp + F + rBTM−1
p G

LΦ =
βα

∆t

(
B̺n+1ŨF − G

)

MQF = M̺n+1ŨF − ∆t

βα
BTΦ

P = Pexp + Φ + rM−1
p (B̺n+1ŨF − G)

REMARQUE. [De la nécessité de pénaliser de manière algébrique] – Une discrétisation
« directe »du terme [8] écrit en semi-discret conduirait à laforme bilinéairecpen(·, ·)
surVh × Vh suivante :

cpen(uh, v) = r

∫

Ω

(
∇ · ̺uh − D̺

∆t

)
∇ · v

Or la contrainte :

∇ · ̺uh − D̺

∆t
= 0

ne peut être imposée à la solution discrète qu’au sens faible. Il semble donc naturel,
pour ne pas voir la méthode perdre en précision pour les fortes valeurs du paramètre de
pénalisation, de préférer une formulation qui utilise la contrainte réellement imposée,
c’est-à-dire sa forme discrète ; c’est exactement ce qui estfait ici. Il est à noter que la
formulation semi-discrète du terme de pénalisation :

∇
(
∇ · ̺uh − D̺

∆t

)

est en outre incorrecte, du fait que l’intégration par parties conduisant à la forme
cpen(·, ·) ferait apparaître des termes de bord surΓN qui n’ont pas lieu d’être et qui,
de fait, n’ont pas leurs pendants dans la pénalisation algébrique utilisée.



Méthode de pénalité-projection 471

5. Expérimentations numériques

Nous effectuons dans cette section une comparaison entre les méthodes introduites
précédemment, à savoir la méthode linéairement implicite,la méthode de pénalité-
projection et la méthode de projection incrémentale standard (obtenue à partir de la
précédente en faisantr = 0), en les appliquant au système suivant :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂̺u

∂t
+ ∇ · (̺u ⊗ u) = µ∆u −∇p + f dans[0, 1] × Ω

∇ · ̺u +
∂̺

∂t
= 0 dans[0, 1] × Ω

u = u0 dansΩ, à t = 0

oùΩ =]0, 1[×]0, 1[, f etu0 sont donnés et tels que les champs de vitesse, pression et
masse volumique suivants soient solution du problème :

u(x, y, t) =

(
0.5y (1 − y) (2 + cos(2πt))
0

)

p(x, y, t) = −µ (2 + cos(2πt)) (x − 0.5)

̺(x, y, t) = 1 +
(X(x, y, t) − x0)

2(−2X(x, y, t) + 3x1 − x0)

(x1 − x0)3

X(x, y, t) = x − 0.5 y (1 − y) (2t +
sin(2πt)

2π
), x0 = 0.2 etx1 = 0.8

L’expression de la masse volumique est obtenue par la méthode des caractéristiques,
en remarquant que le champ de vitesse choisi est à divergencenulle, et donc que
l’équation de bilan de masse dégénère en équation de transport ; cette propriété du
champ de vitesse, spécifique à cette solution particulière,ne joue aucun rôle ici.

La viscosité est constante et fixée àµ = 1 (i .e. Re ≈ 1) ; la diffusion est donc
dominante, ce qui est la situation la plus pénalisante pour ce qui concerne le traitement
de conditions aux limites ouvertes par des méthodes de correction de pression, cas que
nous traiterons.

Nous utilisons des éléments finis P2 pour les champs de vitesse et de débit et des
éléments finis P1 pour le champ de pression ; la stabilité de cette discrétisation, dite
élément de Taylor-Hood, pour les problèmes incompressibles est classique (cf. par
exemple (Giraultet al., 1986)), elle est étendue dans le cas dilatable dans (Bernardi
et al., 1992). Le maillage en triangles est obtenu en construisanttout d’abord une
grille uniforme de pas1/40, puis en découpant chaque carré de la partition selon ses
diagonales pour former 4 triangles isocèles. La discrétisation en temps est effectuée
par une formule de différentiation rétrograde d’ordre deux, avec une estimation du
champ d’advection par une extrapolation de Richardson du même ordre (équation [5]).

Les calculs présentés ici ont été réalisés avec un outil de calcul construit sur la base
de la plate-forme de composants logiciels PELICANS, développée à l’IRSN (Piar,
2004).
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Dans un premier temps, nous traitons le cas où des conditionsaux limites de type
Dirichlet sont appliquées sur la totalité de la frontière :u = uD surΓ, ∀t ∈ [0, 1]
où la vitesseuD est donnée par la solution analytique.

Les différences entre la solution numérique obtenue àt = 1 et la solution analy-
tique en fonction du pas de temps sont tracées sur les figures 1, 2, 3, 4, 5. Ces courbes
ont l’allure usuelle : tout d’abord décroissance avec le pasde temps puis atteinte d’un
plateau qui correspond à l’erreur d’approximation spatiale ; ce dernier phénomène
n’est observé de manière marquée que pour le débit, ce qui esttrès probablement dû
au fait que vitesse et pression continues appartiennent toutes deux à leur espace d’ap-
proximation respectif. Tous les schémas étudiés montrent une convergence en temps
approximativement d’ordre deux. Pour la méthode de projection usuelle, l’erreur de
fractionnement (i.e. la différence entre la solution obtenue par la méthode de projec-
tion et la méthode linéairement implicite) est dominante à fort pas de temps : pour le
débit par exemple, on constate que les erreurs associées à ces deux méthodes diffèrent
d’un facteur 100. Cette erreur de fractionnement diminue avec le paramètre de pénali-
sationr, jusqu’à ce que les solutions coïncident pourr grand (typiquement,r ≥ 102).
Ces résultats sont en accord avec ce qui est observé (Jobelinet al., 2006) ou démontré
(Angot et al., 2007) pour le cas incompressible. Enfin, la comparaison desrésultats
obtenus pour divers maillages (non présentée ici) montre que l’erreur résiduelle obte-
nue pour le débit à faible pas de temps varie comme l’erreur d’approximation, à savoir
commeh2 pour la normeH1 eth3 pour la normeL2, oùh est le pas de maillage.
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Figure 1. Cas test avec des conditions aux limites de type Dirichlet – NormeL2 de
l’erreur pour le débit àt = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de
projection incrémentale, pénalité-projection (r = 1, r = 10, r = 100) et linéairement
implicite
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Figure 2. Cas test avec des conditions aux limites de type Dirichlet – NormeH1 de
l’erreur pour le débit àt = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de
projection incrémentale, pénalité-projection (r = 1, r = 10, r = 100) et linéairement
implicite
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Figure 3. Cas test avec des conditions aux limites de type Dirichlet – NormeL2 de
l’erreur pour la vitesse àt = 1 en fonction du pas de temps pour les méhodes de
projection incrémentale, pénalité-projection (r = 1, r = 10, r = 100) et linéairement
implicite
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Figure 4. Cas test avec des conditions aux limites de type Dirichlet – NormeH1 de
l’erreur pour la vitesse àt = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de
projection incrémentale, pénalité-projection (r = 1, r = 10, r = 100) et linéairement
implicite
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Figure 5. Cas test avec des conditions aux limites de type Dirichlet – NormeL2 de
l’erreur pour la pression àt = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de
projection incrémentale, pénalité-projection (r = 1, r = 10, r = 100) et linéairement
implicite
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Figure 6. Cas test avec des conditions aux limites ouvertes – NormeL2 de l’erreur
pour le débit àt = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de projection
incrémentale, pénalité-projection (r = 1, r = 10, r = 100) et linéairement implicite
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Figure 7. Cas test avec des conditions aux limites ouvertes – NormeH1 de l’erreur
pour le débit àt = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de projection
incrémentale, pénalité-projection (r = 1, r = 10, r = 100) et linéairement implicite
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Figure 8. Cas test avec des conditions aux limites ouvertes – NormeL2 de l’erreur
pour la vitesse àt = 1 en fonction du pas de temps pour le méthodes de projection
incrémentale, pénalité-projection (r = 1, r = 10, r = 100) et linéairement implicite
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Figure 9. Cas test avec des conditions aux limites ouvertes – NormeH1 de l’erreur
pour la vitesse àt = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de projection
incrémentale, pénalité-projection (r = 1, r = 10, r = 100) et linéairement implicite
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Figure 10. Cas test avec des conditions aux limites ouvertes – NormeL2 de l’erreur
pour la pression àt = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de projection
incrémentale, pénalité-projection (r = 1, r = 10, r = 100) et linéairement implicite

Nous changeons maintenant de conditions aux limites qui deviennent :

∣∣∣∣∣∣
σ · ~n =

(
−pD

0

)
sur{1} × [0; 1]

u = u(x, y, t) sur les autres frontières.

où la pressionpD est donnée par la solution analytique. Les résultats dans cecas font
l’objet des figures 6, 7, 8, 9, 10.

Dans le contexte des écoulements incompressibles, la méthode de projection incré-
mentale est connue pour perdre, en présence de conditions aux limites de Neumann
(dites également « conditions aux limites ouvertes ») commec’est le cas ici, ses pro-
priétés de convergence. Ce phénomène est lié au fait que l’onimpose, pour des raisons
de stabilité, des conditions aux limites de Dirichlet à l’inconnueφ de l’étape de pro-
jection, et donc, par récurrence, compte tenu de la relationdonnant l’incrément de
pression pour la méthode incrémentale, à la pression elle-même. On observe alors
(Guermondet al., 2005; Jobelinet al., 2006) une réduction des ordres de convergence
en temps et en espace, qui prennent, probablement par hasard, les mêmes valeurs : ap-
proximativement1 pour la vitesse en normeL2 et1/2 pour la vitesse en normeH1 et la
pression en normeL2. Ce même comportement semble se reproduire ici puis, pour les
valeurs les plus faibles du pas de temps, une accélération dela convergence survient.
Une étude paramétrique au pas de maillageh semble montrer que le pas de temps où
survient la rupture de pente dans la courbe de convergence décroît linéairement avec
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h, ce qui suggère l’explication suivante à ce phénomène. En exploitant des techniques
d’inégalité inverse (Ciarlet, 1991), il est possible de démontrer des relations du type :

||u − uh||⋆ ≤ c(h) ( ||u − uh||⋆ + Ih ⋆) + I⋆
h [19]

où u est une fonction de l’espace continu,uh une fonction de l’espace d’approxi-
mation, || · ||⋆ et || · ||⋆ sont deux normes, la première étant plus faible que l’autre
(par exemple, normeH−1 et normeL2), Ih ⋆ et I⋆

h désignent l’erreur d’interpolation
respectivement en norme|| · ||⋆ et en norme|| · ||⋆ . Imaginons que l’erreur en norme
||·||⋆ décroisse plus vite avec le pas de temps que l’erreur en norme||·||⋆ , par exemple
selon les estimations suivantes (avecα < β) :

||u − uh||⋆ ≤ c (∆tα + I⋆
h), ||u − uh||⋆ ≤ c (∆tβ + Ih ⋆) [20]

avecβ > α. L’exploitation de l’inégalité [19] fournit alors une relation de la forme :

||u − uh||⋆ ≤ c′(h) (∆tβ + Ih ⋆) + I⋆
h

et, surtout lorsque l’erreur d’interpolation est faible, il peut exister un pas de temps
seuil, dépendant deh, en deçà duquel cette dernière estimation est plus précise que
[20] ; la courbe d’erreur pourrrait alors présenter une rupture de pente (penteα au-
dessus du pas de temps seuil, penteβ au-dessous). Il est à noter que de tels résultats
sont classiques pour les méthodes de projection (décroissance de l’erreur de vitesse en
normeL2 plus rapide qu’en normeH1, estimation d’ordre supérieur pour la pression
dans une norme dépendant du maillage (Guermond, 1999). . .).C’est d’ailleurs ce que
l’on constate ici si l’on s’en tient à la première partie de lacourbe (i.e. à fort pas de
temps), puisque débit et vitesse présentent une convergence d’ordre2 en normeL2,
tandis qu’en normeH1, l’ordre tombe à1 pour le débit et1/2 pour la vitesse ; l’ordre
de convergence de la pression en normeL2 est également1/2.

Pour les méthodes autres que la projection incrémentale, les propriétés de conver-
gence observées sont, avec des conditions aux limites ouvertes, les mêmes qu’avec
des conditions de Dirichlet. On constate là encore un gain drastique de précision à fort
pas de temps, dès que le paramètre de pénalisationr dépasse quelques unités.

6. Conclusion

Nous avons décrit et étudié dans cet article une variante de la méthode de projec-
tion pour les écoulements dilatables qui en améliore considérablement la précision :
l’erreur de fractionnement, dominante à fort pas de temps dès que la discrétisation
en temps est formellement du second ordre, est réduite à volonté en augmentant le
paramètre de pénalisationr ; dans le cas où des conditions aux limites de Neumann
sont appliquées à une partie de la frontière, la perte de convergence spatiale observée
avec la méthode de projection incrémentale standard est corrigée. Malheureusement,
il semble que ces propriétés soient obtenues au prix d’une détérioration du condition-
nement de la matrice associée à l’étape de prédiction de vitesse, d’autant plus sensible
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que la valeur que l’on donne àr est importante ; ce comportement avait été également
observé pour les écoulements incompressibles (Jobelinet al., 2006). Il reste qu’à coût
de calcul égal, dans les cas que nous avons étudiés, la méthode de pénalité-projection
avec un paramètre de pénalisation raisonnable (typiquement, r = 10µ, oùµ est la vis-
cosité) reste beaucoup plus précise que la méthode de projection incrémentale. Tou-
tefois, le développement de solveurs performants pour l’étape de prédiction reste un
sujet de recherche ouvert ; l’application à ce problème de techniques multigrilles est
actuellement à l’étude à l’IRSN.
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