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RESUME. Nous présentons dans cet article une nouvelle méthode de correction de pression
pour les écoulements dilatables. Nommée « méthode de pénalité-projection », cette technique
différe des schémas de projection usuels par ’ajout dans [’étape de prédiction d’un terme de
pénalisation, construit pour contraindre la vitesse a satisfaire le bilan de masse. Ce terme est
multiplié par un coefficient 1, dit paramétre de pénalisation. Nous montrons par des
expériences numériques que ce schéma est bien plus précis que la méthode usuelle. L erreur
de fractionnement, dominante a fort pas de temps, est réduite a volonté en augmentant r ; a
noter, toutefois, que l'usage d’une valeur trop importante dégrade le conditionnement de
lopérateur associé a l’étape de prédiction. Par ailleurs, les pertes de convergence de la
méthode de projection usuelle en cas de conditions aux limites ouvertes sont corrigées, des
que t est non nul.

ABSTRACT. We present in this paper a novel pressure correction method for dilatable flows.
Named "penalty-projection method", this scheme differs from the usual projection method by
the addition in the prediction step of a penalty term, built to enforce the mass balance. This
term is proportional to a penalty parameter 1. Numerical experiments show that the accuracy
of the scheme is drastically improved. The splitting error, dominant at large time steps, may
be reduced down to zero by choosing larger and larger values for t; note, however, that a too
large value degrades the conditioning of the operator associated to the prediction step. In
addition, the loss of convergence observed with the standard projection method in case of
open boundary conditions is not observed anymore, as soon as t is nonzero.
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1. Introduction

La modélisation d’une grande variété d’écoulements plgsiqconduit a des re-
présentations mathématiques ou vient s'associer auxieégsale bilan de masse et de
quantité de mouvement une équation de transport-diffusione variable addition-
nelle,z, dont la masse volumique se déduit :

% + V. pzu=V -DVz dans[0,T] x Q
0=9(2)

1
%+V-(gu®u)zV-7(u)—Vp+f dans[0,T] x Q 1]
%+V-Qu:0 dans[0,T] x Q

La variableo désigne ici la masse volumiqude tempsyu la vitessep la pression,
f une force volumique réparti®) est un coefficient de diffusion et est le tenseur
des contraintes visqueuses. L'ensenblest un domaine régulier d&?, d = 2 ou
d = 3 etT est le temps finall" < co. Pour fixer les idées, on peut voir la fonction
G(-) comme une loi d’état. Pour que le probléme soit complétehéinti, ce systéme
doit étre complété par des conditions aux limites et irgsal

Les problémes de convection naturelle & faible nombre dehMaar exemple,
rentrent dans ce formalisme, lorsqu’ils sont traités elisatit un modéle asympto-
tique,i.e. un systéme d’'équations vérifié par les champs de vitesseess$ipn dans
I'écoulement lorsque le nombre de Mach tend vers zéro, edgerit dans (Majdat
al., 1985). La variable représente alors la température et lad6i) est déduite de la
loi d’état, moyennant le calcul préalable de la pressionntioglynamique lorsque le
systeme physique considéré est clos. Si maintenant orifiden& une concentration
et o = G(z) a une loi de mélange, on obtient les équations de la convestitu-
tale. De la méme maniére, certains problémes tres simplii€®@mbustion s’écrivent
sous la forme du systéme [1]; la variabl@rend alors la signification d’une variable
d’avancement (Babikt al, 2005). Ces problématiques physiques font partie des phé-
nomenes d’intérét dans le domaine de la slreté nuclédles trie traitées a I'Institut
de Radioprotection et de Sdreté Nucléaire (IRSN) ; c'esatre de la présente étude.

Du fait que la masse volumique du fluide est supposée indépémde la pression
(dite pression dynamique), cette derniére joue d’'un pantice mathématique un role
similaire a celui qu’elle tient dans les équations de Na@irkes incompressibles.
Pour s’en convaincre, il suffit de réécrire I'équation dabille quantité de mouvement
en prenant comme variable le débit massique ou et les deux derniéres équations
du systéme [1] retrouvent la structure classique d’un @nmolel mixte.

En conséquence, il est naturel de mettre en ceuvre pour latiéacmumeérique de
ce probléme des schémas initialement développés dans text®es écoulements
incompressibles. Parmi ceux-ci, les méthodes de projeotity depuis les travaux ori-
ginels (Chorin, 1968; Temam, 1969), acquis une populariissante. Ce succes tient
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dans le fait que ces schémas a pas fractionnaires décoapulbatjue pas de temps les
équations de bilan de quantité de mouvement et de bilan dsemsisbstituant ainsi
a un probléme mixte, de résolution couplée difficile et cofige une succession de
problémes elliptiques plus aisés a résoudre.

Le principe des méthodes de projection est le suivant. Daagpremiére étape,
on obtient une prédiction de la vitesse par la résolution'éguhtion de bilan de
quantité de mouvement, dans laquelle la pression est igrforéthode originelle) ou
approchée par une formule explicite (méthode dite incréaten La seconde étape
consiste a projeter la vitesse prédite dans I'espace detidos a divergence nulle;
cette étape s'apparente a un probléme de Darcy, qui estglagsent réécrit comme
un probléme elliptique pour la pression (méthode orig&)edu pour I'incrément de
pression (méthode incrémentale). Sur cette idée de baseesures, au fil des années,
se greffer de multiples variantes. La méthode de projeatior@mentale semble avoir
été proposée dans (Goda, 1979), le premier schéma fornegltete second ordre en
temps dans (Van Kan, 1986). Dans |'étape de projection,deslitions aux limites
appliquées a I'incrément de pression sont artificieilesne sont pas vérifiées par la
solution du probléme, ce qui induit des pertes de précigartjculiérement graves
pour les écoulements visqueux obéissant a des conditiarimates ouvertes sur une
partie de la frontiere (Guermoret al, 2005). Ce phénoméne est corrigé dans une
variante proposée dans (Timmermasl., 1996) puis analysée dans (Guermand
al., 2003), qui a recu le nom de méthode rotationnelle. On tn@uuge revue de ces
différents schémas et de leurs propriétés de convergesgeatives dans (Guermond
et al, 2006).

Si le découplage des équations de bilan de quantité de mamnteznde bilan de
masse simplifie la résolution, il introduit également urmewr numérique, dite erreur
de fractionnement, qui devient, pour des discrétisatiartsmps d’ordre deux, impor-
tante voire dominante a fort pas de temps (Jobefial., 2006). Cette erreur de frac-
tionnement disparaitrait si, par un choix judicieux de kasgion approchée, la vitesse
prédite vérifiait la contrainte de divergence : la vitesgalfie serait alors la méme que
celle obtenue par un schéma couplé, et I'étape de projessi@it sans objet. Bien sdr,
un telle estimation de vitesse n’est pas accessible damatigye. On peut toutefois
s’en approcher en ajoutant dans la premiére étape un terpénddisation associé a
la contrainte de divergence, analogue a celui utilisé destelchniques de lagrangien
augmenté : c’est le principe des méthodes de pénalitéqtimje Le premier schéma
de ce type semble avoir été suggéré dans (Shen, 1992, sgk s mis en ceuvre in-
dépendamment dans (Caltagirael., 1999), dans leur méthode dite de « projection
vectorielle ». Cette derniere, qui s'appuie sur une digatbn spatiale en volumes
finis et utilise une étape de projection non conventionnel¢ I'un des ingrédients
essentiels des schémas du code Aquilon (Aquilon, 2006)nHtdpplication de ces
idées dans le contexte des éléments finis conduit a un schégiraabexpérimenté
dans (Jobeliret al., 2006) et analysé dans (Angsttal., 2007).

Dans cet article, nous étendons ces derniers travaux a da&gents a masse
volumique variable ; plus précisément, nous traitons leettdopement d’'une méthode
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de pénalité-projection pour la résolution des équationkild@ de quantité de mou-
vement et de masse (deux derniéeres relations du system@fi{jouvera facilement
dans la littérature, et notamment dans (Cetél., 2002; Coréet al, 2003; Babik
et al, 2005; Jobelin, 2006), des exemples de schémas a pas ffirzaities pour des
systemes de la forme [1] faisant apparaitre ce problemetréthrs des étapes de
résolution des équations de bilan de masse et de quantitéaeement, la masse vo-
lumiquey est en effet connue, du fait que la ou les équafigoftant sur les variables
d’état entrant dans le calcul de cette quantité ont été gioésrhent résolues.

Le probléme ici étudié est ainsi le suivant :

0

%—FV-(@U@U)ZV'T(U)—VP"FJC dans[O,T]xQ
V-gu+%:0 dans0,T] x Q
u = up sur[0,7] x I'p
—pn+7(u)-n = gn sur[0,7] x I'n

ol g = o(x,t) est une fonction réguliere donnée.

Les surface§'p etI'y forment une partition de la frontieieédu domaine de calcul
de normale extérieure, up et gn désignent respectivement un champ donné de vi-
tesse et de forces surfaciques définis sur la frontiére.nsete de cisaillement prend
la forme classique caractéristique des écoulements nemon

2
7(u) = uw(Vu + Vub) — g,uV cul

1 étant la viscosité dynamique du fluidelde tenseur identité dariR?.

Par souci de clarté, nous débutons cet article par une gésarde la méthode
proposée sous forme semi-discrete en temps; c’est I'objéd dection 2. Le lecteur
garderatoutefois en mémoire que la formulation ainsi aleqrour le terme de pénali-
sation n’est pas exactement celle qui est utilisdfee; pour des raisons de précision,
il est en effet préférable de construire ce dernier a pagtindormulation algébrique
(cf. laremarque en fin de section 4.2). La premiére étapeluénsa ici développé est
un probleme elliptique pour la vitesse dont le caractére pasé n’est pas immédiat;
nous étudions ce point dans la section 3. La discrétisatoréjgments finis est en-
suite décrite, ce qui nous permet de donner exactementittigne utilisé (section 4).
Des tests numériques pour un probléeme ayant une solutidytigoe font I'objet de
la section 5 : les propriétés de convergence du schéma ers ten®n espace y sont
étudiées, dans le cas de conditions aux limites de Diricplés avec des conditions
de Neumann sur une partie de la frontiére.C'x non réduit &).

2. Formulation semi-discréte en temps de la méthode de péiitéprojection

Introduisons tout d’abord quelgques notations. $aif0, 7] xQ — IR une fonction
arbitraire réguliere. Notong™ = ¢(t") pour0 < n < N. Etantdonné&’, ..., ¢", on
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obtient une approximation a I'ordrede la valeur de a l'instantt™*! par extrapola-
tion de Richardson :

a—1
BEH) = ¢ 4 O(A) avee ¢ty 560 2]
j=0

De plus, une approximation a I'ordre de la dérivée de a linstantt™*! est
donnée par la formule de différentiation rétrograde su&an

99y = DO oare

ot def a—1 i [3]
avec D¢" = Boomtt =300 Bi¢"

At

Dans la pratique, nous utiliserons des approximationsréréol et 2 ou les coef-
ficientsg; ety; sont donnés comme suit :

a=1 D¢n+1 _ ¢n+1 _ ¢n ¢*,n+1 _ ¢n [4]
a=2 D¢n+1 _ g¢n,+1 _ 2¢n 4 %¢n—1 ¢*,n+1 _ 2¢n _ ¢n—1 [5]

En introduisant la nouvelle variable= (ou) représentant le débit massique, une
semi-discrétisation linéairement implicite en tempsr{felement) a I'ordrex du pro-
bléme traité dans cette section s’écrit :

D n+1
V@ et
—-v. T(unJrl) _ vanrl + fn+1 dans
. DQnJrl
AVARL == -0 dans2
qn+1 — QnJrlunJrl
umt =yt surl'p
_pn+1n + T(un+1) - g{\l]'f'l surl'y

Les méthodes de projection ont pour principe d'utiliser exapolatiorp*™+! de

la pression aux temps précédents dans I'équation de bilgonal&ité de mouvement
et les conditions aux limites associées pour obtenir undigtién de vitesse, avant
de corriger cette derniere pour vérifier le bilan de masses dene seconde étape.
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Nous choisirons simplement igi-" ™1 = p”. L'étape de prédiction de la méthode de
pénalité-projection proposée s'écrit :

ﬂa Qn+1an+1 _ Z?;()l ﬁjqnfj
At
—rV(V - gt

N v (q*,n+1 ® ﬂnJrl)
Dgn+1
At )
=V.-7r(@"t) — vp" + "t dans [7]

+1

~n+1 _ . n
u = Up

surl'p

—p"n A+ (@) n = gttt surly
Sa spécificité réside dans 'ajout du terme de pénalisation :

DQn,+1

At )
our est un coefficient positif homogéne a une viscosité que noosmerons para-
métre de pénalisation.

—TV(V . Qn,+1ﬁn+1 + [8]

Ce terme est obtenu en appliquant I'opérateur gradientcgudiion de bilan de
masse ; cette opération est bien sir formelle pour le prabldifférentiel, mais ses
analogues naturels variationnel et surtout, pour le systdistret, algébrique peuvent,
quant a eux, étre précisément définis ; ce sera I'objet dectiget.2.

REMARQUE. [Lien avec la méthode de pénalité] — Une variante de la nui&tloe
pénalité (Shen, 1992) consiste a changer la seconde égdatgysteme [6] en :

Dgn+1

1
- (pn+1 _pn) T v qn-‘rl + =0 [9]

r At
En éliminantp™*! entre cette relation et la premiére équation de [6], on ob&eacte-
ment I'étape de prédiction [7]. Par contre, la relation [@Jat pas celle qui est utilisée
ici pour incrémenter la pression.

Du fait notamment de la présence des termes de viscositéplinue naturelle de
I'étape de prédiction [7] est la vitess@t!. Il est & noter alors que, contrairement
a ce qui se passe lors d'une augmentation classique (Feirih, 1982; Jobeliret
al., 2006), le terme de pénalisation a pour contrepartie vanatlle une forme bili-
néaire qui n'est ni symétrique, ni positive. Cette carasti§ue pourrait étre corrigée
en choisissant, a la place du terme proposé, I'expressioargsa :

Dgn+1
At )

Ce dernier choix présente I'inconvénient majeur que, nevaiplus s’écrire comme
le gradient d’'une quantité, il ne s’incorporera pas natemeént, par la suite, dans

—7"Qn+1V(V' Qn+1,L~Ln+1 +
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I'incrément de pression. En outre, nous prouvons dans kiosesuivante que, pour
un pas de temps plus petit qu'une valeur s&\idl, indépendante du paramétre de
pénalisation-, I'équation aux dérivées partielles [7] admet une soluébuane seule,
ce qui, d'une certaine maniére, répond aux interrogatioesquléve la non-positivité
du terme de pénalisation choisi.

Pour compléter I'algorithme, il convient maintenant de stouire I'étape de pro-
jection. SoitH I'espace affine défini comme suit :
DQn,+1
At 7
La seconde étape revient alors & effectuer une projeEfiesrthogonale du débit pré-
dit p" a1 sur H ; par un argument de décomposition de Hodge, on obtient alors
le systéme suivant :
n+1 _

H={qeL()’ V.qg=- qg-n=0""up-nsurl'p}

n+1~n+1

@Xq zt 4 +Vep=0 dansQ

n+1
Vgt = —DQAt dans [10]
"ton=90""up-n surl'p

En prenant la divergence de la premiére équation et enautilla seconde, on obtient
le probléme elliptique suivant pour:

ﬁoz 1. DQ"+1
A —_ e v . nt n+1
=R \V T T
auquel il convient d’adjoindre des conditions aux limit8sr les frontieres ou la vi-
tesse est fixée, on a:

"=

et par conséquent :
Vo-n=0 surl'p

Sur les frontiéres de Neumaiily (ou frontiéres ouvertes), la condition aux limites
provient de la condition d&2-orthogonalité de la projection suf. Cette derniére
s'écrit :

[t =@ n =0 voe n
Q

n+1u%+1 . n+1,L~Ln+1 .

n=opo n

Grace a la premiere relation de [10] que I'on intégre parn@srpuis par définition de
H,ona:

YoeH, 0 :/qu-(q"“—v)
Q
- ¢><q"“—v>-n—/¢v<q”“—v>
I'n Q

= ¢ -v)n
I';
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Cette relation nous donne la condition aux limitesidgur la frontierd’y :
¢=0 surl'y

En rassemblant les relations obtenues, I'inconhest solution du probléme suivant :

N D n+1
Ap = Pa V.o att 22 ) dans
At At [11]
Vo-n=20 surl'p
$=0 surl'y

Une fois¢ calculée, la premiére relation de [10] permet de réactrdiksdébit :

qn+1 _ Qn+1an+1 o %V(b dans [12]

Enfin, sil'on somme cette méme relation avec I'équation é@eliation [7], on obtient :

v—1 g
Bad" T = 32520 Biq"

At g

=V _T(,[Ln+1) i v/ |:pn —r <v . Qn+1ﬂn+1 + DAt ) +¢:| +fn+1

1V (q*,n+1 ® ﬂn—&-l)

Cette relation n’est rien d’autre que la reconstitution'édguation de quantité de mou-
vement, ce qui suggeére I'expression suivante pour la pmessi fin de pas :

i ~ Dgn+1
pn _ pn —r <v . Qn+1un+1 + —) 4 ¢ [13]
At
En conclusion, effectuer un pas de temps consiste a résendséquence les pro-
blemes elliptiques [7] et [11] puis a réactualiser le débiagression par respective-
ment [12] et [13].

3. Sur le caractere bien posé de I'étape de prédiction

L'étude présentée dans cette section est motivée par lgufdiest important dans
la pratique de pouvoir choisir le paramétre de pénalisatimiépendamment du pas
de temps; nous confirmons que la méthode de pénalité-pmjesatisfait cette pro-
priété, dans la mesure ou I'étape de prédiction constitygroinleme bien posé, pour
un pas de temps inférieur a un pas de temps seuil qui est lépeéndant de. Ce
résultat n’est pas immédiat, du fait que des estimatioopsori inhabituelles doivent
étre prouvées, pour deux raisons : d'une part, le champ #timéest pas a diver-
gence nulle, et la forme bilinéaire associée au terme coifivéest en conséquence
pas antisymeétrique ; d'autre part, le terme de pénalisatiest pas symétrique.

A des fins de simplifications, nous supposerons que des camslgux limites de
Dirichlet homogénes sont imposées a la vitesse sur latto@di la frontierd” (i.e.
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I'p =T, up = 0 etl'y = 0). Le probléme que nous étudions ici prend alors la forme
suivante :
Trouveru € Hj(Q)telque  a(u,v) = (f,v), VYoe H(Q)?

ou, pour une discrétisation du premier ordre en temps :

1
a(u,v) = —/ gu-v—i—/ V-(g®u) v+ clu,v)
—|—r/ V-ouV-v
Q
Le passage a une discrétisation du second ordre de la déerdgmrelle n'aurait
d’autre effet que de multiplier le premier terme par un cogffit positif constant,

et 'adaptation des arguments développés ici ne nécesisitere des modifications
mineures.

Le débitg et la masse volumique sont connus ; Nous supposons guest borné
dansL.>(Q)¢ et quep vérifie d’'une part QU@ < gmin < 0 < Omax, d'autre part que
Vo est borné dank>(Q2)?. Il est & noter que ces deux hypothéses fontGugo est
également borné dams® ()¢, propriété qui sera utilisée par la suite.

La forme bilinéairec(-, -) correspond & la dissipation visqueuse. Pour I'exprimer,
nous supposons que la viscosité est constante, si bien quetgence du tenseur de
cisaillement s’écrit, pour une fonction réguliére :

1
V-r(u) = pAu+ g,uVV-u
et, en ConSéquenCE .

1
c(u,v):u/Vu:Vv—k—u/V-uV-U
Q 3" Ja

Nous débutons cette section par deux lemmes techniques.

Lemme 1- L'opérateur de convection vérifie les résultats de corténguivants :
Vu € HE(Q)4,
/ V- (g®u)-ou
Q
Vi Ve, |22
<Vd gl |1+ Vdep IITIIOO IVulo lleullo

/QV-(q@)%u)-u

ol ¢, = ¢p(12) désigne la constante de Poincaré.

1
<Vd 15 alleo V2llo o
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Preuve - Du fait que le champ de vitesses’annule aux frontieres du domaine, nous

avons .
/V-(q®U)-9u =—/q®u:V(9u)
Q

/Z%“Ja (ous)

zgl

/Z%Quja__/ Z%ng_f U;

2,7=1

) (2

En appliquant I'négalité de Cauchy-Schwarz d'abord d&fs‘¢ puis dansL?, la
premiére de ces deux intégrales se majore comme suit :

4 ~11/2 1/2

(m < Z(qu)Q i(a“?v
Q Ox;

ij=1 ij=1

q 1/2

/ Z (s ou,)? / Z 8ul

,j=1 =1

< Vd llalse Teullo [IVullo

De la méme maniére, nous avons pour la seconde intégrale :

1/2

10
/ZW /z: Camn)

i,7=1 2,j=1
< Vd |lglos oullo Vd II?Iloo [ullo
Vo
<dcp gl IIFIIDO loullo [IVullo

En regroupant ces deux inégalités, on obtient la premiéatior a démontrer. Pour
la seconde, on procéde de méme :

/Qv.(q@glgu)-u:—/(q@—u VU—/Z aul

’L]l

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient :

/Vq@u

1/2 1/2

<\ X

7,j=1 1,7=1
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et I'inégalité recherchée s’en déduit en faisant apparditr ¢/, dans le premier
4
terme.

Lemme 2- L'opérateur de diffusion vérifie les inégalités de stadiuivantes :
Vu € Hy(Q)4,

1 1
c(u, QU,) > 5 M Omin ||VU||% + 6 H Omin ||v ' u“%
o 2d p
3 o || ||2 loull3
1 1 1
c(gwu) = IVull§ + P IV - ullg
_2d
3 s [V )1l
Preuve- Nous avons :
c(u, pu) /Vu V(ou) + H/V-uv-gu
3 Ja
En développant les dérivées des produits, il vient :
c(u,gu):,u/g ||Vu||2+T1+%/g(V-u)2+T2 [14]
Q Q

avec :
d

5 0 0z; axj
du; 1 0o
/ (25 (zg 2 o)
Le premier de ces deux termes est majoré en utilisant l'ilitégie Cauchy-Schwarz
successivement daifi3?*? et dan::L2 comme suit :

Oou;
ml < el | Z Lo,

1,]= 1
v J 5 q11/2 J 1/2
0 / Ui\ 9
S — |loco a_ d oU;
% [ ;1(8%) [z< >]
8 :1/2 d 1/2
uz
nl1=2l / d [ Y (ewy

Vo
< \/EMH?Hoo IVullo [lewllo
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De la méme maniére, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz tldnsous avons pour le
second terme :

1/2 1/2
/ d 271/

d 2
ouy;
T: S 00 / : / U
|| 3u|| 2| A (1_1 8%) . (;_1 0 )

\/— Vo

<= M||—||oo IV - ullo [[oullo

L'équation [14] a donc pour conséquence :
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et la premiére inégalité recherchée s’en déduit par I'ilifgade Young.

Pour la seconde inégalité, ona :
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Le premier de ces deux termes se majore comme sulit :
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De méme, pour le second :
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Le résultat recherché s’en déduit en reportant ces deuoretadans [15] et en utili-
sant l'inégalité de Young.

On rappelle le résultat général suivant, introduit dansc¢ése 1962) (ou, par
exemple, (Erret al,, 2002, théoréme 3.2.3), pour une présentation récente).
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Théoréme 1- Soit V' un espace de Hilbert muni du produit scalaire) et de la
norme associéd - ||, a(-,-) une forme bilinéaire suv’ x V et f € V. On suppose
que les deux hypothéses suivantes sont vérifiées :

a(w, v)

inf sup
weV yev ”w” ” |

Vw €V, a(w,v) =0) = (v=0)

|_ﬂ>0

Alors le probléme :
Trouveru € V tel quea(u,v) = (f,v) Yo eV

admet une solution et une seule.
Ce théoréme est exploité pour démontrer le résultat suivant

Proposition - Si le pas de tempAt est plus petit qu’'une valeur seullt, indépen-
dante du parameétre de pénalisatiofplus précisément, tel que les inégalités [17] et
[18] soient vérifiées), I'étape de prédiction admet unetsmitet une seule.

Preuve - Nous allons vérifier les deux hypothéses du théoréme 1.d8oit u une
fonction deH}(Q)¢. Par les premiéres relations des deux lemmes ci-avant, nous
avons :
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En majorant le second terme du membre de droite par I'inégddi Young, il vient :
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Compte tenu du fait que, par hypothése sur

loully > ohuin llully et foul < c(o) ullx
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l'inégalité ci-avant fournit la premiére relation du théore 1, pourvu qué\t soit
suffisamment petit pour que la condition suivante soit \@ifi

1 d ) ad oy )
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De la méme maniére, en utilisant cette fois-ci les secorelagans des lemmes 1
et2,ona:
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Soit, toujours par I'inégalité de Young :
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ce qui fournit la deuxiéme relation du théoréme 1, pourvu:que

1 Omax 1 2 2d
— —d —_
At 15l 3

H Omax HV(Q)HQ >0 [18]

REMARQUE. — En fait, la seconde hypothese du théoréme 1 peut étre déaati-
rectement & partir de la relation [16], en changeapéru/g; on obtient alors, sous
la condition [17] :

1
Yu € H(l)(Q)d, a(=u,u) > c |ull?
0
ou ¢ est une constante strictement positive, ce qui permet delwen Demander au
pas de temps de vérifier [18] n’est donc pas nécessaire ; analeg, nous obtenons

sous cette hypothése un résultat plus fort, & savoir unaisiam normei’ :

1
Vu € Hy(Q)7, Ct(gu Ju) > e (ullg + [Vul)

4. Une implémentation éléments finis

L'objet de cette section est d’effectuer une descriptionstdémas introduits dans
cet article sous forme algébrique. Nous présentons tobbddbla formulation varia-
tionnelle du probléme obtenu aprés une semi-discrétisa&totemps semi-implicite
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couplant bilan de masse et de quantité de mouvement, aisiggméthode de réso-
lution de ce probléme. Dans un second temps, nous étakditstmrme algébrique de
la méthode de pénalité-projection qui, nous le rappelasigadle utilisée en pratique
et differe Iégérement, pour le terme de pénalisation, deued’qn obtiendrait si I'on
discrétisait en espace les équations du schéma semitdiscremps présenté dans la
section 2.

4.1. Le schéma linéairement implicite

Nous supposons donnés deux espaces éléments finis de LagiaeyM;, le
premier étant utilisé pour discrétiser respectivemeetsgie et débit, le second pour la
pression, et inclus respectivement dans les esgab@?)? etL?(£2). On notera :

ViP ={veV, v=0surlp}

Une fois la discrétisation en temps effectuée, le probléwvient a rechercher a chaque
pas de tempa + 1, la vitesseu ' € V4, la pression)t! € Mj, et le débitg) ! €
Vi.

Nous décomposons alors la vitesse et le débit en deux paatlies que :
Up = Up + UF, gnh = gD +qr

ouur (respectivemenjr) appartient & I’espacb’hFD et est le champ de vitesse (res-
pectivement débit) inconnu. Les fonctiong et qp peuvent étre considérées comme
des relevements discrets des conditions aux limites deld&t non homogénes. La
formulation variationnelle du précédent probléme au pasihgsn + 1 s’écrit :

Trouver(up™, git) € (V)2 etpp ™! € M, tels queyv € V,'™,
Yo e My, :
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En exploitant de la maniéere usuelle cette formulation vamaelle, nous obtenons le
systéme algébrique suivant :

ﬂ“ M,.+1Up + AUp + B"P =F
At
BQ'7L+1UF - G

MQr = Mg'rz+1UF +H

ou, par souci de simplicité, les exposants relatifs a I'aéanen temps ont été omis.
Les vecteurs d’'inconnuéSy et P correspondent a la vitessé ™' et & la pression
p}j“ en fin de pas de temps. Les opérateurs discrets sont les tsuitdnet M ;. 1
désignent respectivement la matrice de masse de vitessiastiaet pondérée par la
masse volumique &' (i.e. ¢"*!), A regroupe convection et diffusioB ,»+: cor-
respond & l'opposée de la divergence pondéréepal et BT désigne le gradient
discret (donc, en conséquenBecorrespond a I'opposé de la divergence discréte). Le
second membrE regroupe les contributions des forces réparties, desseisemux pas
de temps précédents et des conditions aux limites (vitegsesntraintes imposées),
G correspond a la dérivée en temps discréte de la masse valemi@ux conditions
aux limites (vitesses imposées), tandis d&li@e contient que la contribution de ces
derniéres.

Une des méthodes fréquemment utilisées pour la résolutiosystéme corres-
pondant dans le cas incompressible est la méthode de lagnaaggmenté (Fortin
et al, 1982); nous l'extrapolons ici aux écoulements dilatablesprincipe de cet
algorithme est d’ajouter un terme d’augmentation danséanj@re équation, puis de
répéter jusqu’'a convergence une séquence d’opératiorsistamt & résoudre cette
premiére équation & pression fixée puis a corriger la pressio

Le terme de pénalisation est obtenu en prémultipliant Béign de bilan de masse
par-y BTMgl, ou~ est un réel strictement positif, appelé paramétre d’augatien
et ajusté suivant le probleme, B, est une matrice de normalisation, qui peut par
exemple étre obtenue a partir de la matrice de masse de@rgssicondensation sur
la diagonale.

Cet algorithme s’écrit donc sous forme algébrique de la Brarsuivante, en notant
k I'indice associé a chaque itération :

Bap g

N M+ Up" ! + AUR! + 4y BTM_ (B, U™ — G)

=F - BTpP*

PH =Pk 4y M (B, Ut — G)

La pression doit étre initialisée, par exemple a la presaiopas de temps précédent;
la convergence est atteinte lorsque la pression n’évolu® @i, de maniére équiva-
lente, lorsque le bilan de masse est satisfait, a une taéegrrés donnée :

||Bgn+1UFk+1 — GH <€
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Une fois la vitesse de fin de p&%r obtenue, le débit est réactualisé :

MQr = Mgn,+1UF +H

4.2. Méthode de pénalité-projection

Nous allons dans cette section construire la méthode dditgépeojection en sui-
vant pas a pas la démarche utilisée pour établir le schénmlddarmalisme semi-
discret.

En premier lieu, comme dans toute méthode de projectiong¢oouple les équa-
tions de bilan de masse et de quantité de mouvement en ¢aptita pression dans
cette derniere ; on obtient ainsi la relation suivante :

ﬁoz e
(EMQHJA + A ) Up + BTPexp =F

ou Py, désigne la pression en début de pas de temps.

On obtient la premiére étape de I'algorithme en ajoutanti& éguation un terme
de pénalisation, construit de la méme maniére que le termedientation introduit
dans la section précédente :

(%Mgm +A+ rBTMplBQM) Ur + B"P.y, = F +rB™M,'G

Laissée sous forme de probléme de Darcy, I'étape de projestécrit :

%(MQF — M1 Up) + BT® =0
BQr =G

En multipliant la premiére équation pBrM ™! puis en utilisant la contrainBQg =
G, il vient :

Ba

BM 'BT¢ =2
At

(BM "M, Ur - G)

Malheureusement, I'utilisation de I'inverse &d est coliteuse en temps calcul car,
dans le cas général, cette matrice de masse n’est pas diegdéquation [11] sug-
gére alors d'approch@M ~'M,.+: parB,.+: et BM~!BT parL ouL est 'opé-
rateur associé a un probléeme de Poisson avec des conditinfisnites de Dirichlet
homogénes sury et de Neumann homogénes dUs. Cette derniére substitution
n’est possible, toutefois, que pour un choix restreintpbess d’approximation pour
la pression, excluant ceux ou aucune continuité n'est segquéme en moyenne ou
ponctuellement, aux interfaces entre les éléments; lEEspalisé dans les tests numé-
riques présentés ici, a savoir I'élément fini de Lagrangel&®4dsiue, est inclus dans
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H!(Q). Si I'on souhaite, pour des raisons de simplicité d’implémg&on, garder les
mémes dimensions pour les vectelret @, les conditions de Dirichlet peuvent étre
imposées par pénalisation :

N

ou les fonctions?” sont les fonctions de base de I'espace d’approximationetesfon
My, N, désigne le nombre de degrés de liberté de pression (soihkngion deV/;,)

et le coefficientx est un réel positif vérifiant > 1. Enfin on réactualise la pression
en fin de pas de temps :

P =P + @+ My ' (B,n+1Up — G)

En résumé, I'algorithme décrivant un pas de temps de la rdétlde pénalité-
projection est le suivant :

(%Mgm +A+ rBTMnggnH) Up

= -B"™Peyp + F+BTM,'G
_ Ba

Lo Al

(Bgn+1ﬁF _ G)
~ At
MQr = M,.+1Up — 6—BT<I>

[0}

P =P, + @ + 1M, (Byi1 U — G)

REMARQUE. [De la nécessité de pénaliser de maniere algébrique] — Idogtisation
«directe »du terme [8] écrit en semi-discret conduirait éotene bilinéairecpen (-, -)
surV}, x V3, suivante :

DQ>
Cpen(Un, V) =T V-oup,——| V-v
ot = [ o

Or la contrainte :

Do
V - oup, A 0
ne peut étre imposée a la solution discréte qu'au sens fdlilslemble donc naturel,
pour ne pas voir la méthode perdre en précision pour lessfealeurs du parametre de
pénalisation, de préférer une formulation qui utilise latcainte réellement imposée,
c’est-a-dire sa forme discréte ; c’est exactement ce qua#sti. Il est & noter que la

formulation semi-discréte du terme de pénalisation :

Do
V(IV- -—
( QUh At)
est en outre incorrecte, du fait que I'intégration par jgartonduisant & la forme

cpen(+, ) ferait apparaitre des termes de bord Byrqui n'ont pas lieu d’étre et qui,
de fait, n’ont pas leurs pendants dans la pénalisation atgébutilisée.
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5. Expérimentations numériques

Nous effectuons dans cette section une comparaison estreééiiodes introduites
précédemment, a savoir la méthode linéairement implititenéthode de pénalité-
projection et la méthode de projection incrémentale stah@zbtenue a partir de la
précédente en faisant= 0), en les appliquant au systéme suivant :

%+V-(gu®u):uAu—Vp+f dans[0, 1] x §2
V-gu+%:0 dans[0,1] x Q
U = ug dansQ2, at =0

ou ) =]0, 1[x]0, 1[, f etuy sont donnés et tels que les champs de vitesse, pression et
masse volumique suivants soient solution du probléme :

0 (85yﬂ—yﬂ2+md%ﬂ)>

u(z,y,t) =
p(z,y,t) = —p (2 + cos(2nt)) (x — 0.5)

(X(],‘, Y, t) - 1‘0)2(—2X(]}, Y, t) + 33:1 - .230)
(21 — @0)?
sin(27t)
2w
L'expression de la masse volumique est obtenue par la métthesl caractéristiques,
en remarquant que le champ de vitesse choisi est a divergerieg et donc que
I'équation de bilan de masse dégénere en équation de transette propriété du
champ de vitesse, spécifique a cette solution particulér@mue aucun role ici.

o(z,y,t) =1+

X(z,y,t) =2z —05y(1—y) (2t + ), xzp=0.2etzx; =0.8

La viscosité est constante et fixégia= 1 (i.e. Re = 1); la diffusion est donc
dominante, ce qui est la situation la plus pénalisante ppgucconcerne le traitement
de conditions aux limites ouvertes par des méthodes deatimmele pression, cas que
nous traiterons.

Nous utilisons des éléments finis P2 pour les champs de eitdste débit et des
éléments finis P1 pour le champ de pression; la stabilité tle descrétisation, dite
élément de Taylor-Hood, pour les problemes incompressibd classique (cf. par
exemple (Giraulet al, 1986)), elle est étendue dans le cas dilatable dans (B&rnar
et al, 1992). Le maillage en triangles est obtenu en construisantd’abord une
grille uniforme de pag /40, puis en découpant chaque carré de la partition selon ses
diagonales pour former 4 triangles isocéles. La disctiisan temps est effectuée
par une formule de différentiation rétrograde d’ordre deawec une estimation du
champ d’advection par une extrapolation de Richardson doev&dre (équation [5]).

Les calculs présentés ici ont été réalisés avec un outilldel@nstruit sur la base
de la plate-forme de composants logiciels PELICANS, dégysée a I'lRSN (Piar,
2004).
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Dans un premier temps, nous traitons le cas ou des cond#@ionmites de type
Dirichlet sont appliquées sur la totalité de la frontiere = up surl’, V¢ € [0, 1]
ou la vitesseup est donnée par la solution analytique.

Les différences entre la solution numérique obtende=al et la solution analy-
tique en fonction du pas de temps sont tracées sur les figuPe8,4, 5. Ces courbes
ont 'allure usuelle : tout d’abord décroissance avec ledetemps puis atteinte d’'un
plateau qui correspond a l'erreur d’approximation spatiale dernier phénomene
n’est observé de maniére marquée que pour le débit, ce quesgirobablement di
au fait que vitesse et pression continues appartiennetestoleux a leur espace d’ap-
proximation respectif. Tous les schémas étudiés montr@convergence en temps
approximativement d’ordre deux. Pour la méthode de priogjeatsuelle, I'erreur de
fractionnementi(e. la différence entre la solution obtenue par la méthode depro
tion et la méthode linéairement implicite) est dominantera pas de temps : pour le
débit par exemple, on constate que les erreurs associésslaweméthodes different
d’'un facteur 100. Cette erreur de fractionnement diminee & parametre de pénali-
sationr, jusqu’a ce que les solutions coincident pogrand (typiqguement, > 102).
Ces résultats sont en accord avec ce qui est observé (Jebali?2006) ou démontré
(Angot et al,, 2007) pour le cas incompressible. Enfin, la comparaisorrémstats
obtenus pour divers maillages (non présentée ici) monted'grreur résiduelle obte-
nue pour le débit a faible pas de temps varie comme I'erreapafoximation, a savoir
commeh? pour la normél! eth? pour la normd.?, ouh est le pas de maillage.

Conditions aux linmtes de type Dirichlet

le-2,
G—© incrémentale
- G-er1=1 A
B r=10 %
N A=A =100
T 1e-3 |4 Linéaire implicite %
S
(4] A
g le-4
e_

2 Y7
& 2
o le5
L /ﬂ

e le-2 le-1

Pas de temps

Figure 1. Cas test avec des conditions aux limites de type Dirichlebsmé¢ L2 de
I'erreur pour le débit at = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de
projection incrémentale, pénalité-projection£ 1, » = 10, » = 100) et linéairement
implicite
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Conditions aux limtes de type Dirichlet

le+
G—© incrémentale
G—=r=1
5 r=10 éj
o »—x =100
© le-1 |<—< Linéaire implicite /
—
T %
()
E A
5 1e-2 / /z/
c
c
c o /z/ o
= - /
—
T1e3 = e = —<
P
L
le-4

ie-3 le-2 le-1
Pas de temps

Figure 2. Cas test avec des conditions aux limites de type Dirichlebem¢H! de
I'erreur pour le débit &t = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de
projection incrémentale, pénalité-projection£ 1, = 10, » = 100) et linéairement
implicite

Conditions aux limtes de type Dirichlet

le-l
G- incrémentale

B1e-2 o= A
%] r=10 -
Q A4 =100 %%
'S 1e-3 | << Linéaire implicite %
9 % A
o le-4 o]
E =
o P /é//
cle-§ =
: A
;5 le-6 //
o //
T 1e-7 %

=
[¢’]

1e-3 le-2 le-1
Pas de temps

Figure 3. Cas test avec des conditions aux limites de type Dirichlebsré¢ L2 de
I'erreur pour la vitesse & = 1 en fonction du pas de temps pour les méhodes de
projection incrémentale, pénalité-projection£ 1, = 10, » = 100) et linéairement
implicite
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Conditions aux limtes de type Dirichlet

le-]
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Erreur en norme H1 vitesse
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Figure 4. Cas test avec des conditions aux limites de type Dirichlebem¢H! de
I'erreur pour la vitesse & = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de
projection incrémentale, pénalité-projection£ 1, » = 10, » = 100) et linéairement

implicite

le-2

Pas de temps

le-1

Conditions aux limtes de type Dirichlet

le-1
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N

G—© incrémentale
=1
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Figure 5. Cas test avec des conditions aux limites de type Dirichlebsmé¢ L2 de
I'erreur pour la pression & = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de
projection incrémentale, pénalité-projection£ 1, = 10, » = 100) et linéairement

implicite

le-2

Pas de temps

le-1
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Conditions aux limtes ouvertes

=
®
R

G—© Linéaire implicite| /’E]
31 incrémentale /
= r=1 A
g A=A =10
N <4< r=100
T le-3 r=1000 A
N
-
()
£
S le-4
c
c
()
5
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le;
le-3 le-2 le-

Pas de temps

Figure 6. Cas test avec des conditions aux limites ouvertes — N@ringde I'erreur
pour le débit & = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de projection
incrémentale, pénalité-projection & 1, r = 10, » = 100) et linéairement implicite

Conditions aux limtes ouvertes

le+
G—© Linéaire implicite| A
- [Eaal inclrémemale //
= r=
% A-A =10 —*
S le-T |7 Eio%
T -
A
5 le-2 W
o
2 E/ 7%
S
8 le-3 e = &——& 46//@//
S
L
lefts 1e2 le-1

Pas de temps

Figure 7. Cas test avec des conditions aux limites ouvertes — Ndéfiee I'erreur
pour le débit & = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de projection
incrémentale, pénalité-projection & 1, r = 10, 7 = 100) et linéairement implicite
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Erreur en norme L2 vitesse

Conditions aux |limtes ouvertes
le-1

G—© Linéaire implicite|

31 incrémentale Al
le-2 = —

A—A{:%o /Ea/

<41 r=100 /z// \

- r=1000

le-3 /E/ ///é
le-4 =P A
e-

/ =

/A//a//
le-5 5
_— =g
=t ///217
le-6 o
le-7| %/
_Ql

leffs Te2 le-1

Pas de temps

Figure 8. Cas test avec des conditions aux limites ouvertes — N@rinde I'erreur
pour la vitesse & = 1 en fonction du pas de temps pour le méthodes de projection
incrémentale, pénalité-projection & 1, r = 10, » = 100) et linéairement implicite

Erreur en norme H1 vitesse

Conditions aux limtes ouvertes
| 3—© Linéaire implicite|
le+0 [3—£] incrémentale
r=1
le-1 |55 Fi%o EEEE
1=1000 B - s
e
le-2 B//E/ A
A
le-3 ////
_E
le-4 3
//
le_s //
le-6 N >
leiks le-2 le-1

Pas de temps

Figure 9. Cas test avec des conditions aux limites ouvertes — Ndéfinee I'erreur
pour la vitesse & = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de projection
incrémentale, pénalité-projection & 1, » = 10, 7 = 100) et linéairement implicite
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Condi tions aux |limtes ouvertes
G—© Linéaire implicite|
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Figure 10. Cas test avec des conditions aux limites ouvertes — Narhue I'erreur
pour la pression & = 1 en fonction du pas de temps pour les méthodes de projection
incrémentale, pénalité-projection & 1, r = 10, 7 = 100) et linéairement implicite

Nous changeons maintenant de conditions aux limites quédeent :

o-ﬁ:( _gD ) sur{1} x [0;1]
u=u(z,y,t) sur les autres frontiéres.

ou la pressionp est donnée par la solution analytique. Les résultats dacastont
I'objet des figures 6, 7, 8, 9, 10.

Dans le contexte des écoulements incompressibles, la detlegprojection incré-
mentale est connue pour perdre, en présence de conditigrisriies de Neumann
(dites également « conditions aux limites ouvertes ») comest le cas ici, ses pro-
priétés de convergence. Ce phénoméne est lié au fait quiedforse, pour des raisons
de stabilité, des conditions aux limites de Dirichlet addmnuep de I'étape de pro-
jection, et donc, par récurrence, compte tenu de la relat@mmant I'incrément de
pression pour la méthode incrémentale, a la pression éleanOn observe alors
(Guermoncet al,, 2005; Jobeliret al,, 2006) une réduction des ordres de convergence
en temps et en espace, qui prennent, probablement par Hasarmes valeurs : ap-
proximativement pour la vitesse en norni¢’ et1/2 pour la vitesse en norni¢* et la
pression en norme?. Ce méme comportement semble se reproduire ici puis, psur le
valeurs les plus faibles du pas de temps, une accélératianad&vergence survient.
Une étude paramétrique au pas de maillagemble montrer que le pas de temps ou
survient la rupture de pente dans la courbe de convergecaitiinéairement avec
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h, ce qui suggere I'explication suivante a ce phénoméne. ploigant des techniques
d’'inégalité inverse (Ciarlet, 1991), il est possible de déirer des relations du type :

= unl < () (= wnlle +In) + I [19]

ol u est une fonction de I'espace continy, une fonction de I'espace d’approxi-
mation, || - ||« et || - |[* sont deux normes, la premiére étant plus faible que l'autre
(par exemple, norm&~! et normeL?), I, et I} désignent I'erreur d’interpolation
respectivement en normlg- ||, et en norme|| - |* . Imaginons que I'erreur en norme
I-|l« décroisse plus vite avec le pas de temps que I'erreur en npriirie par exemple
selon les estimations suivantes (avee () :

u —unl[* < e (At + I7), u—uplls < e (A7 + 1) [20]
avec > «. L'exploitation de l'inégalité [19] fournit alors une relan de la forme :
lu = unl* < ¢ (R) (A + Iny) + I,

et, surtout lorsque l'erreur d’interpolation est faiblepéut exister un pas de temps
seuil, dépendant dk, en deca duquel cette derniére estimation est plus prégise q
[20]; la courbe d’erreur pourrrait alors présenter une utgpte pente (pente au-
dessus du pas de temps seuil, pghti-dessous). Il est a noter que de tels résultats
sont classiques pour les méthodes de projection (décnoisske I'erreur de vitesse en
normeL? plus rapide qu’en normH', estimation d’ordre supérieur pour la pression
dans une norme dépendant du maillage (Guermond, 199%):est. d’ailleurs ce que
I'on constate ici si I'on s’en tient & la premiére partie detaurbe {.e. a fort pas de
temps), puisque débit et vitesse présentent une convergiémre2 en normel?,
tandis qu'en normél*, I'ordre tombe al pour le débit etl /2 pour la vitesse ; I'ordre
de convergence de la pression en nofih@st égalemerit/2.

Pour les méthodes autres que la projection incrémentalprgpriétés de conver-
gence observées sont, avec des conditions aux limites tesyégs mémes qu’'avec
des conditions de Dirichlet. On constate la encore un gaistidjue de précision a fort
pas de temps, dés que le paramétre de pénalisatiépasse quelques unités.

6. Conclusion

Nous avons décrit et étudié dans cet article une varianta deéthode de projec-
tion pour les écoulements dilatables qui en améliore cénalilement la précision :
I'erreur de fractionnement, dominante a fort pas de temgsqi la discrétisation
en temps est formellement du second ordre, est réduite atéoém augmentant le
parametre de pénalisation) dans le cas ou des conditions aux limites de Neumann
sont appliquées a une partie de la frontiére, la perte deetgawnce spatiale observée
avec la méthode de projection incrémentale standard esgéer Malheureusement,

il semble que ces propriétés soient obtenues au prix d’utdégidéation du condition-
nement de la matrice associée a I'étape de prédiction deseite’autant plus sensible
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que la valeur que I'on donnerdest importante ; ce comportement avait été également
observé pour les écoulements incompressibles (Jobtedihy 2006). 1l reste qu’a colt

de calcul égal, dans les cas que nous avons étudiés, la reéthquEnalité-projection
avec un parameétre de pénalisation raisonnable (typiquemenl0u, ol est la vis-
cosité) reste beaucoup plus précise que la méthode de fiwojarcrémentale. Tou-
tefois, le développement de solveurs performants powag&tle prédiction reste un
sujet de recherche ouvert; I'application a ce probleme denigues multigrilles est
actuellement & I'étude a I'lRSN.
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