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RESUME. Le but du travail est de montrer, dans le cadre de la mécanique de la rupture avec le
modele de Dugdale régularisé des forces cohésives, que les défauts de petite taille devant la
longueur caractéristique du matériau ont pratiquement peu d’influence sur les capacités de
résistance d’'une structure. On traite pour cela deux exemples : le cas d’une plaque
préfissurée, puis le cas d’une plaque contenant une cavité circulaire. Les calculs sont
effectués avec la méthode des éléements finis.

ABSTRACT. The goal of this work is to prove that, within the framework of Fracture Mechanics
with the regularized Dugdale’s model of cohesive forces, the defects the size of which are
small compared to the material characteristic length are practically without influence on the
limit loads of structures. For that, we treat two examples : the case of a precracked plate,
then the case of a plate with a circular hole. The calculations are made with the finite element
method.
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1. Introduction

Les modeles de rupture de forces cohésives présentent 1’avantage, sur le modele
de Griffith, de rendre compte de I’amorcage de fissure dans une structure saine en
termes d’un critére en contraintes, (cf. par exemple Del Piero, 1999, Del Piero et al.,
2001, Charlotte et al., 2000, Charlotte et al., 2006, Laverne et al., 2004). De facon
générale, les modeles de forces cohésives sont de plus en plus employés et il est donc
nécessaire de connaitre de mieux en mieux leurs propriétés pour pouvoir les utiliser
a bon escient. En particulier les effets d’échelle qui les accompagnent du fait de la
présence d’une longueur caractéristique sont mal connus. Il ne s’agit évidemment pas
ici de valider le modele des forces cohésives, ni de voir pour quel type de matériau il
peut étre utilisé, mais de voir s’il est assez robuste pour que, grace aux effets d’échelle
qu’il induit, la réponse des structures ne soit pas sensible a des défauts de petite taille.
Ce résultat a été obtenu par Ferdjani et al. (2006a), Ferdjani et al. (2006b) et Ferdjani
et al. (2007), dans le cas du modele de Dugdale (cf. Dugdale, 1960), pour le cas
particulier d’une plaque contenant une fissure ou une cavité circulaire sollicitée en
traction simple. L’ objectif de cette étude est la généralisation de ce résultat a d’autres
modeles de forces cohésives.

Le modele étudié dans ce travail, et appelé modele de Dugdale régularisé, est une
combinaison entre le modele des zones cohésives continuums (cf. Xie et al., 2006)
et le modele de Dugdale. Ce modele ajoute au modele de Dugdale une zone cohé-
sive continuum (ZCC) dans la partie saine du matériau qui se situe sur le trajet de la
fissure. La loi de comportement, donnant la relation entre les forces cohésives et 1’ou-
verture des levres de la fissure, en supposant que I’ouverture se fait en mode I pur, est
représentée sur la figure 1.
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Figure 1. Loi de comportement dans le modele de Dugdale régularisé
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Dans la figure 1, §,, désigne la discontinuité du déplacement normal, o,, désigne la
contrainte normale d’interaction entre les Ievres de la fissure, 0. désigne la contrainte
critique du matériau, 0. désigne la longueur caractéristique du modele, et 6y désigne
le saut critique de décohésion. La fissure est donc divisée en trois zones représentées
sur la figure 2.

zone non cohésive  zone cohésive zone cohésive continuum

Figure 2. Les différentes zones de la fissure dans le modéle de Dugdale régularisé

Ce modele a une origine et une justification purement phénoménologiques. Le
lecteur intéressé par une justification micromécanique de ce type de modele peut se
référer a (Budiansky er al., 1995) ou, a partir d’une analyse simplifiée, les auteurs
arrivent a construire un modele cohésif effectif pour des composites contenant une
fissure principale matricielle pontée par des fibres partiellement décollées.

Notons que ce type de modele possede le défaut majeur de présenter une contrainte
d’amorcage nulle, ce qui veut dire que le déplacement est discontinu dés la mise en
charge a travers foutes les surfaces autorisées. Il ne faut donc I'utiliser que dans des
situations ou le trajet de fissuration est connu a priori. C’est dans cet esprit que ce
type de modele a été introduit dans (Needleman, 1987) avant d’étre repris abondam-
ment par la suite, (cf. par exemple Needleman, 1990, Tvergaard, 1990, Needleman,
1992, Chaboche et al., 2001, Roe et al., 2002). D’un point de vue numérique, I’intro-
duction d’une phase « élastique » par rapport a la phase « rigide » de Dugdale permet
d’avoir une relation univoque entre ouverture et contrainte cohésive. Nous allons donc
I’utiliser dans un cadre ou il est pertinent, i.e. en se donnant le trajet de fissuration.
Le principal objectif de ce papier est de voir si I’introduction d’une phase élastique
modifie les conclusions obtenues pour le modele de Dugdale.

Du fait de la présence d’une longueur caractéristique J. dans le modele des forces
cohésives, les effets d’échelle sont importants. La charge de rupture dépend de fagon
essentielle du rapport entre la taille du défaut et la longueur caractéristique J.. Un
résultat majeur serait de montrer que, quelle que soit la forme du défaut, la charge
de rupture tend vers la contrainte critique o, lorsque la taille du défaut tend vers 0,
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a longueur caractéristique fixée (ou de facon équivalente, lorsque la longueur carac-
téristique J. tend vers I’infini, a taille du défaut fixée). Ceci signifierait qu’avec le
modele des forces cohésives, les structures sont insensibles aux petits défauts et se
comportent comme des structures saines, et ce bien qu’elles développent des zones
d’amorcgage avant rupture. On se contentera d’étudier ici les deux cas extrémes et de
montrer qu’une plaque en traction simple est insensible a un petit défaut de type fissure
ou cavité circulaire justement en raison des effets d’échelle.

L article est organisé comme suit. Dans la section 2, le probleme est posé. Dans la
section 3, on le résout numériquement par la méthode des éléments finis dans le cas
d’une fissure préexistante et d’une cavité circulaire. On synthétise les résultats obtenus
et on conclut dans la section 4.

2. Position du probleme

On considere un milieu bidimensionnel carré € = (—L, +L)? contenant un défaut
centré D et soumis sur les faces supérieure o = +L et inférieure o = —L a une
traction uniforme d’intensité o, croissante depuis 0. Le défaut considéré D sera soit
une fissure préexistante perpendiculaire a I’axe de traction et de longueur 24, soit un
trou circulaire de rayon ¢ (figure 3). L’etude est effectuée dans le cadre des contraintes
planes. Le matériau est linairement élastique, homogene et isotrope, de tenseur de
rigidité A, de module de Young F et de coefficient de Poisson v.

Pour des raisons de symétrie, on supposera que la fissuration ne se développe que
sur I'axe o = 0 et de fagon symétrique depuis les points (+£y,0) du défaut initial.
L’evolution de la fissuration suit la loi de Dugdale régularisé, autrement dit les levres
(—L,—¥p) et (+£p,+L) (de I’axe x5 = 0) peuvent comporter trois parties :

1) une zone I';, = [—4., —{y] U [€o, £.], proche du défaut initial et dite zone non
cohésive, ou les levres de la fissure n’interagissent plus ;

2) une zone I', = [—4,, — .| U[L,, £,] dite zone cohésive ol les 1evres de la fissure
sont soumises a des forces cohésives de traction d’intensité constante o ;

3) une zone I', = [—L, —¢,] U [{,, L], dite zone cohésive continuum (ZCC), ou
les forces d’interaction entre Ievres sont proportionnelles a la discontinuité du dépla-
cement normal a travers la fissure.

Les limites entre ces trois zones sont les points 1 = +/, et x; = +/{,. Les valeurs
de /¢, et {. dépendent évidemment de la valeur de la charge o.,. Compte tenu de la
symétrie du probleéme, toutes les évolutions se feront en mode I pur. Notons que pour
certaines valeurs de o, certaines zones peuvent ne pas exister. On a donc en général
by > L. > Yy, les égalités étant possibles. Lors de la mise en charge (o, = 0),
les conditions initiales sont ¢, = ¢. = {y. Les différents criteres d’apparition et de
propagation de ces zones sont les suivants :

1) une ZCC apparait dés que la contrainte 022 n’est plus nulle aux points z; = +{g
de I’axe x2 = 0, c’est-a-dire des la mise en charge ;
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Figure 3. Géométrie de la plaque contenant le défaut centré avec les zones cohésive,
non cohésive et la ZCC

2) une zone cohésive apparait et des lors ¢, > ¢, = ¢y, lorsque I’ouverture atteint
le saut critique de décohésion &y aux points x1 = £+ ;

3) les pointes 1 = £/, de la zone cohésive avancent de telle sorte que 1’ouverture
de la fissure [uz] en ces points ne dépasse jamais le saut critique de décohésion 4y ;

4) une zone non cohésive apparait et des lors ¢, > ¢, > /g, lorsque I’ouverture
atteint la valeur ¢, aux points z; = £/ ;

5) les pointes ©; = £/, de la zone non cohésive avancent de telle sorte que 1’ou-
verture ne dépasse jamais J. en ces points.

On peut a priori distinguer trois phases d’evolution de la fissuration lors du pro-
cessus de chargement :
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1) phase élastique : 0 < o, < 0,. Durant cette phase, il n’y a que la ZCC qui ap-
parait et 1a réponse de la structure est purement élastique. Le champ des déplacements
u et le champ des contraintes o sont donc solution du probleme élastique suivant :

dive=0 dans Q\(DUT,)
o=Ae(u) dans Q\D

on = kfuz]n  sur T, (1]
on=20 sur oD
on =20 sur T = L
on = OgoM sur To = +L

n désignant la normale unitaire sortante au domaine avec défaut initial Q\Det k = 5
désigne la rigidité de la ZCC.

Cette phase cesse lorsque I’ouverture maximale de la fissure atteint le saut critique
de décohésion §y. La valeur de la charge appliquée correspondante est appelée charge
d’amorcage o, ;

2) phase d’amorcage : 0, < 0o < o,. Durant cette phase, une zone cohésive se
crée. Au fur et 2 mesure que I’on augmente le chargement, cette zone grandit et le saut
de déplacement normal croit. Quand o, est suffisemment proche de o,, I’ouverture
[uz] est partout inférieure a la valeur critique .. Par conséquent, les 1&vres de la
fissure ne comportent que deux zones : la zone cohésive et la ZCC. Durant cette phase
le champ des déplacements u et le champ des contraintes o sont donc solution du
probléme suivant :

dive=0 dans Q\(DUT,UT,)
o=Ae(u) dans Q\(DUT,UT,)
on = kfus]n  sur T,
on=0 sur oD 2]
on =20 sur T, = +xL
on = OsoM sur Tog = L
on = o.n sur I,

La loi gouvernant I’évolution de la pointe cohésive ¢, avec le chargement est donnée
par :

[[UQ(iga)]] = 50 [3]

Cette phase cesse lorsque I’ouverture maximale dans la zone cohésive atteint la
valeur critique .. La valeur de la charge correspondante est la charge de rupture o, ;

3) phase de propagation. Une fois la charge de rupture atteinte, I’equilibre de la
structure ne peut plus étre assuré sans que se développe une zone de fissuration non
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cohésive. En tenant compte de la présence de cette zone, le champ des déplacements
u et le champ des contraintes o devront donc étre solution du probléme suivant :

dive=0 dans Q\ (DU, UT.UT,)
o=Ae(u) dans Q\(DUT,UT.UTL,)
on = kfus]n  sur r,
on=0 sur opur, . [4]
on =20 sur xr1 = +£L
on = OsoM sur To = +L
on = o.n sur T,

La loi gouvernant les évolutions de la pointe cohésive ¢, et de la pointe non cohé-
sive ¢, avec le chargement est donnée par :

[ua(££a)] = G0, [ua(£Le)] = dc [5]

3. Résultats

Plutdt que de faire diminuer la taille du défaut, nous avons choisi d’augmenter la
longueur caractéristique .. tout en maintenant constante la contrainte critique o et la
raideur de la phase élastique o./dg. Ce faisant on maintient constant le saut critique
de décohésion &g et augmentons le rapport d./dg. Ce choix n’est pas neutre et il serait
intéressant de voir si les conclusions seraient les mémes si 1’on faisait un autre choix.
Nous reportons cette étude a un travail futur.

Nous choisissons pour les dimensions du probleme L = 100 mm, ¢, = 3 mm.
Pour les données matériau, on choisit celles d’un polymere PMMA

0. =72 MPa, E = 3000 MPa, v = 0,36

Enfin pour le saut critique de décohésion, nous choisissons dg = 0,00402 mm. Le
domaine est maillé par des éléments finis triangulaires a 3 noeuds (pour des raisons de
symétrie seul un quart du domine est maillé) figure 4. La ZCC est modélisée a 1’aide
d’éléments d’interface quadrangulaires d’épaisseur nulle.

3.1. Phase élastique et charge d’amorgage

On commence par faire un calcul purement élastique pour déterminer la charge
d’amorcage o, i.e. la charge o, a partir de laquelle I’ouverture de la ZCC at-
teint le saut critique de décohésion dg. Pour des raisons évidentes de symétrie et de
conditions aux limites, I’ouverture maximale se situe au bord du défaut, aux points
(x1 = Ly, z2 = 0). La charge d’amorcage calculée est égale a 6,55 MPa pour la
fissure et a 9,36 MPa pour le trou.
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Figure 4. Maillage du quart du domine pour les cas du trou et de la fissure

3.2. Phase d’amorcage

Une zone cohésive apparait et s’étend si I’on augmente la charge au-dela de o,.
Le critére gouvernant la propagation de la pointe cohésive ¢, est [uz(£,)] = do. C’est
une relation implicite entre o, et /,. D’un point de vue pratique, il est plus facile de
calculer o, en supposant connue ¢,. En effet, en utilisant la linéarité du probléeme
élastique, I’ouverture Jus(¢,)] peut s’écrire :

[ua(fa)] = 000 [ua(la)]™ + [ua(fa)]” [6]
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ol Juz(£,)]° et Jua(€,)]¢ sont respectivement 1’ouverture pour le probleme sans
forces cohésives et 0, = 1, et le probleme avec forces cohésives et o, = 0. L’équa-
tion [uz(¢,)] = do donne :

_ G0 — [u2(4a)]®

7T el .

Donc, pour une valeur donnée de ¢, nous déterminons o, par la formule [7]. Les
résultats obtenus pour la fissure et le trou sont représentés sur la figure 5. On observe
que le chargement o, est une fonction croissante de la longueur de la zone cohésive.
On observe également qu’a part la charge d’amorcage les courbes correspondant au
trou et a la fissure sont quasiment identiques. On peut conclure que la sensibilité de la
phase d’amorc¢age a la forme du défaut est faible.

1
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0.5
0.4
0.3
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0-1 trou ------
0 \ \ \ \ \ \
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Figure 5. Relation entre la charge appliquée et la position de la zone cohésive dans
la phase cohésive

3.3. Charge de rupture

La charge de rupture o, est la contrainte appliquée correspondant a des ouvertures
de la fissure [ua(££y)] = 0. et [ua(£l,)] = do. Pour déterminer la charge de rupture,
pour une longueur caractéristique donnée, la méthode numérique suivante est utilisée.
Pour une valeur testée de £,, 0o est obtenue en résolvant I’équation [uz(£4,)] = do
selon la procédure expliquée dans la section 3.2. La bonne valeur de ¢, est obtenue
par dichotomie de telle sorte que Juz(£o)] = .. Nous calculons o, pour plusieurs
valeurs de la longueur caractéristique d. (Jg restant fixe).
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Figure 6. Relation entre la charge appliquée et la position de la zone cohésive dans
la phase cohésive

Les valeurs numériques calculées pour la fissure et le trou sont représentées dans
la figure 6 dans un diagramme o, — J.. Comme attendu, la charge de rupture est une
fonction croissante de J., mais on notera que la charge de rupture n’atteint jamais la
valeur o, quelle que soit la valeur de d.. C’est dii au caractere fini des dimensions de
la plaque. En effet, en utilisant un raisonnement élémentaire de calcul a la rupture, il
est facile de voir que la plaque trouée ne peut pas supporter une charge plus grande
que (1 — %)O’c qui correspond a la charge d’équilibre de la plaque lorsque la zone
cohésive occupe toute la largeur de la plaque. Compte tenu des valeurs numériques
choisies, la charge de rupture ne peut donc dépasser 0,97 o.. Notons enfin que si I’on
faisait tendre la longueur du défaut vers O ou la largeur de la plaque vers I’infini, alors
la charge de rupture tendrait vers o..

3.4. Phase de propagation

Il reste a prouver que o, est réellement la charge maximale que la structure peut
supporter tout en vérifiant les équations d’équilibre et les criteres de propagation des
différentes zones. Pour cela, on fixe la valeur de la pointe non cohésive ¢, et on calcule
les valeurs de la charge o et de la pointe cohésive ¢, en résolvant le systeme d’équa-
tions non linéaires [5]. La méthode numérique utilisée est la suivante. Pour une valeur
testée de £,, 0 est obtenue en résolvant I’équation [uz(¢,)] = do avec la procédure
expliquée dans la section 3.2. La bonne valeur de ¢, est obtenue par dichotomie de
telle sorte que Juz(¢.)] = d..
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Figure 7. Relation entre la charge appliquée et la position de la zone cohésive dans
la phase de propagation

Nous obtenons finalement o, en fonction de £, pour un §. donné. Quand /. = ¢
nous avons évidemment o, = ;.. Il s’aveére que o, est une fonction décroissante de
4., ceci prouve que o, est une charge limite et par conséquent la charge de rupture de
la structure. Par exemple, nous avons représenté sur la figure 7 la relation entre o, et
£, pour une valeur de J. égale a 0,00804 mm respectivement pour le trou et la fissure.
Les charges de rupture sont 0,35 o, pour le trou et 0,16 o pour la fissure.

4. Conclusion générale

En comparant les réponses obtenues pour la plaque fissurée et la plaque trouée, on
voit que la charge d’amorgage est sensible a la forme du défaut, mais pas a sa taille. Par
contre, la charge limite de la structure est tres sensible a la taille du défaut, mais peu a
sa forme. De plus, on voit que plus le défaut est petit, la longueur de référence étant la
longueur caractéristique du matériau introduite dans le modele des forces cohésives,
plus la charge limite se rapproche de la contrainte critique du matériau. Autrement
dit, ceci semble indiquer que les défauts de petite taille ont peu d’influence sur les
capacités de résistance d’une structure si I’on adopte le modele des forces cohésives.
Ce résultat est identique au résultat obtenu par Ferdjani et al. (2006a), Ferdjani et al.
(2006b) et Ferdjani et al. (2007) dans le cas du modele de Dugdale. 11 serait évidem-
ment intéressant de généraliser ce résultat a n’importe quel type de défaut, n’importe
quel type de structure et n’importe quel modele de force cohésive. Cela nécessitera
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le développement d’outils théoriques et numériques adaptés. Mais on peut considé-
rer que les deux cas traités, extrémes de par la forme du défaut choisie, et les deux
modeles de forces cohésives étudiés sont un gage du caractere générique du résultat.
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