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RESUME.On propose, dans ce papier, une technique pour résoudre les preblé’équilibre

de structures tridimensionnelles possédant des propriétés d’invariaelon une direction et
dont le comportement présente des non-linéarités géométriques etatheséBasée sur une
formulation en éléments finis, elle consiste a projeter sur une base polylephién choisie vis-
a-vis des propriétés d’invariance, les champs inconnus permettasitdgnéduire la dimension
du probléme a résoudre. Cette technique de réduction de modéle a ét@miseivre pour
I'analyse d’'une structure poutre a base élastomérique avec une lobdgartement visco-
hyperélastique quasi incompressible.

ABSTRACTIN this paper we present a model reduction technique, to find the equitibstate at
finite strain of tridimensional structures which have, invariant properiiiea direction. Based
on finite-elements formulation, this technique consists in the projection of #reows fields
on a polynomial basis in the purpose to reduce the problem dimension.itédlament is
developped for the case of nearly-incompressible visco-hyperelasiavior for the study of
an elastomeric based beam structure.
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1. Introduction

La motivation industrielle de ce papier s’articule priradgment autour de I'étude
d’une structure composite a matrice élastomérique, ayadtion a étre utilisée dans
I'aéronautique. L'« Elastomeric Flex Beam » (E.F.B.) esk&mple type de structure
nécessitant une stratégie de modélisation adaptée pauiredaltaille ou le temps de
calcul du modéle (le modéle 3D conduisant a plus de 5 milliEnddl). Il s’agit d’'une
poutre en élastomeére renforcée par des tiges constituédsudenatériaux isotropes
(voir figure 1).
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Figure 1. Poutre composite EFB

De maniere générale, on peut distinguer dans la littérataiecatégories de mé-
thodes permettant d’obtenir une réduction, de taille oedgps de calcul, de ce type
de probléme. La premiére concerne la recherche de modélssngeortement équi-
valents, qui sont le plus souvent obtenus par homogéraisadin peut ainsi rencon-
trer des méthodes d’homogénéisation périodique, lingéidemontet, 1990) ou non
linéaires (Devries, 1998; Lahellext al., 2003). Ce type de méthode a déja été em-
ployé pour la poutre E.F.B. en considérant un comportenie@aire de I'élastomeére
(Delorme, 1997). Des méthodes de parallélisations oneégait été proposées en
utilisant une approche par sous-domaines (Lera., 2001), ou multiniveau dans le
cas de la poutre E.F.B. (Me&t al, 2002). Enfin, dans le cas non linéaire, il existe
un certain nombre d’éléments finis spécifiques qui peuvemgitre de diminuer la
taille d'un modele. Les éléments finis hiérarchiques etmet# la p-méthode rentrent
dans cette derniere catégorie (Dustenl, 2003), ainsi que les éléments pseudoaxi-
symétriques qui permettent a I'aide de séries de Fourieraitertle cas de structures
a symétrie de révolution sous chargement non symétriquekidoel, 1988).

Nos travaux s'inscrivent dans cette derniere catégorie dthades et héritent
d’'une logique datant du milieu des années 1970, inspiréetrdeaux de Cheung
concernant les éléments finis semi-analytiques pour la hsatién des plaques élas-
tiques ; « finite strip method » initialement utilisées poes dpplications en génie civil
(Cheung, 1968), puis étendues a d'autres structures (Qretual., 1995; Cheungpt
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al., 2001). En effectuant une projection des inconnues du @noblchamps de dépla-
cements et de pression) sur une base polynomiale, on pedgser, dans I'élément-
fini, une ou plusieurs directions géométriques. Ce type giaghe a été mise en
ceuvre, dans des travaux récents, pour des structures kendfigstoméere-métal, en
considérant un comportement hyperélastique quasi inaessjinle de I'élastomere
(Lejeuneset al, 2006). L'avantage de ce type de méthode réside dans saitéapac
obtenir une solution de bonne qualité en termes de compertegiobal (raideur équi-

valente d’'une structure), mais aussi local (champs de @ioiés ou de déformations)
avec un faible nombre de degrés de liberté. Par ailleurseahrmoter que ce type de
stratégie continue de connaitre un succes croissant, neahdans le domaine du
génie civil, voir par exemple (Cheit al,, 2002; Davennet al., 2003).

Dans cet article, nous proposons d’appliquer ce type de&égieaa un modéle de
comportement visco-hyperélastique quasi incompresdibléelvin-\Voigt a viscosité
non linéaire. Aprés une présentation de la formulationatemnelle adoptée pour la
modélisation de ce type de comportement, nous détaillodédamposition permet-
tant une réduction 3D-2D du probléme. La mise en ceuvre dimtiént fini réduit est
ensuite introduite, suivie d'une validation par la contadion des résultats du mo-
déle réduit avec un modéle 3D de référence. Enfin un cas dgechgprésentatif (sur
I'E.F.B.) est étudié a I'aide d’'un modéle réduit.

2. Comportement visco-hyperélastique de Kelvin-\Voigt

Dans le cadre d’une description lagrangienne, on désignE padx/0X le ten-
seur gradient décrivant le mouvement lod@l,= F”F le tenseur de Cauchy Green
gauche eC = dC/dt. La loi de comportement d’'un modéle de Kelvin-Voigt est ob-
tenue en généralisant le modeéle rhéologique de la figure Zramndes déformations.
Dans le cas isotherme, les potentiels d'énergie libre esdagn-dissipation (notés
ety) peuvent étre supposés comme dépendant respectiveménetigeC.
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Figure 2. Modéle de Kelvin-Voigt
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En utilisant les deux principes fondamentaux de la thermadhique, on peut ob-
tenir une forme générale de la loi de comportement, exprignédenction du premier
tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff (nEkg:

o dp
II=2F— +2F— — fF = I1,, IL,;sc — F 1
HC + 9C pCO hyp + 1Ly pCO [ ]

ou Coff" désigne la matrice des coffacteurside

La variablep est un multiplicateur de Lagrange assimilable a une presdia de
tenir compte de la condition d’incompressibilité :

J=detF =1 2]

2.1. Contrainte hyperélastique

L'élastomeére étudié a un comportement isotrope quasi ipcessible, pour le re-
présenter nous avons choisi d’utiliser un modéle polynbanéang termes de James
al. (1975). Il s’agit d’'un modéle phénoménologique fonctios deux premiers inva-
riants fondamentaux d& (notésiy, Is), ce modeéle étant un cas particulier de la série
proposée par Rivliet al. (1951). Le potentiel d'énergie libre s’écrit dans ce cas :
L/J(Il,fg) = 010(11 — 3) + 001(.[2 — 3) + 011(11 — 3)([2 . 3) [3]
+ Coo(I1 — 3)? + Coa(I2 — 3)?

En notanty); la différenciation de) (1, I) par rapport d; (aveci = 1, 2), on obtient
la partie hyperélastique du tenseur des contraintes :

Iy = QFS% =2F [(¢1 + ¢2[1)I — 42 C] [4]

avecl le tenseur identité d’ordre 2.

2.2. Contrainte visqueuse non linéaire

En postulant une forme non linaire du pseudopotentiel dapdition telle querfy
etn étant des coefficients matériaux a identifier) :

P(C) = T[CI" >0 5]

la norme utilisée correspond &|€|| = (C : C)'/2, on obtient donc la partie vis-
queuse des contraintes :

Ay e
I, = 2F— = 21||C||""FC 6
5C ol Cl| (6]
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2.3. Formulation variationnelle en lagrangien perturbé

La forme variationnelle, que nous avons utilisée pour édarprobléeme d’équi-
libre mécanique, fait partie des méthodes multichamps. ltgite du principe varia-
tionnel de Herrmann qui est une particularisation du ppeale Hellinger-Reissner
pour le cas des matériaux élastiques incompressiblesr(tdarr, 1964). On considere
donc deux inconnues qui sont le champ de déplacemert;le multiplicateur de
Lagrange permettant d’imposer la condition d'incompigitss ; p.

On notef, le domaine occupé par le solide dans la configuration ieit&l,, et
082 les parties du contour ou sont appliqués des deplacemeptsés ou des efforts
imposés. On définit également les espaces de solution® et des champs virtuels,
notés(du, dp) € Vo x Q, tels que :

V = {uec (H' (%)) u=u.: sur 9Q,} [7]
Vo = {ue(H (Q))?u=0 sur 99,} [8]
Q = {pel*()} [l

La formulation variationnelle obtenue en utilisant le pipe des puissances virtuelles
avec une perturbation de la contrainte d’'incompressghiiibus conduit au probleme
suivant :

Trouver(u,p) € V x QV(du,dp) € Vo x Q

/ (IThyp(u) 4 ILyisc(u) — pCofF (u)) : Viu — / f.oudv
Qo

Qo

— T.0udS =0
a0

[10]

[ (=) = 1) = andpav =0

avecf et T les efforts volumiques et surfaciques exercés sur le darinet le
contourd€s, o le coefficient de perturbation pouvant étre vu comme I'iseet’'un
module de compressibilité.

3. Mise en ceuvre de la technique de réduction de modéles
3.1. Approximation des champs variables

L'idée de départ consiste a construire des éléments finisiteedasés sur des
fonctions de formes suffisamment riches pour approximepligion des champs de
déplacement: et de pressiomp dans la direction d’élancement. Pour une structure
de type poutre cela revient a discrétiser par €léments fimicguement une section
transverse en ayant au préalable projeté les champs suas@e®&fonctions continues
et régulieres (voir figure 3).
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Figure 3. Réduction 3D-2D

Ainsi, dans le cas d’'une réduction 3D-2D, en utilisant unsebgolynomiale7,
on obtient avec le paramétrage= 27/L (L étant la longueur dans la direction de
I'élancement) :

Ny

u(X,Y,2) ZuXY ), p(X,Y,Z) ZpXY [11]

n, etn, étant les ordres d’approximations des champs dans la bhswpuale? .

Le choix de cette base de projection doit étre guidé par le tg sollicitations

a traiter et doit permettre de décrire I'évolution des geand mécaniques suivant la
direction condensé&/), tout en traduisant les effets de bords au voisinage des sec
tions extrémes. Ainsi, nous utilisons les polynémes de &lage d’'ordre 1 (permettant
d’'imposer directement les conditions cinématiques de tygeslations et/ou rotations
des sections extrémes), enrichis par des fonctions baiesstituant une correction
de I'évolution des grandeurs mécaniques dans la direcbodensée. Soit de fagon
formelle, en utilisant les polyndmes de Legendig¢) :

To(f):Ty Ti(§) = — 52— 1)

Cette base présente des propriétés d’orthonormalité diesee premieres, ainsi
gu’une quasi orthogonalité des membres de la base pour Wuiprecalaire de
Ly([—1,1]) (Cugnon, 2000). Ces propriétés particulieres ont une inflaesur le
conditionnement de I'opérateur tangent (Lejeueesl., 2006).

3.2. Discrétisation par éléments finis

A partir de la décomposition des champs inconnus présentielas équations
[11], on peut réaliser une approximation éléments finis 2i3gijue du déplacement
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et de la pression en utilisant des fonctions de formes baaéedes polyndmes de
Lagrange, on a,

w, (XY, 2) = Y Ti(§) > NiX,Y)ul [13]
i=0 j=1
np lp

(XY, Z) = D Ti€)D NIX,Y)p, [14]
i=0 j=1

N} etNg sont les polyndmes d'interpolations respectifs du déplece et de la pres-
sion.

Ainsi, les degrés de liberté pour les nceuds de déplacemmitasmomposantesé

du déplacement dans la baBgealors que les composange%sde la pression constituent
les degrés de liberté des nceuds de pression.

On note[B] I'opérateur gradient élémentaire qui permet de constl®igepartir
des degrés de liberté élémentaires :

F=[B{u}+I i=0,...,n, j=0,....,l [15]

En utilisant un schéma explicite d’ordre 1 en temps, on ppptaximerC au
tempst (connaissan€ au temps — At) par :

. 1
c® = —(c® _ ct-D 16
L ) [26]
La contrainte visqueuse au tempsécrit donc de la maniére suivante :

o® — QnOHC(t) HnF(t)C(t) [17]

visc

La linéarisation des équations [10] a I'aide d’un schéma eetidn-Rapshon, nous
conduit au systéeme matriciel suivant (au tenps

nel K, G Au, Tu _
AP < Aue, Ape > <{ Gt ool Ap. + vy =0 [18]

avecA 'opérateur d'assemblage.
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En notant(2. le domaine élémentaire, les matrices et vecteurs élémestsont
définis par :

[Ki] = /Q [B]" {Chyp(uh)+<C@isc(u;L,Ct1)—p;,,a(;:fF [BldQ  [19]
/ ZT ){N,} < CofF > dQ [20]
e =0
fal] = —a/ SO TOTHON,) < N, > d0 [21]
Qe 1=0 j=0
{TU} = ~/Q [ ]T [thp(uhvph) + Hvisc(uhactil)} dQ2 [22]
- [ S S nenem < g s do
Qe = 0 j=0
S n“T N} < T > dQ
/ZZ (€.}
th=- [ ST (N (T = 1) — o — o)) [23]
Qe =0

avecp, la valeur de la pression a l'instant initialy(= 0) telle queIl(¢;) = 0 (Si
F(to) = I). Les tenseurs d’ordre 4C,, etC,;s. étant définis a I'instantpar :

om')
®) _ hyp
Chyp OF®) [24]
2 oy [(OFOCO 3
c. = ZRpeo (B - 1oty
4 20D 60 rO60) & (FOG0) [25)

Partant de cette formulation, une bibliothéque d’élémgnis réduits a été implé-
mentée dans le code ZéBuLoN. Nous utiliserons en partictdiément Q9P3 (voir
tableau 1).

Les éléments tridimmensionnels qui servent a éprouverlidaten des éléments
finis réduits sont basés sur le méme formalisme et sont ingiéa sur le méme
logiciel.

1. 'opération A = B @ C est définie a partir de la notation indicielle suivantel;j,; =
B Cji.
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Type d’élément T6P1 Q9P3
Dimension 3D2D 3D2D

Type Géométrique Triangle Quadrangle
Interpolation des déplacements  Quadratique  Quadratique
Interpolation de la pression <1l> <1,&n>

Tableau 1.Eléments a interpolation discontinue de la pression

4. Validation

Afin de caractériser la qualité des solutions obtenues agkgrlent réduit, nous
avons effectué des comparaisons avec un modéle de réfargisant des éléments
finis 3D classiques. Le modéle de référence est basé sur lélisetébn du comporte-
ment d'un barreau élastomérique mesurant 2 mm de c6té pouor 8ariong. Ce der-
nier est réalis&ia des éléments finis hyperélastiques de type H20P4 (élémexds h
édriques quadratiques a pression linéaire). Les parasmagiriaux du modele visco-
hyperélastique ont été identifiés a partir d'essais deitraet de glissement simple,
ona :Cyy = 0.253 Mpa, Cy; = —0.06 Mpa, Cy; = 0.002 Mpa, Cye = 0.0001 Mpa,
Cs0 = 0.012 Mpa,ng = 0.026 Mpa.s,n = 0.28, le coefficient de perturbation est pris
dea = 0.0002 Mpa".

4.1. Cas hyperélastique

Nous avons réalisé sur ce modéle des simulations d’esstiatien, cisaillement
ou de flexion en imposant des déplacements sur une secti@mexet en encastrant
l'autre extrémité. Par ailleurs, une analyse de l'influededa finesse du maillage sur
la précision des résultats du modele de référence, a peramsfider la taille, soit
39231 ddls.

Pour la validation de la réponse globale, la confrontatieffectue a partir des
composantes du torseur résultant des réactions, assaciéegplacements imposeés.
On utilise deux modeéles réduits 3D-2D a 49 éléments de tyfe3@@ur différents
ordres de la décomposition. La figure 4 présente les résultatest de traction.

Les figures 5, 6 et 7 correspondent aux résultats des testsalbement et de
flexion ou I'on impose un déplacement transverse ou un argytetdtion sur la partie
supérieure, tout en bloquant les autres degrés de libezechuplages sont trés bien
retranscrits par le modeéle réduit, et ce avec un ordre velagnt faible de la base de
projection (poum, = 8 etn, = 6 on obtient tous les couplages).

A partir d’'une simple opération de post-traitement, on pecbnstruire les champs
de contraintes ou de déformations d’'un modéle réduit. Lesdg8 présentent une
illustration qualitative de la réponse de différents medekduits. On peut remarquer
que 'obtention d’une solution locale de bonne qualité séite un ordre plus impor-
tant que la détermination du comportement global.
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reduit nu=5,np=4 ---©--
reduit nu=8,np=6 °

i

T T T
J standard —#—

0.8 | 4

N(N)

0 1 1 1 1

v(mm)

Figure 4. Test de traction (poutre d’élastomere)

Le tableau 2, récapitule les temps de calcul et les tailleshdgue modéle. Si le
gain observé peut sembler assez faible pour un ordre élea, facile de concevoir
que dans le cas d’'un barreau plus élancé le temps de calcubdélenstandard sera
beaucoup plus important que celui du modéle réduit.

modele n, mnp d.dl.  temps CPU (s) gainentaille gainentemps
complet 39231 1717.7

réduit3D2D 5 4 3375 43 11 40
réduit3D2D 9 8 6075 254.5 6 7
réduit3D2D 14 12 9450 1014.5 4 1.7

Tableau 2. Temps de calcul et taille de modéle pour un test de tractioraspoutre
en élastomére

4.2. Cas visco-hyperélastique

Pour valider le modeéle visco-hyperélastique nous avoriséaan essai de traction
cyclique en déplacement imposé. Les deux extrémités dednagont encastrées, le
signal imposé est de type sinusoidale avec une fréquencd ttzt une amplitude
de 60 % de déformation.

Comme pour le cas hyperélastique, on observe un bon accoedesirésultats du
modele réduit par rapport a ceux du modéle complet, méme ywoordre faible de
I'approximationn,, = 5,n, = 4 (voir figure 9).

En termes de gain au niveau temps de calcul, le tableau 3 nonseue méme
siI'on est en deca du cas hyperélastique, le modéle rédié performant.
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Figure 5. Test de cisaillement, poutre d'élastomére (3D)
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Figure 6. Test de flexion, poutre d’élastomére (3D)
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8.a Modéle réduit, = 5,n, = 4 8.b Modéle réduit, = 9,n, =8

EEEEEOOTESSEEE EEEENETOIOfFeeEEEs
8.c Modéle réduitr,, = 14,n, = 12 8.d Modéle de référence

Figure 8. Contrainte de Von-Mises, traction d'un bareau élastoméeiq

modele n, np, d.dl tempsCPU(s) gainentaille gainentemps
complet 39231 34503

réduit3D2D 5 4 3375 1511 11 23
réduit3D2D 8 6 5400 8704 7.6 4

Tableau 3. Temps de calcul et taille de modéle pour le test de tractiatique sur la
poutre en élastomére
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0.2 I I T T

standard
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reduit nu=8, np=6
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Figure 9. Traction cyclique d’'un bareau élastomérique

5. Application a la poutre E.F.B.

La poutre composite est constituée de deux types de bageétdstiques isotropes
noyées dans une matrice élastomérique (voir figure 1). G dgppiece a vocation
a étre utilisée dans les rotors d’hélicoptéres pour eféedtuliaison mécanique entre
une pale et le moyeu rotor. Ce concept novateur, doit reraptaat un systeme d’arti-
culation mécanique afin de réaliser un gain en performamoenebrement et au final
en codt. La structure retenue dans cet exemple est semalibbeece étudiée dans les
travaux de Delorme (1997) et Mex al. (2002) (ou le comportement de I'élastomére
était considéré comme étant linéaire).

La section de cette structure est présentée sur la figurdlé@ pour dimensions
caractéristiques : 90 mm de large, 30 mm d’épaisseur et 75@0entong. Les maté-
riaux constituant les baguettes sont modélisés par undastigue linéaire isotrope,
les modules ingénieurs sont présentés dans le tableau 4.

E(Mpa) v
matériaul 55000 0.20
matériau 2 125000 0.25

Tableau 4. Caractéristiques ingénieurs des matériaux 1 et 2



808 REMN - 16/2007. Modélisations numériques en mécanique

7 4 tige 1

R10\7‘/‘
BIESIEI ) I
ZE:QUHUHHDD IBimyEy |
LI eI
OoOonooOonononn
2
b

30.0(

Figure 10. Section de la poutre composite E.F.B.
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Figure 11. Maillage de la section en éléments réduits 3D-2D (type Q9P3)

Le cas de charge traité correspond a un essai de tractiaitlesisent combiné.
Une section extréme de la poutre est encastrée, l'autreastisse a un déplacement
de 4 mm dans la direction de traction puis a un déplacemetitjogcde 5 mm dans
la direction transverse (suivalf figure 1). Le signal cyclique imposé est de type
triangulaire avec une fréquence 86 Hz

La section de la structure est maillée avec 1117 élémentstséde type Q9P3
(cf. figure 11). Avecn,, = 5, n, = 4 le modele réduit compren@d 255 degrés de
liberté. A titre de comparaison, si I'on devait considéremoaillage tridimensionnel
de la structure, ayant la méme taille élémentaire que Idagailréduit proposé et un
élancement élémentaire acceptable (de I'ordre de 5), seraivait plus de 5 millions
de degrés de liberté.

La figure 12.a présente la réponse globale de la structurelpaas de charge-
ment décrit précédemment. Apres post-traitement du modéiet, on peut visualiser
la déformée globale de la structure, obtenue en cisaillefeérfigure 12.b avec un
facteur amplificateur de 10). Les figures 13.a et 13.b moatreohtrainte de Von-
Mises dans les tiges renforcantes. De la méme maniéere quéepmas hyperélastique
(figures 8), il semble que I'ordre de la base soit insuffisatrpenir finement compte
des effets de bords, on peut néanmoins obtenir une estimatiale des contraintes
avec un temps de calcul raisonnable. L'introduction detions de forme spécifiques
(non polynomiales) pourrait permettre de palier ce proklém
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12.a Réponse globale 12.b Déformée en cisaillement a t=T/4
(avec un facteur amplificateur de 10)

Figure 12. Cisaillement cyclique de la poutre E.F.B. (avec un précbhargnt de trac-
tion)
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Figure 13. Visualisation de la contrainte de Von-Mises dans les tigedarcantes (a
t=T/4)

6. Conclusion

Nous avons proposé dans ce papier, une technique de réddetinodéles a com-
portement non linéaire, permettant de traiter le cas detsires possédant une pro-
priété d’'invariance suivant une direction et dont I'anelyglirecte conduit générale-
ment a un grand nombre de degrés de libertés ou un rappaxhdashent d’éléments
pénalisants lors d’'une modélisation éléments finis clagsiginsi, a I'aide d’'une pro-
jection des champs inconnues sur une base polynomialerd’suffisamment éleve,
on peut condenser une direction géométrique et ainsi Ethudimension du modele.
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Une bibliothéque d’éléments réduits a ainsi été réaliséar pésoudre des pro-
blémes de structures & matrice élastomérique quasi inessipte. Les cas hyper-
élastiques et visco-hyperélastiques (de type Kelvin-Maigiscosité non linéaire) ont
ainsi été validés.

Cette technique permet de déterminer, avec un gain impacstarie nombre de
degrés de liberté, la réponse globale de structures élantsd en déterminant de
maniére assez précise les états de contraintes et de détorsiacales. Cependant,
il semble que cette méthode pourrait étre améliorée afin dexaprendre en compte
les conditions aux bordsja un choix particulier des fonctions de formes (non poly-
nomiales).
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