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1. Introduction

Pour la résolution des problémes a grand nombre de degrisedé (de plusieurs
centaines de milliers & quelques millions) les méthodeatit@s sont largement uti-
lisées car elles permettent de réduire le nombre de réetekest Par ailleurs, I'utili-
sation de ces méthodes est parfois indispensable car elieefient souvent un gain
significatif en temps de calcul par rapport aux méthodesttise Pour résoudre ces
problémes non linéaires a grand nombre de degrés de lilgei)é fous proposons de
combiner la méthode asymptotique numérique, MAN (PotemFet al., 2004), avec
une méthode de résolution itérative appelée méthode milltigCette méthode de
résolution permet d'éviter de triangulariser des matrigrande taille. La méthode
multigrille retenue dans ce travail est une méthode a deiliggr

L'utilisation d’'une méthode asymptotique numérique candaransformer le pro-
bleme non linéaire initial en une succession de probléméailies ayant tous le méme
opérateur tangent et se différenciant par le vecteur segwmmdbre. Cette méthode
a été utilisée avec succes pour résoudre des problemes @dionis non linéaires
(Azraret al,, 2002), de contact unilatéral (Elhage-Hussatial,, 1998), de mécanique
des fluides (Cadost al, 2001), de viscoplasticité (Descamgtsal,, 1997), de plas-
ticité (Braikatet al, 1997) ainsi que des benchmarks de mise en forme (Abiehou
al., 2002). La discrétisation de ces problemes linéaires assifjuement effectuée a
I'aide de la méthode des éléments finis ce qui conduit aursgsti@éaire discret :

(ke (uo)] {ui}t = fi [1]

ou k:(ug) désigne la matrice tangente calculée au point solutignf; désigne le
second membre et; est I'inconnue. L'indicei désigne I'ordre de la méthode de la
perturbation et son maximum est généralement choisi ebte¢ 20. La méme matrice
tangente est utilisée lors de la résolution de chaque prabliaéaire [1]. Les seconds
membresf; dépendent des solutions aux ordres précédents. Dans lespsothlémes
de dimension moyenne (inférieure a 20 000 ddl), la résaludis problémes linéaires
[1] est réalisée par une méthode directe. La matrice taagesitainsi triangulée une
seule fois, a I'ordre un, et des montées-descentes sorgéeslpour déterminer les
solutionsu,; aux ordres supérieurs.

Pour la résolution des problémes a grand nombre d’'inconmass proposons
dans cette étude I'utilisation d’'une méthode itérative rp@soudre les 15-20 pro-
blemes linéaires [1]. Dans le cas du couplage MAN et solvettaiif (le gra-
dient conjugué préconditionné par exemple), des techsiquenériques (Farhatt
al., 1994) pour des problemes linéaires a matrice identiqusetands membres dif-
férents ont été étudiées : les directions de descente dieprebétaient utilisées pour

le probleme a I'ordre + 1. Néanmoins, si ce type de méthode est bien adapté pour

de petits problémes comme les problémes d'interface iSsue dous-structuration
(Rey, 1996), elles sont trop colteuses dans le cas de prebléengrande dimension.
Pour ces raisons, nous avons choisi d'utiliser dans ceitrave méthode multigrille
classique (Désidéri, 1998) avec 2 grilles. Dans un tragaént (El Mokhtari, 2002),
il a été montré que pour des problémes 2D, I'utilisation @unéthode multigrille
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pour résoudre les problémes linéaires issus de la MAN éhaitalternative promet-
teuse. Notre objectif dans ce travail consiste a adaptevuplage de la MAN avec
une méthode multigrille pour la résolution de probléemesatpies minces.

Dans ce papier, nous présentons dans un premier temps fesnances et les
propriétés de la méthode a 2 grilles utilisée. Dans une éewxipartie, nous présen-
tons les résultats numériques obtenus lors de la résoldéisproblemes linéaires [1].
Dans une derniére partie, nous présentons les difficutés & I'utilisation de cette
méthode de résolution dans une stratégie pas-a-pas.

2. Méthodes multigrilles

Dans les sections qui suivent, le principe des méthodesgrilléts est brievement
rappellé. Pour de plus amples informations concernant ékades multigrilles nous
renvoyons le lecteur aux références (Désidéri, 1998 ; tisth, 1996 ; Brandt, 1982)
ainsi qu'au site internet www.mgnet.ord ou une bibliogiaptonséquente est dis-
ponible. Dans cette étude, les caractéristiques et lesiptép de ces méthodes sont
décrites sur des exemples numériques.

2.1. Description de la méthode a 2 grilles

La méthode a 2 grilles utilise deux niveaux de maillage, urideggrossiére et
une grille fine. Dans nos applications numériques, la dfitie est obtenue en affinant
le maillage de la grille grossiere, figure 1. Le passage afingations entre les deux
grilles s’effectue a I'aide d'opérateurs de prolongemefdéla grille fine a la grille
grossiere) et de restriction R (de la grille grossiére a ikedine). Pour définir ces
opérateurs de passage entre grille fifig)(et grille grossiere{(,;) considérons les
deux niveaux de maillage de la figure 1. En notant les infapnatde la grille finey;,

0 1 2 3
Grille grossiére Q,, -3

4
e oo S
Grille fine Q, a—e—o—e—o—e—o—e—E

Figure 1. Exemple de grilles dans le cas monodimensionnel

(par exemple le déplacement aux nceuds) et celles de la grilgsierays,, on peut
écrire a I'aide des opérateurs P et R les relations suivantes

an = P.qan, q2n = R.qp [2]



816 REMN — 16/2007. Modélisations numériques en mécanique

A titre d'illustration, considérons le cas de maillages hibriqués proposé sur la
figure 1. Une interpolation linéaire est utilisée pour lesaae de la grille grossiére
vers la grille fine :

q; = (g0 +q1)/2
B =q
1 a5 = (1 +q2)/2
qo2n = q2 — qh = a4 = 2 [3]
q3 g5 = (g2 +q3)/2
Qé = g3
q7 = (g3 +qa)/2

L'opérateur de prolongemelit est alors défini par :

[1/2 0 0]
1 0 0
/2 1/2 0
P=]0 1 0
0 1/2 1/2
0o 0 1
0 0 1/2]

A partir de la figure 1 on peut également définir I'opérateuredgrictionR :

010000 O
R=10 001000 [4]
000O0O0T10

Dans le cadre de notre travail sur le flambage non linéairecdgaes minces,
les éléments finis utilisés sont des triangles et plus pFgmsit des DKT (Batoet
al., 1990). Les grilles fines sont alors déduites des grillesgiéves (voir figure 2).
Les opérateurs de prolongement et de restriction sont obtda la méme maniéere
gue dans le cas 1D de la figure 1.

2.2. Description de I'algorithme de résolution

L'algorithme de résolution de la méthode a deux grilles@stiivant :

1. lissage (2 ou 3 itérations d’un solveur itératif) sur lélgfine,

2. calcul du défaut (résidu) sur la grille fine,

3. restriction du résidu sur la grille grossiére,

4. résolution du systéme sur la grille grossiéere,

5. prolongement de I'équation sur la grille fine,

6. si le résidu sur la grille fine est trop grand (ou du moinssigpir a une précision
demandée), on recommence un autre cycle.
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Figure 2. Exemple de grilles dans le cas bidimensionnel (N : Nombreiddigisions)

L'étape 1 (le lissage) correspond a 2 ou 3 itérations d’'unesol itératif. Dans
cette étude nous utilisons le gradient conjugué avec uropdétonneur de type fac-
torisation incompléte de Crout (Joét al,, 1994). Ce dernier est un préconditionneur
a niveau. La matrice factorisée est ainsi enrichie lorsguaMeau augmente. Par dé-
faut nous utiliserons le niveau O car ce dernier associglitéale convergence et une
matrice de préconditionnement peu colteuse en temps de eakn place mémoire.
Plusieurs solveurs itératifs ont été testés durant cedfgedle lissage tels que les mé-
thodes de Jacobi et de Gauss-Seydel. Pour les problemadédréssdans ce travalil,
une meilleure convergence de la méthode a deux grilles détéue avec un gradient
conjugué préconditionné. Pour I'étape 4, a savoir la rémolsur la grille grossiére,
nous utilisons une méthode directe : la factorisation deiCro

2.3. Applications numériques de la méthode a deux grilles

Nous présentons a présent les résultats de calculs en 3ijetti est de rappeler
les propriétés et les caractéristiques des méthodes nilldgg Nous nous plagons
dans le cadre de I'élasticité linéaire. Les éléments asligour mailler les structures
sont des éléments DKT 1®iscrete Kirchhoff Trianglequi comptent 3 noeuds et 6
ddl par nceud. Ces éléments sont particulierement adaptésle@laas de calculs de
coqgues minces ou le cisaillement transverse est négligéBhtozet al, 1990).

2.4. Influence du nombre de ddl
Nous considérons I'exemple d’'une plaque encastrée suus@egotés et soumise

a une force de flexion en son centre. Nous étudions la méthal@edagrilles avec
différents maillages.
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. |- ddl1014
61 A - A-- ddl10086

Logarithme décimal du résidu

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Nombre de produits matrice vecteur

Figure 3. Comportement du résidu de la méthode a deux grilles pour dwikages
différents

Nombre de ddl Grille grossiere 1014 | 2646 | 3750 | 5766 | 10086
Grille fine 3750 | 10086 | 14406 | 22326 | 39366
Nombre de produits matrice-vecteur | 38 39 39 39 42

Tableau 1.Convergence de la méthode a deux grilles pour divers maiflage
nombre de subdivisons est N=2

Le nombre de produits matrice-vecteur nécessaires poaniolda précision sou-
haitée (dans ce cas = 107'9) et pour plusieurs maillages est donné dans le ta-
bleau 1. Ce nombre de produits matrice-vecteur est direntenelié au nombre de
cycles de la méthode a deux grilles. Nous représentonsrégatesur la figure 3, pour
deux maillages, I'évolution du logarithme du résidu en tart du nombre de pro-
duits matrice-vecteur. Ces résultats montrent que la eganee de la méthode a deux
grilles est indépendante du nombre de ddl de la grille finerpa ratio du nombre de
ddl de la grille fine sur un nombre de ddl de la grille gross@mestant, N).
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] Algorithme | Nb |
N=2, Grille Grossiére, 3721 noeuds 40
N=3, Grille Grossiére, 1681 noeuds 60
N=4, Grille Grossiére, 961 noeuds 84
N=5, Grille Grossiere, 625 noeuds 100
N=6, Grille Grossiére, 441 noeuds 164
N=8, Grille Grossiere, 256 noeuds 416
N=10, Grille Grossiére, 169 noeuds 1220
Gradient conjugué, 14641 noeuds 715

Tableau 2.Influence de N sur le nombre de produits matrice vecteur (Nb)

2.5. Influence du nombre de division N

Toujours sur I'exemple de la plague encastrée sur ses qoi@Es et soumise a
une force de flexion en son centre nous faisons varier le naodivision N. Nous
indiquons dans le tableau 2 le nombre de produits matriceeue nécessaire pour
obtenir la qualité demandée. Pour tous ces tests, le nongbdelidde la grille fine
(environ 87 000) est fixé et nous faisons varier le paramétedst-a-dire le nombre
de ddl de la grille grossiére. Le probléme posé sur la grille &st également résolu
par la méthode du gradient conjugué préconditionné. Leopidiionneur utilisé est
une factorisation incompléte de Crout et de niveau O.

700

600 |
500 |
400
300 |

200 - /

100 —

Temps total CPU (s)

N nombre de division

Figure 4. Evolution du temps CPU en fonction du nombre de division N

Il apparait dans le tableau 2 que le nombre de produits reatecteur croit avec
N. Ce nombre de produits matrice vecteur est toujours ¢ celui obtenu avec la
méthode du gradient conjugué préconditionné, sauf pouvaleer de N supérieure a
8. Nous avons également représenté sur la figure 4 I'évaldticemps CPU en fonc-
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tion de N, N = 1 correspondant a la méthode du gradient coBjuyaus observons
sur cette figure que les temps de résolution de la méthodexagdilas sont toujours

inférieurs a ceux du gradient conjugué pour des valeurs dgéyieurs a 8. En effet
lorsque le parmétre N augmente, la taille de la matrice deitégde la grille grossiére
diminue et par conséquent le temps de décomposition demattece décroit. Mais a
partir de N = 8 la convergence devient plus délicate, begqudatérations sont alors
nécessaires pour obtenir la précision souhaitée. Le terRbbstGtal augmente alors
en conséquence.

3. Association méthode a deux grilles/méthode asymptotigunumérique

Nous nous intéressons dans cette section a la résolutiola paé¢thode a deux
grilles des problémes linéaires de I'équation [1] obterars He la résolution d'un
probléme non linéaire avec une méthode asymptotique nguoeéri

Les résultats numériques des sections précédentes manieetes performances
de l'algorithme a 2 grilles sont optimales pour un nombre désidn proche de 2
et ceci quel que soit le nombre de ddl de la grille fine. Lesiappbns numériques
présentées dans cette section sont donc toutes issues dthladma 2 grilles avec N
= 2. Le nombre de ddl de la grille fine est 2 600, celui de laggltossiére est égal
a 726. L'exemple étudié concerne le flambage non linéaira tbit mince dont les
caractéristiques géométriques et matérielles sont ge&ssur la figure 5.

Clamped

Free

R =2540 mm
L =254 mm

h =127 mm
6=0.1rd

E =3102.75Mpa
v=03

P =1000 N

Figure 5. Description géométrique et matérielle du probleme étudié

Nous présentons également sur la figure 6 la courbe « réfrequi est obtenue
avec un solveur direct. Cette courbe référence représémtdution du déplacement
vertical du point M (point d’application du chargement) endtion de I'intensité du
chargementi(e. au parametre de charge). L'ordre de troncaturde la MAN (nombre
de problemes linéaires a résoudre) est égal a 20. Le pasafnginy, qui gouverne a
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0.8
0.6
0.4 - e

g i /
0.2 / * /

0.0 o

Paramétre de charge
N

02 P

-0.4

T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35
Déplacement vertical

Figure 6. Courbe référence : déplacement vertical du point M en famctiu para-
meétre de chargement

la fois la qualité de la solution MAN et le nombre de pas dewalest défini par la
relation

(w7
Amax = l:(SMAN:l [5]
1
ou la notation|| e || désigne la norme euclidienne d'un vecteung},, désigne la
longueur maximum d’un pas de continuation MAN. La solutiam tinéaire est alors

construite a partir du développement asymptotique :
p .
u = Z a‘:naxui [6]
i=1

Pour obtenir cette courbe référence la valeur du paramigtrg; a été fixée 08,

Pour plus de précisions sur 'influence de ce paramétre sallgion MAN, nous
renvoyons le lecteur a la référence (Potier-Fetrgl., 2004).

3.1. Influence de la précision du solveur linéaire sur la solutiddAN

Nous indiquons dans le tableau 3, le nombre de cycles milligynécessaires a la
convergence des problémes linéaires [1] obtenus avec la.ND&Nableau montre que
le nombre de cycles de la méthode a deux grilles nécessairecvergence dépend
peu de l'ordrei. Pour diminuer ce nombre de cycles, on peut diminuer la gigti
demandée sur la résolution de chaque probléme linéaire.tér qoe pour chaque
probléme linéaire [1], le critére de convergence retenaésni par I'expression sui-
vante :

[|[Fe (uo)] {ui} — fill
[1£ill

< (Smultigrilles [7]
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Nombre de cycles multigrilles
71911113 |15|17| 19| 20

Ordre MAN
5multigrilles = 1079
6multigrilles = 10_8
5711ultigrilles = 1077
6multigrilles = 10_6
5multigrilles = 1075

NW W D W

N Wl A0 O

A O O
N| W |01
N| WA BO1
N| WA BO1
N| W w| o >
N| W W| o1
WWw s>
W W wbs b
N| W |01

Tableau 3.Influence de la précision du solveur multigrille sur le nombe cycles de
la méthode a deux grilles pour les différents ordres de la MBak d’un pas de calcul

Ainsi avec une qualité de soluti@h, ,+igriues = 1072, chaque probléme linéaire
demande 4 ou 5 cycles pour converger alors que dans le ¢&s,@8 s = 1075,
seulement 2 & 3 cycles sont nécessaires. Ce paramétre éaqgoréeir chaque pro-
bléme linéaire influence également la qualité du problénmelinéaire. Sur la figure
7, nous représentons I'évolution du logarithme du résidpribléme non linéaire
en fonction du paramétre de chargement et ceci pour plissialeurs du paramétre
Omultigrilles- LES résultats obtenus avec une methode directe sont égaigre-
sentés. Cette figure montre que la qualité des solutionsiabtavec une méthode
a deux grilles est équivalente a celle obtenue avec une aettivecte si les pa-
rametresd ., wisigries €t dpran Sont égaux. Ce résultat a également été montré par
(Galliet, 2000) et (EI Mokhtari, 2002) lors du couplage déssors itératifs avec la
MAN ou une méthode de sous-structuration et un gradientugudj préconditionné
avaient été respectivement utilisés. Ces auteurs ontrégatemontré que I'on pou-
vait diminuer le nombre d'itérations du solveur itératif fasant évoluer la qualité
de la solution des problemes linéaires en fonction de lmidia figure 8 montre
qgu’il est inutile de calculer les termes d’ordre élevé avee aussi grande précision
que les premiers. Pour les quatre premiers ordres, le pnebtdultigrille est résolu
avec une précisionf,uitigries = 1078). Pour les ordres supérieurs, la précision de-
mandée est modifiée, avec par exemlgisigrines = 107° (stratégie 1) ou encore
5multigrilles = 1076 (Stratégie 2)

3.2. Cas de plusieurs pas de la méthode MAN

La résolution du probleme de la figure 5 nécessite de régliasieurs pas MAN.
Tous ces pas demandent approximativement le méme nomléeattns. Il arrive
cependant que pour certains pas, la méthode a deux grilesgdi Pour I'exemple
considéré, cette divergence survient pour une valeur danptre de chargement et
du déplacement respectivement égale a -0,3 et 15 (voir fJusfin de comprendre
les causes de divergence de I'algorithme a deux grillesjguus techniques de résolu-
tion ont été étudiées. Nous avons par exemple augmentéelaunde factorisation de la
matrice de préconditionnement lors des étapes de lissadgotithme a deux grilles
converge alors. Dans ce cas, la matrice de préconditionmefhoes de I'étape de lis-



Solveurs multigrilles et MAN 823

Résidu

Méthode directe

-10 4 ~
10"
A 107
-11 o K
—¥—10°
T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Déplacement vertical

Figure 7. Evolution de la précision du calcul non linéaire de contitian, en fonction
de la precision demandée pour la résolution du problemeali®g(0,,uitigriies Varie
de1072 a107%).5p,4n = 1073, Probléme du toit

Résidu

10 4
—&— Méthode directe

—@— Stratégie 1

-11 —A— Stratégie 2

T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Déplacement vertical

Figure 8. Précision du calcul non linéaire en fonction de la précisd@mandée pour
la résolution linéaire 6,,ytigries Vaut10= pour les ordres 1 a 4, et ~5(stratégie
1) ou10~5 (stratégie 2) pour les ordres suivants, 4y = 10~%. Probléme du toit

sage) est alors trés proche de la matrice réelle et cela tt@ndisoudre les problémes
a l'aide d’'une méthode directe. Nous avons également dutilis gradient conjugué
préconditionné (avec une factorisation incompléte deaniv@ pour résoudre les pro-
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blémes linéaires [1]. Ce dernier algorithme converge \&solution avec la précision
souhaitée sans difficulté.

La divergence de I'algorithme a deux grilles ne semble dascdire due aux opé-
rateurs définis sur la grille fine (matrice de préconditioneat ou matrice tangente
de I'équation [1]). Cette divergence semble étre liée awrajgurs et aux quantités
définis sur la grille grossiére, par exemple la matrice déiti&gdéfinie sur cette grille.
L'étape 4 de l'algorithme a deux grilles présenté a la sacl® demande ainsi la
résolution d’'un probléme linéaire qui est posé sur la ggtiessiére. L'opérateur per-
mettant cette résolution sur la grille grossiére est uneiceatangente qui, dans ce
travail, est calculée a partir d’'un vecteur déplacemenndsiir la grille grossiére et
notéU,. Ce dernier est évalué a partir de la restriction du vectéplagtement défini
sur la grille fineuq, grace a I'expression suivante :

Uo = Rug (8]

ou R est I'opérateur de restriction défini précédemment. Noossvemarqué qu’une
fagcon simple d’obtenir la convergence de la méthode a dellegyétait de modifier
I'expression [8] de la maniére suivante :

U() = wRuO [9]

ol w est un scalaire. Ce parametre joue le méme rdle que les piaeande sur ou
sous-relaxation traditionnellement utilisés dans leshoas itératives telles que la
méthode de Jacobi. Tous les tests numériques réalisés etiasttude ont montré
que pour une valeur du paraméitreroche de 1.0 (1.001 ou 1.05) la méthode a deux
grilles converge pour tous les pas MAN. Ces valeurs du parandé sur-relaxation

w sont classiques avec les méthodes itératives. Ces testriques ont également
montré que I'utilisation de I'expression [9] a la place dé i@ modifie en aucune
facon les performances de I'algorithme a deux grilles loesgelui-ci converge avec
I'expression [8]. La difficulté de cette méthode, comme poutes les méthodes de
relaxation, est la dépendance du parametag probleme étudié.

Finalement, la branche de la figure 6 a pu étre calculée en §3qvac les
parameétres suivanted,,,itigries = 107°, dprany = 1078, le résidu du probléme
non linéaire restant toujours inférieut &=+ pour ce cas.

4. Conclusions et perspectives

Dans cette étude, nous avons couplé la méthode asymptatigusolveur itératif
de type méthode & 2 grilles. Les tests numériques montrentigos le cas du flam-
bage élastique non linéaire de coques minces nous retrsdgsrperformances de
ces méthodes itératives : convergence rapide et indépeadianmombre de ddl de la
grille fine. Lutilisation de cette méthode de résolutioruplée a une méthode pas-a-
pas a cependant montré certaines difficultés de converg€ete difficulté a été le-
vée en utilisant un pseudoparamétre de sur-relaxationtesés numériques montrent
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également que ces techniques numériques demandent poweghbléme linéaire
issu de la MAN le méme nombre d’itérations pour obtenir lalig@izdouhaitée. Ce
nombre d'itérations peut étre diminué en utilisant des wdts nécessitant plus de
deux grilles, telles que les cycles V ou W ou encore les teghes de full-multigrid.
Ces algorithmes sont actuellement a I'étude. Leur impléatem permettra d’envisa-
ger des exemples a trés grand nombre d’'inconnues et ainsesieren le gain obtenu
par le couplage MAN/multigrille par rapport a un couplage Ni/néthode directe.
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