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RESUMEOnN présente une application de la méthode des éléments fanéiraension temps dans
le cadre des problémes de propagation dynamique de fissimsi, An exploite les propriétés
des éléments finis pour utiliser une base de fonctions desfenmichie en espace et en temps.
Le probleme en temps est résolu en utilisant une formuldéie incluant une condition de
continuité de la vitesse. Ceci permet de modéliser des @nadd de mécanique présentant des
discontinuités a la fois en espace et en temps. On présentapdications au calcul de la
propagation dynamique de fissures.
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1. Introduction

La méthode des éléments finis a été utilisée avec succes damsmbreux do-
maines de la simulation des problémes mécaniques. Cepehalgparait aujourd’hui
un certain nombre de situations difficilement accessiblestée technique. C'est le
cas par exemple des problémes présentant des discorgi(uitpagation de fissure,
inclusion, transition de phase...). Ainsi, la méthode déménts finis étendus utilise
les propriétés de partition de I'unité des fonctions de ®alements finis pour captu-
rer les singularités du probléme (voir (Babusikal., 1997; Moéset al,, 1999; Rem-
merset al,, 2003) par exemple). Pour des applications quasi statigeés technique
permet de modéliser les discontinuités d’'une maniére cétmplent indépendante du
maillage. Si on s’intéresse a la propagation dynamique desrés, les changements
de discrétisation en espace imposés par la propagati@dingent une discontinuité
en temps dans le modéle numérique. Cette discontinuitédestg est une difficulté
pour les schémas d’intégration en temps classiques (typemsek) et la solution est
souvent perturbée par des oscillations numériques. Afimélliarer le traitement de
la discontinuité en temps, on propose ici d'étendre leoremiements appliqués au
probléme en espace a la dimension temps. On présente unddtion éléments finis
étendus du probléme, aussi bien en espace qu’en temps,tierhue modéliser des
discontinuités en espace et en temps. Les performanceswihade sont illustrées
au travers d'applications a la simulation de la propagatioramique de fissures.

2. Méthode des éléments finis étendus en espace et en temps
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Figure 1. Domaine matérief? fissuré

On se place dans le cadre de I'élasto-dynamique. On résautid@robléme sui-
vant sur l'intervallel = [0; T :

U= Ug surof)y
a(n)=Fy suro, 1
a(n)=0 surl't et~ [1]
div(a) + fa = pit  dansQ
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On notef2 le domaine matériel considéré (voir figure 1)Ieune fissure contenue
dans ce domaingX); est la partie de la frontier@) de Q2 sur laquelle on impose un
deéplacement,. 02, est la partie de la frontiére sur laquelle on impose un effprt
(les lévres de la fissule™ etI'~ sont considérées comme des surface libres).et

4 désignent le déplacement, la vitesse et 'accélératiast la masse volumique du
matériau homogéne qui forme le domafdeSon comportement est élastique linéaire
(F estle module de Young etle coefficient de Poissony. est le tenseur symétrique
des contraintes de Cauchy dans le cadre de I'hypothése ties perturbations.

2.1. Discrétisation en espace

Le domaine est disctrétisé en un ensemble de nos\idsur lesquels s’appuient
des fonctions de forme éléments fifi&/;(x)};ca. Linterpolation en espace utilise
la méthode de partition de I'unité (Babusital.,, 1997). On exploite les propriétés de
partition de 'unité des fonctions de forme éléments finis :

d Ni(z)=1 VzeQ [2]
1EN

Si on notel/"* (t) 'approximation en espace déz, t), en utilisant les enrichissements
proposés dans (Moés al,, 1999) on obtient :

UMt)=> Ni@Ui(t)+ > Ni(zyH(z)ai(t)

1EN 1€ENeut (1)

Y Y N@B@ba

1€NFront(t) o

Les fonctions d’enrichissement sont :

H(z) = { +1 si z est au dessus de
=l si z est en dessous de

(3]
et
[Bo] = \/Fsm(g), \/Fcos(g), \/Fsm(g)sm(b'), \/Fcos(g)sm(@) [4]

Des degrés de libertés enrichis b; , sont portés par les nceuds suivanté.., I'en-
semble des nceuds dont le support a été entierement coupe figaure ety o
'ensemble des nceuds dont le support a contenu le front dsslard. Ainsi, avec

U, =0,b.. = 0eta; = 1, par exemple, on peut représenter de facon exacte la
discontinuitéH dans le champ de déplacement discrétisé.
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H(t — tn)
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Figure 2. Fonction de forme linéaire en temps en fonction enrichiesdan

2.2. Discrétisation en temps

Comme on I'a fait en espace, on discrétise I'intervdlkn un ensemble d& pi-
quets de tempf; },¢(0.. v régulierement espacés de. Sur ces instants discrets s'ap-
puient des fonctions de forme linéairegt). Dans le cadre de I'élasto-dynamique, le
champ des vitesses présente des discontinuités en tengpiéeffai de la propagation
d’'un front. Par conséquent, on va, en utilisant les progsiéie partition de l'unité des
fonctions de forme \; };co.. 1, €Nrichir 'approximation de la vitesse au moyen de
fonctions de Heaviside :

VAt = Z/\ VC+ZZ/\ H(t—t;)Vy, [5]

J=0 €N

LesV* etV sont les contributions continue et discontinue des vesteitesse dis-
crétisés sur Ia base des fonctions de forme en espace. Guit d&olimiter le support

N des fonctions enrichieH (t — ¢;) au seul piquet; (voir figure 2). Comme on I'a
mentionné dans l'introduction, Ia prise en compte de la pgapion de la fissure in-
troduit une discontinuité dans le modele numérique. Cesgdraents dans la discré-
tisation interviennent aux instants discrets, c’est poargous choisissons de centrer
les fonctions d’enrichissemeff(t — t;) aux piquets de temps. De plus, on a montré
dans (Réthorét al., 2005a) que ce choix conduit a un schéma identique a la méthod
de Galerkin discontinue. Néanmoins, ce choix n’est pas inm&ation de I'approche
présentée.

Comme les\; ont un support compaét;_1;¢;41] et queH (¢t — t;) est nul pour
tout instant antérieur§;, H (¢ — t,,) est la seule fonction enrichie active ddps, =
|tn; tny1[. Par conséquent, on peut envisager une approche incrdmeots résoudre
le probléme en temps. Datig, 1, 'approximation de la vitesse s'écrit :

V() = Vidn(t) + Vi A ()
Ve(t) = va+1/\n(t) (t - tn) [6]



ELFE espace temps 831

avec

t —t t—t
ntl Q/\nJrl(t) = -

A t = - B
n( ) tn+1 - tn tn+1 - tn

(7]
On note abusivementy, ; = V7, car ces degrés de liberté sont obtenus lors de la
résolution sur l'intervalld,, ; ;.

Si on décompose les déplacemdiits™ en une partie continug® et discontinue
U¢, enimposantla continuité dé™A* aux piquets de temps et la relation cinématique
Uh =V" ona:

t
Ue(t)=U; —|—/t Ve(r)dr

Ue(t) = US + /t Ve(r)dr [8]

th

en intégrant analytiquement

c c At c c
nt+1 = Un + 7 ( n+1 + Vn)
e e At e

nt+1 = Un + 7 n+1

(9]

ce qui définit la réactualisation du déplacement apreés uisnl de I'équation de
conservation de la quantité de mouvement dans.

Pour effectuer cette résolution, on considéfé*! et K"+ les matrices de masse
et de rigidité obtenues avec la discrétisation représelaamgularité due a la fissure
dansl,, ;. La formulation de type Galerkin de I'équation de consédovetle la quan-
tité de mouvement dans , ; est augmentée par une condition de continuité faible de
la vitesse a l'instant,, :

Jrr oV, MRSy A gt 4 6V (£5) MV =

et SVF(t)dt

[10]

ou F' est le vecteur force généralisée@ét une fonction test choisie dans I'ensemble
des fonctions de forme. Le terndd (¢;}). M1V, | impose de maniére faible la
continuité en temps de la vitesse a I'instaptau sens du produit scalaire défini par
I'énergie cinétique. Cette condition permet de contradesdut d’énergie cinétique a
t, et de garantir la stabilité du schéma d’intégration en temps

Pour les mémes raisons que précédemment(support compact\; = ¢; et
H(t—t;) =0 Vt<t;)etparce quéi(t —t;) = 1 Vt > t;, on choisit les
fonctions tests dan§\,,, Ap+1}-
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2.3. Stabilité, précision, convergence et conservation de Eégie
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Figure 3. Erreur en normeL s pour les schémas de Newmark et éléments finis étendus
en temps

Les propriétés de stabilité, de précision et de conservalil'énergie de I'inté-
grateur en temps obtenu grace a la formulation élémentsétaisdus de probléme
en temps ont été étudiées dans (Rétledral,, 2005a). L'ordre de convergence est de
trois (voir figure 3) et la stabilité est inconditionnelle.

La stratégie d’enrichissement pour un probleme avec ungdéigsoluant au cours
du calcul est sous-entendue dans les définitions donnéesdemment poul/..,; et
Ntront. On choisit de conserver l'intégralité des fonctions derferenrichies pre-
nant en compte d’anciennes positions du front (voir figuréd) plus, on initialise a
0 les nouveaux degrés de liberté correspondant aux fonai@emsichissement pre-
nant en compte I'extension de la fissure. Cette stratégié atatiée dans (Réthoré
et al,, 2005b). Elle permet d’assurer la conservation de I'éreegide maintenir les
conditions de stabilité de l'intégrateur en temps lors dedutions successives de la
géométrie de la fissure.

3. Applications

3.1. Fissure semi-infinie dans une plaque infinie

On s’interesse au probléme d’une fissure semi-infinie daaplague infinie sou-
mise & une onde de traction. Pour ce probléme, on trouve éaesnd, 1990) une
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solution analytique pour le facteur d’intensité des cdnthfy" pour une fissure

se propageant a une vitesse quelconque :

&
1=
ny. 20'0 Clt 1-— 2[,[/ Cr
Ko,y = 220 a2 q [11)
1 L@
2¢,

oua est la vitesse de propagation de la fissurest ¢, les célérités des ondes longitu-
dinales et des ondes de Rayleigh

Le modéle numérique utilisé est décrit par la figure 5. Comelei-ci est de di-
mensions finies, on ne pourra comparer les résultats obéelausolution analytique
que jusqu’au moment ou I'onde réfléchie atteint le front déidsure ( < 3t. =
3H/c1). Les dimensions de la plaque safit = 2m, L = 10m etl = 5m, les
paramétres matériai = 210 GPa, v = 0.3 etp = 8000 kgm 3. La contrainte
appliquée esty = 500 M Pa. Le maillage est constitué di x 80 éléments qua-
drangle linéaires. Pour calculﬁffy", on utilise une intégrale d'interaction indépen-
dante du domaine calculée autour de la pointe de fissure {Rd&hal, 2005b). On
s'intéresse au cas ou la fissure démarre & 1.5¢. puis se propage a la vitesse
@ = vo = 1500 m s~!. Les résultats obtenus avec un intégrateur en temps stan-
dard (accélération moyenne de Newmark) et la formulatiéméhts finis étendus en
temps sont présentés sur la figure 6 (le facteur d’intensigé&dntraintes est normalisé
parooy/ H). Avec un intégrateur en temps classique, la discontirarittemps provo-
quée par la propagation de la fissure conduit a des osaillatiomériques hautes fré-
guences qui perturbent la solution (comme dans (Belytsehkd, 2001; Belytschko
et al, 2003; Réthorét al, 2005b)). Avec I'approche présentée ici, la discontinuité
est capturée avec précision et la solution obtenue nungrigat est trés proche de la
solution analytique.

3.2. Confrontation a I'expérience

Dans la suite de cet article, plusieurs exemples de cordtiontexpérimentale vont
étre présentés. Il s’agit de propagation de fissures solititation mixte donnant lieu
a des trajets de fissure complexes. Lors d’'une sollicitatiomode mixte, il est néces-
saire de déterminer la vitesse et la direction de propagdeda fissure. On considé-
rera que la direction de propagation est gouvernée paeligité de contrainte circon-
férentielle maximum. L'angle de propagation critigfieest alors donné en fonction
des facteurs d'intensité des contrainte&™ et K5V" :

(12]

0. = 2arctan |-

Cette relation, valable en quasi statique et en dynamique ye fissure fixe, sera
aussi utilisée au cours de la propagation. Pour détermintrisité de la sollicitation,
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3 . -
—— Analytique
2 5L —— Newmark
—=— TX-FEM
2
K, 15 = Oj
1 —
a = vg
05 N
0 N
0 0.5 1 15 2 25 3
g t/te

Figure 6. Solutions numériques et analytigéi@ pour une fissure fixe puis mobile

on calcule un facteur d'intensité des contraintes équi\ld’éfj;. Dans le cadre de
I'utilisation du critére de contrainte circonférentieifeaximale, il est égal au facteur
d’intensité des contraintes en mode 1 que I'on obtiendrdd Sssure était orientée
dans la directiod.. :

ng: = cos® (%) Kfyn — gcos <%> sin (6.) Kgy" [13]
Ayant considéré que la propagation était orientée par kectlon de contrainte cir-
conférentielle maximale, I'initiation aura alors lieu $gjue le facteur d'intensité des
contraintes équivalent atteint une valeur critigiigp. On supposera ensuite que la
propagation a lieu a intensité de contrainte circonféedletégale aK p, la vitesse
s’adaptant :

1 =0 Si K1, K
‘ dyn I et = P [14]
Kleq =Kip Sia>0

On s’attend de plus a ce qu€,p dépende de la vitesse de propagation. On trouve
dans la littérature (Kanninest al., 1985) la forme suivante :

. K. sia=0
Kip(a) =9 K4

1-(&)™

sinon [15]

Par soucis de simplification mais surtout par manque de dan@éérimentales, on
considérera quer vautl et K14 = K.
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Figure 7. Schématisation des essais Kalthoff

3.2.1. Kalthoff (Kalthoff, 2000)

Ce premier cas est dédié a la simulation des essais prégant&althoff, 2000).
Il s’agit d’essais dynamiques ou la sollicitation initi@st en mode 2 pur. La schéma-
tisation de ces essais est décrite par la figure 7. Un prigétipacte une plaque dans
laquelle deux préfissures ont été pratiquées. La taille djiegtile correspond a la dis-
tance séparant les deux préfissures. En augmentant laevitéspactl;, Kalthoff a
observé un transition d’'une rupture de type fragile versnupéure par propagation
de bande de cisaillement. On se placera ici dans uivgas 20 ms~! ol la vitesse
d’'impact provoque une rupture fragile de I'éprouvette pappgation de deux fissures
faisant un angle dé5° environ avec les préfissures initiales.

Pour modéliser ces essais, on utilise le modele décrit figiiee 8. Seule une moi-
tié de I'éprouvette est discrétisée et on impose une camdiie symétrie sur I'axe de la
symétrie en question. Le projectile est considéré commeiinént rigide et I'impact
est traité en imposant un vitesse horizontale- V; aux nceuds situés dans la zone
impactée. Les dimensions de I'éprouvette sont donnéeg par0.1m, Il = 0.05m
eta = 0.05m. Le maillage utilisé comport80 éléments quadrangle avec une in-
terpolation linéaire comme partition de l'unité. L'intégion en temps est ici effec-
tuée grace au schéma de Newmark de I'accélération moyemaeuavpas de temps
At = 1.25us. On considérera que le matériau constituant I'éprouvettecier Ma-
raging 18Ni1900, est homogéne de masse volumjgee8000 kg m 2 et isotrope.
On considérera également que son comportement est émdtigaire. Le module
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d'Young E = 190G Pa, le coefficient de Poissam = 0.3 le définissent entierement.
La ténacité de ce matériau €st. = 68 M Pa+/m.

Vo

Figure 8. Modéle numérique pour les essais Kalthoff

La figure 9 présente les résultats obtenus. On observe lagatipn d’'une fissure
faisant un angle global d&° environ avec la préfissure, conformément aux observa-
tions expérimentales. La propagation s’effectue de maradésez rectiligne avec un
vitesse moyenne dié = 0.475¢,.. Néanmoins un léger changement d’orientation est
observé a la moitié environ de la propagation. Un examerilidétiz la propagation
des ondes dans I'éprouvette permet d’expliquer ce phénentemeffet, a partir de
I'impact un onde de compression se propage dans la parfiganfe de I'éprouvette.
Cette onde de compression se réfléchit ensuite sur le baeddfiposé pour se trans-
former en un onde de traction qui rejoint le front de la fissiwat la propagation a
été initiée en mode 2 pur par cisaillement. Ceci donne lieneapropagation globa-
lement en mode 1 apres l'initiation. L'onde de traction s&ohit ensuite sur le bord
libre gauche de I'éprouvette et rejoint le front de la fisaalogs qu'il se situe environ a
mi-hauteur. La propagation est alors Iégérement déviéee Egplication reste malgré
tout assez simpliste dans la mesure ou elle ne prend pas grectasuperposition et
les interférences des ondes élastiques. C'est pourqusslaréi n’est que Iégérement
déviée par l'arrivée du front d’'onde.

Les résultats obtenus pour cet exemple sont en accord aslafec les obser-
vations expérimentales mais aussi avec d’autres résualtat@riques de la littérature
(Belytschkoet al.,, 2003; de Borset al., 2006). De plus, la méthode des éléments finis
étendus qui permet d’effectuer des calculs de propagayinardique de fissures sans
projection de champs (Réthoeéal, 2005b; Réthoré, 2005), autorise une interpréta-
tion avancée par confrontation calcul/expérience.
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0 dm 0,01 dm 0,02 dm

Figure 9. Maillage déformé & = 32.us,44.5us,57.0us,69.5us, 82.0us €t94.5us
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3.2.2. Maigre, Rittel (Maigreet al, 1995)

Dans ce deuxiéme exemple, on propose de simuler les essadts dans (Maigre
et al, 1995). Il s'agit d’essais effectués sur une géométrierd'épette de type Com-
pact Compression. Ces éprouvettes sont sollicitées gracelspositif expérimental
de type bar d’Hoptkinson. Les auteurs ont testé différecdedigurations dont celle
gue nous avons choisie. La modélisation numérique est més@ar la figure 10.
Dans la configuration choisie, seul le pied gauche de I'éptia est relié a la barre
entrante. On impose une force correspondant aux relevésimgntaux dans cette
zone.

F®

Figure 10. Modéle numérique pour les essais sur éprouvettes CC

La géométrie de ces éprouvettes est définie par la hadtédrm, la largeur
0.06 m, la hauteur de I'arche.035 m et la distance entre les pied$2m. Une pré-
fissure est effectuée sur I'axe de symétrie de I'éprouvegitatir de la face supérieure
et sur une longueur de0183 m. Le maillage de I'éprouvette est également décrit par
la figure 10. Le calcul s’effectue avec une taille de pas desedel us. Les éprou-
vettes sont en PMMA, matériau qui sera considéré homogémeadse volumique
p = 1180 kg m3et isotrope. Le module d’Youn§ = 5.76 G Pa, le coefficient de
Poissons = 0.42 définissent son comportement supposé élastique linéaiténacité
estKi. =4 M Pa/m.
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0 00225 0,045

Figure 11. Maillage déformé & = 110us, 120us, 130us et140us

Les résultats sont donnés par la figure 11. Le comportemeinabdie I'éprouvette
est de type « pince ». La mise en flexion du pied relié a la bartraete provoque
I'ouverture de la fissure et l'initiation de la propagaticend la direction de ce pied.
Ensuite la fissure décrit un trajet curviligne pour rejombaxe de I'éprouvette en fin
de propagation. La figure 11 montre la distribution de la @inte de cisaillement,,,
alinstantt = 100us. On observe a cet instant une zone de cisaillement intemsa su
gauche de la fissure. L'arrivée du front de fissure dans zopeoxequer la décharge
de cette contrainte de cisaillement et le changement di@ation de la fissure (voir
figure 11). Dans cette exemple également, les résultatsngumé permettent une in-
terprétation avancée des observations expérimentalegebeilleure compréhension
des mécanismes gouvernant la propagation d'une fissuretellé de la structure.
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Figure 12. Carte deo, al'instantt = 100us

4. Conclusion

La partition de I'unité constituée par les fonctions de fer@éments finis est utili-
sée pour enrichir I'approximation en espace puis en temasslle cadre de la méca-
nique de la rupture, on utilise des enrichissements siagudit discontinus dans I'ap-
proximation en espace afin de prendre en compte la présemge fissure. Comme
les problemes de dynamique de la rupture sont aussi fortedismontinus en temps,
l'interpolation en temps est enrichie par des fonctionsdaiginues. Une formulation
faible du probléme semi-discret permet d’ajouter une disrdde continuité faible en
temps au champ de vitesse.

L'approche présentée differe de celle développée dansgaeeal., 2004) ou les
auteurs s'intéressent a une discontinuité en espace é¢alaas un cadre éléments fi-
nis espace-temps. Ici, la discontinuité modélisée cormcéta fois I'espace et le temps
mais la formulation permet de conserver un découplage Entésolution en espace
et la résolution en temps. On adopte aussi une démarcheedifééde (Belytschko
et al, 2003) en restant dans le cadre de la mécanique élastigtarénde la rup-
ture. La stratégie d’enrichissement utilisée (voir (Réthet al, 2005b)) permet de
conserver les fonctions d’enrichissement singulieres pes problémes dépendants
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du temps. On peut ainsi modéliser la propagation dynamiguedissure de géomé-
trie quelconque sans pour autant avoir & supposer le trajkt fissure comme dans
(Belytschkoet al., 2001).

Les applications présentées montrent la robustesse démtésbtenus grace a la
méthode des éléments finis étendus appliquée a la fois aleprelen espace et au
probléme en temps. La confrontation des résultats nungsiquec les observations
expérimentales dans des cas complexes (mode mixte, teafeststire curviligne) ap-
porte des éléments de compréhension de la propagation éynede fissure dans les
structures. Bien que le critére de propagation utilisé redétivement simple, il per-
met de bien rendre compte de I'influence de la propagatiomddss sur le trajet de
la fissure, phénoméne prépondérant a I'échelle de la steuddans des travaux plus
récents (Grégoiret al, 2007), les performances de la méthode présentée ici ket il
trées sur un cas ou la propagation de la fissure se fait seltnajehcurviligne mais
aussi avec un arrét et un redémarrage. Ce cas particulidteliseriminant renforce
la crédibilité des résultats obtenus par la méthode prapds#ét le principal avantage
concerne la conservation de I'énergie discreéte.
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