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RESUME. Dans cet article on traite de ’apparition des plis dans les membranes. La mise en
auvre numérique est basée sur la formulation lagrangienne totale et les éléments finis
utilisés sont des quadrilatéres a 8 neeuds ou des triangles a 6 nceuds, sans rigidité a la
flexion. Le matériau constitutif est modélisé par une loi hyperélastique compressible. Le
plissage est simulé a ’aide des techniques de calcul de bifurcation pure, sans recours aux
imperfections. La méthode classique de longueur d’arc quadratique est modifiée au moyen
d’un procédé spécifique pour faire face aux racines complexes qui apparaissent dans
I’équation du second degré de longueur d’arc. L’application de la formulation proposée a un
ensemble d’exemples numériques typiques montre sa capacité a modéliser correctement les
plis dans les membranes.

ABSTRACT. The problem of the wrinkling of the membranes is addressed in this paper within
the total Lagrangian formulation. The material obeys a compressible hyperelastic
constitutive equation and the resulting finite elements are either 8-node quadrilateral or 6-
node triangular membrane elements without flexural stiffness. The appearance of wrinkles in
the membrane structures is dealt with using the bifurcation analysis without any
imperfections. The standard spherical arclength method is modified by means of a specific
solution procedure to cope with the occurrence of complex roots when solving the quadratic
constraint equation. Applying the proposed formulation to a set of typical numerical
examples shows its ability to correctly predict the wrinkling behaviour in membranes
structures.
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1. Introduction

L’étude des plis des membranes hyperélastiques non linéaires a été abordée par
plusieurs auteurs a 1’aide de différentes approches. Les plus utilisées sont les
techniques du calcul de la bifurcation, communément désignées par tensile field
theory dans la littérature. La théorie du tensile field est généralement appliquée aux
éléments membranes sans rigidité a la flexion. Dans cette approche 1’état de chaque
élément (plié, inactif ou tendu) est déterminé en utilisant un critére d’apparition de
plis. Il existe en général trois types de critéres : le premier est basé sur les contraintes
principales (Contri et al., 1988 ; Tabarrok et al., 1992 et Fujikake et al., 1989), le
second sur les déformations principales (Miller et al., 1982 ; 1985), et le troisieéme
sur les contraintes et les déformations principales (Kang et al., 1997 ; Stanuszek,
2003 ; Adler, 2000). Durant le calcul numérique, les propriétés matérielles de la
structure sont ajustées pour tenir compte de I’état de chaque élément. Bien que cette
approche prédise la formation des plis, elle ne donne aucun renseignement sur
I’amplitude, la longueur d’onde ou le nombre d’ondes. Pour prendre en compte les
détails des plis, une autre simulation du plissage dans les membranes peut Etre faite a
I’aide des éléments finis de coque. Ces éléments ayant une rigidité non nulle a la
flexion, ils facilitent I’étude des plis par I’analyse de la bifurcation. On peut citer entre
autres modélisations utilisant cette approche, celle de Wong et al. (2002a ; 2002b).

Tres peu d’articles concernent 1’étude des plis dans les membranes en couplant
technique de la bifurcation et éléments finis membranes sans rigidité de flexion. Les
plis sont des déformées qui apparaissent a cause d’un flambement local dans les
régions de la structure ou se développent des contraintes compressives. L’étude
présentée dans ce papier entre dans la lignée de Miyamura (2000) : formulation d’un
élément fini membrane sans rigidité a la flexion combinée a ’analyse de la
bifurcation pour I’étude des plis dans les structures membranaires. Cependant, la
théorie standard de longueur d’arc quadratique (Crisfield, 1991) n’est pas adéquate
pour résoudre le probléme des plis dans les membranes. En effet, I’apparition des
plis dans ces structures est un phénomene trés critique qui donne naissance a des
racines complexes récurrentes dans 1’équation du second degré de longueur d’arc.
Puisqu’une simple réduction de la longueur d’arc AL ne résout pas le probléme, Lam
et al. (1992) ont proposé dans ce cas une reformulation de la longueur d’arc
quadratique pour faire aboutir les calculs. La procédure de ces auteurs a été greffée a
notre algorithme rendant ainsi possible le traitement des plis.

2. Mise en ceuvre numérique
2.1. Formulation de I’élément fini membrane 3D
L’élément membrane est développé en formulation lagrangienne totale, il a une

rigidité nulle a la flexion et il satisfait a la condition de contrainte plane. Le matériau
obéit a une loi de comportement hyperélastique compressible.
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Considérons une membrane dont la position de référence est définie par la
surface S, et 1’épaisseur h,. Sa position actuelle est définie par la surface S et
I’épaisseur h. La surface de référence S, est discrétisée en éléments finis
isoparamétriques, on notera e I’élément courant et NNE son nombre de nceuds. Soit
ez I’élément de référence de e, les positions de référence X et actuelle x d’une
particule courante de la surface de la membrane sont paramétrées par les
coordonnées (&, &) selon la chaine (§,,§,)€ e, > XeecCS, > xeS.

La discrétisation du principe des travaux virtuels conduit & un systéme
d’équations non linéaires d’inconnue {U} — vecteur des déplacements nodaux de la
membrane — systeéme que l'on résout par la méthode de Newton-Raphson. La
matrice raideur tangente élémentaire due aux forces internes dans chaque élément e
est calculée par :

Yo3d
Vi,je [L,3NNE], K =LNa,uNb,B 8, ZQBHMX‘*’{a_E) h,dS, [1]

Dans la relation [1], I'intégrale est effectuée sur 1’élément ¢ de la surface de
référence S,. Les entiers a,be[l,NNE] et p,qe[l,3] sont reliés aux indices
i,je [1,3NNE] par i = 3(a-1)+p, j = 3(b-1)+q, et il y a sommation sur o,,y,0€ {1,2}.
La notation N, ,, désigne la dérivée de la fonction de forme N, par rapport a &, X le
tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff de seconde espece, E le tenseur des
déformations de Green-Lagrange.

En présence d’une pression p qui est une force suiveuse appliquée sur la
membrane, on ajoutera la matrice suivante a la précédente : Vi,j €[1,3 NNE],

e 1

(KpreSSion )ij - EJ;E P (NaNb’l B N"Nf"l )XPA%Z - (NaNh,Z - NhNa,z )XpAq,l h‘tald‘taz
1

* Eﬁie: pN*‘Nb(XPA%ZVl - XpAq,lV2)dS [2]

Les entiers a, be[1, NNE] et p,qe[1,3] sont reliés aux indices i,je [1,3NNE] de la

méme maniere que ci-dessus. La notation x,, - est définie par x ,, =¢€,.X,, (petq

étant fixés, il y a au plus une valeur de m telle que €4y, soit non nul), v est la
normale unitaire extérieure a I’élément de référence e, en un point de son frontiere
dee. L’intégrale de surface sur eg est symétrique, alors que I’intégrale curviligne sur
deg est antisymétrique. Si la pression est appliquée sur une portion de surface S,CS,
la contribution de I’intégrale curviligne en un point situé sur la frontiere d’un
€lément intérieur a S, s’annule avec celle d’un élément adjacent, si bien qu’il ne
reste en fin de compte que la contribution aux points situés sur la frontiere de S,.

Dans notre étude, d’une part la pression p est uniforme sur S,, et, d’autre part, la
surface S, est soit a bord fixe, soit coupée en deux par un plan de symétrie. Par
conséquent, la contribution des intégrales curvilignes dans la matrice tangente est nulle.
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2.2. Parameétres de contréle et méthode de pilotage

On partitionne le vecteur {U} des déplacements nodaux de la structure en deux

parties : I’'une notée comprenant les degrés de liberté inconnus, 1’autre notée
{ﬁ} comprenant des degrés de liberté imposés. Le vecteur force externe {(D}de la
structure est décomposé sur le méme modele : une partie {ff)} correspondant a {ﬁ}
comprend les composantes de forces imposées, et une autre partie {6}

correspondant a {ﬁ} comprend les composantes de forces inconnues (forces de

réactions). Dans les exemples numériques, on suppose soit un déplacement imposé
proportionnel, soit un chargement proportionnel. Ainsi,

soit {ﬁ}z {ﬁ}o + }»{ﬁ}mf soit {&J}: k{@}mf (3]

N N N ref = ref = iz
ol A est le paramétre de contrdle, {ﬁ } et {d)} désignent les quantités de

202 z o . z . z
référence données. Le vecteur {ﬁ } relatif aux déplacements imposés nuls ne change

pas la valeur de {U} Dans certains cas, on peut avoir besoin de plusieurs

parametres de contrdle, par exemple dans le cas examiné plus loin de la membrane
carrée soumis a un glissement imposé, il faut deux parametres de déplacement, I’un
pour étirer au préalable la membrane et I’autre pour imposer le glissement. Les
relations [3a] et [3b] se généralisent facilement a de tels cas.

Pour traiter les points critiques (points limites, points de bifurcation), nous
utilisons la méthode de longueur d’arc qui consiste & avancer sur une courbe de
réponse d’une longueur d’arc AC donnée, (Wempner, 1971, Riks, 1972 ; 1979).

L’équation supplémentaire a celle d’équilibre s’écrit, respectivement dans les cas
[3a] et [3b] :

2

soit [AT[" +ax? [0~ =ar soit AT + a2 €2, = a2 [4]

Dans la relation [4b], le scalaire C. est un facteur d’échelle ayant la dimension
d’une longueur; lorsqu’il est pris égal a zéro, on parle de méthode de longueur d’arc
cylindrique. L’équation [4] combinée a 1’équation d’équilibre de la structure conduit
a une équation de second degré en AA (Crisfield, 1991). Dans le calcul des plis, on
rencontre tres fréquemment des difficultés pour passer sur une branche bifurquée
souhaitée, dans la mesure ou cette équation de second degré a de facon récurrente
des racines complexes. Un remede efficace pour surpasser cette difficulté a été
proposé par (Lam et al., 1992). Pour fixer les idées, supposons que nous sommes
dans le cas du chargement proportionnel, la méthode de Lam et Morley consiste
alors a projeter le résidu sur le vecteur force externe : a I’itération ou apparaissent les
racines complexes, le résidu est scindé en une composante selon la direction de la
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force et en une autre selon la perpendiculaire a cette force. C’est cette derniere qui
est responsable des racines complexes et qui doit étre éliminée. L’algorithme
modifié est résumé ci-dessous :

Boucle des itérations

..

Résoudre 1’équation quadratique de la méthode standard de la longueur d’arc.

Si les racines sont complexes, alors

(i) Réécrire la correction dU du déplacement comme U = x dUy + NdUg, ol
38U, =-K;'H, (Ky est la matrice raideur tangente, H est la composante
orthogonale de la projection du résidu selon la force de référence {<5}ref),
U, =-K;' @, et x et sont des scalaires.

(ii) Le nouveau déplacement U conduit 3 une nouvelle équation de second

degré en x. On choisit parmi les deux racines de cette nouvelle équation celle qui
fait avancer sur la courbe dans le sens souhaité.

Fin si.
(...)

Fin de boucle des itérations.

Pour étre siir que 1’équation quadratique en x fournit des racines réelles, le
scalaire 1 doit étre pris a 5 % de [n, — M|, ot M; et M, sont les racines d’une nouvelle
équation quadratique en 1.

2.3. Analyse de bifurcation

Lorsqu’on parcourt une courbe d’équilibre donnée, on peut traverser un ou
plusieurs points critiques qui sont des points singuliers de la matrice raideur tangente
Kr. Une détection pratique et a moindre cofit des points critiques est basée sur la
factorisation de Crout Kt = LDL", ol la matrice L est triangulaire inférieure et ou la
matrice D est diagonale. Le nombre de valeurs propres négatives de Ky est égal au
nombre d’éléments diagonaux négatifs, appelés « pivots », de D.

Lorsqu’un point critique sur la branche actuelle est détecté, on revient en arriere
et on examine sa nature pour savoir s’il s’agit d’un point limite ou d’un point de
bifurcation. Pour cela, la longueur d’arc AC est recalculée plusieurs fois par une
méthode de type de dichotomie comme celle proposée dans (Shi et al., 1996). Une
maniere efficace pour distinguer un point limite d’un point de bifurcation consiste a
calculer le parametre k de (Bergan et al., 1978), appelé current stiffness parameter

et défini dans le cas d’un chargement proportionnel par k = (&) e ﬁ¢ref )/ (fJ oref * U oref
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o~ =~ = . . . .
ou U, =K; ®%, K est la matrice carrée extraite de la matrice tangente Kr

selon le mode de partition U = (ﬁ,ﬁ) décrit plus haut. Le signe du paramétre k

change au passage d’un point limite, alors qu’il reste inchangé au passage d’un point
de bifurcation.

Le branchement sur une nouvelle courbe d’équilibre s’effectue par injection des
vecteurs propres (Wagner et al., 1988). Au début de I’incrément de la nouvelle

branche, on calcule le vecteur proprez, solution de KT .Z =0 et on effectue la

premiére correction SA = 0 et 5 U = +A¢ Z/HZH )

En couplant les techniques de calcul de la bifurcation a la procédure de Lam et
Morley pour le traitement des racines complexes, on arrive a simuler 1’apparition des
plis dans les membranes, comme montrent les exemples numériques proposés ci-
dessous.

3. Exemples numériques
3.1. Hémisphere gonflé puis appuyé

Le premier exemple traité porte sur une membrane hémisphérique, de rayon de
référence R, = 15.5 cm et d’épaisseur de référence h, =25 um (R,/h, =6 102),
gonflée puis appuyée au pdle par une force verticale. Vu la symétrie du probleme,
seul un quart de I’hémispheére est modélisé avec 25x25 éléments. La loi de
comportement utilisée ici comme dans tous les autres exemples est la loi
hyperélastique néo-hookéenne compressible définie par le potentiel volumique

p Y= %(tr C-3)-ulnJ+ % (InJ)?, ot C est le tenseur de dilatation lagrangien

C=2E+I, J=+detC, A et u sont des coefficients matériels. Pour les applications

numériques, on prendra E = 270 MPa, v = 0.4, E et v étant reliés & A et u par
A=Ev/(1+v)/(1-2v), u=E/2/(1+V).

Le chargement est appliqué en deux étapes : d’abord la membrane est gonflée
jusqu’a une pression donnée, ensuite on applique une force verticale au pdle.

Dans un premier temps nous décidons de traiter ce probléme sans bifurcation,
c’est-a-dire de rester sur la branche fondamentale. Comme le montre la figure 1, le
pole s’enfonce dans I’hémisphere sans exhiber le moindre pli.

Ainsi seule la prise en compte de la bifurcation révele la présence des plis comme le
montrent les figures 2a et 2b. La figure 2a présente la déformée de la membrane pour
une pression de p = 120 Pa (donnée selon (Szyszkowski et al., 1987) et la figure 2b
pour une pression de p =5 000 Pa (donnée selon (Stanuszek, 2003)).
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On remarque sur les deux figures 2a et 2b que dans le voisinage du point
d’application de la force, les plis ont une distribution périodique et sont symétriques.
Sur la figure 2a, ot p = 120 Pa, on voit que les plis sont trés fins comme dans les
tests expérimentaux menés par (Szyszkowski et al., 1987). Par contre, sur la
figure 2b, avec une pression intérieure plus importante, p = 5 000 Pa, les plis sont
plus accentués, comme cela a été observé dans (Stanuszek, 2003).

Figure 1. Déformée de la membrane hémisphérique sans calcul de la bifurcation

a b

Figure 2. Déformées de I’hémisphére pincé : (a) p = 120 Pa ; (b) p = 5 000 Pa

Enfin, il convient de remarquer que mailler un quart de la structure me¢ne a une
sélection des modes et qu’on ne peut donc détecter que les modes qui respectent la
symétrie exploitée. Cette remarque vaut aussi pour I’exemple de 1’airbag plus loin ol
nous maillons un huitieme de la structure.
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3.2. Membranes carrées ou rectangulaires soumises a un glissement imposé

Les exemples présentés dans cette section concernent les membranes carrées ou
rectangulaires, fixées sur un co6té et soumises a un glissement imposé sur le coté
opposé. Commencons par une membrane carrée qui a, dans la configuration initiale,
un c6té de 25 cm et une épaisseur de 25 um. Les propriétés matérielles sont
E =2 500 MPa et v =0.34. Ici, le pilotage de la longueur d’arc en force (relation
[3b]) entraine de sérieux problémes de convergence et doit étre remplacé par le
pilotage de la longueur d’arc en déplacement (relation [3a]). La membrane enticre
est maillée avec 40 x 40 éléments. Dans la premicre étape de calcul, on applique un
étirement selon la direction y de 0.5 % du coté, puis dans la deuxieme étape on
impose le glissement selon x jusqu’a 5 % du c6té. Le processus de formation des plis
dans la membrane carrée cisaillée est décrit sur la figure 3. Au début, pour un
glissement assez faible, plusieurs plis apparaissent simultanément dans la structure et
s’étendent sur toute la surface quasiment. Au fur et a mesure que le glissement
augmente, le nombre de plis diminue et les plis se réorganisent selon la diagonale du

carré.
u=0mm u=1.05 mm
u=2.1mm u=23.8 mm u=1.4cm

Figure 3. Déformées successives de la membrane carrée sous glissement imposé

Les plis obtenus pour un glissement de 1.4 cm sont treés proches de ceux obtenus
par Tessler et al., 2003) : selon la diagonale, on observe la présence de quatre gros
plis, et la naissance de deux petits plis & peine perceptibles. Nous avons représenté
sur la figure 4 les branches fondamentale et bifurquée de la membrane carrée sous
glissement imposé. Le point choisi pour tracer la fleche w est de coordonnées (0 cm,
12.5 cm, 0 cm), I’origine étant située en bas a gauche de la membrane.
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La branche fondamentale correspond a la déformation de la membrane dans son
plan, en I’absence des plis. Sur la branche bifurquée on remarque que lorsqu’on
soumet la membrane a un glissement imposé, le point de bifurcation n’apparait pas
avant que le déplacement horizontal du bord supérieur ne dépasse une certaine
quantité. Ceci est dii a I’étirement initial apporté a la membrane avant le glissement.

0013
0012
0.011
0.01
0,008
0008
‘E‘ 0.007
; 0.006
0005
0.004
00023
0002
0.001

7000 005

Branche fondamentale

Branche bifurquée

:
0.0005 0.001
w (m)

0.0015

Figure 4. Courbes d’équilibre d’une membrane carrée sous glissement imposé
(branche fondamentale et branche bifurquée)

u=0mm

u=298cm

u=2.1cm

u=245cm

u=3,36cm

u=3,67cm

Figure 5. Déformées successives de la membrane rectangulaire sous glissement

imposé

Passons maintenant au cas de la membrane rectangulaire dont le processus de
formation des plis est, comme on va le voir, différent de celui de la membrane
carrée. Les dimensions de référence retenues ici sont : longueur L =40 cm, largeur
L =16 cm et épaisseur = 50 um. Le module d’Young du matériau est E = 6.46 GPa
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et le coefficient de Poisson v =0.35. Comme pour la membrane carrée, on doit
appliquer un étirement initial qui vaut ici 3 % de la largeur L.

La figure 5 montre qu’avec la membrane rectangulaire, les plis prennent d’abord
naissance sur les bords de la structure. Au fur et a mesure que le glissement
augmente, les plis convergent vers le centre de la membrane.

3.3. Airbag circulaire

Le dernier exemple traité est la modélisation des plis dans un airbag circulaire.
Dans la configuration de référence, 1’airbag est une membrane d’épaisseur h,
composée de deux faces circulaires accolées, de rayon R, et se trouvant dans un
méme plan. Les valeurs numériques utilisées sont celles de Cirak et al., 2001) et
reprises par (Flores et al., 2003) : module d’Young E = 60 MPa, coefficient de
Poisson v =0.3, h,=400 um et R,= 35 cm. Bien que le gonflement d’un airbag soit
en pratique un probléme dynamique, nous le résolvons ici dans le cadre quasi statique.

En tenant compte des symétries, seul un huitieme de 1’airbag est maillé avec
30x30 éléments. L’airbag est gonflé jusqu’a une pression de 5 000 Pa. Sous I’effet
de la pression, I’airbag se déforme en prenant des fleches hors plan, pendant que son
bord initialement circulaire se déplace librement dans le plan initial. La forte
singularité numérique au démarrage du calcul est surmontée en étirant au préalable
la membrane par une force morte appliquée sur le bord circulaire de ’airbag et
éliminée au fur et 2 mesure de la progression du calcul. Ce procédé fait apparaitre
naturellement les plis sans avoir recours aux techniques de calcul de la bifurcation.
Le résultat obtenu est montré sur la figure 6.

z

A

Figure 6. Déformée de I’airbag circulaire

On observe une distribution réguli¢re des plis le long de la grande circonférence
de la membrane. Il est évident qu’il faut utiliser un maillage plus fin si on veut
représenter correctement le nombre des plis, comme dans les autres exemples
d’ailleurs.
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4. Conclusion

L’objectif de ce travail a été de proposer un outil numérique robuste pour étudier
I’apparition des plis dans les membranes. A cette fin, un élément fini membrane sans
rigidité a la flexion a été développé en formulation lagrangienne totale et utilisé en
analyse de bifurcation pure sans ajout d’aucunes imperfections dans la structure. Les
exemples sélectionnés ont montré la capacité de la formulation a prédire la
bifurcation et les régions de plis dans la membrane. La singularité de la matrice dans
la configuration de référence est surpassée par une précontrainte, qui est soit une
précontrainte introduite dans la loi de comportement, soit une force ou un
déplacement imposé sur les bords de la structure. Une technique simple proposée par
(Lam et al., 1992) a été incorporée dans le programme de calcul pour traiter
I’apparition éventuelle de racines complexes lorsqu’on suit la méthode standard de
longueur d’arc quadratique.
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