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RESUME.Dans cet article, on présente une nouvelle formulation éléments finis pour les pro-
blemes d’élastoacoustique avec interface dissipative. L'approche proposée est basée sur
l'introduction du champ de déplacement normal du fluide au niveau des interfaces dissipa-
tives ce qui permet de transposer les formulations du domaine fréquentiel au domaine tem-
porel lorsque le fluide est décrit par un champ scalaire comme la pression. Deux modéles
d’'amortissement pour prendre en compte I'effet dissipatif de I'interface sont présentés: le mo-
déle de Kelvin-Voigt avec I'aspect symétrisation du probleme et celui de Zener. L'effet amor-
tissant de l'interface est analysé sur des exemples simples dans les domaines fréquentiel et
temporel.

ABSTRACTIN this paper, a new finite element formulation for elastoacoustic problem with dissi-
pative interface is presented. The proposed approach is based on the introduction of the normal
fluid displacement field on the damped interface which allows to transpose formulations in fre-
guency domain to time domain when the fluid is described by a scalar field like the pressure.
Two dissipative interface models are presented: the Kelvin-Voigt model with the associated
symmetric formulation and the Zener model. The damping effect of the interface is analyzed by
mean of examples in transient and frequency domain.

MOTS-CLES :interaction fluide-structure, elastoacoustique, interface dissipative, méthode des
éléments finis, déplacement fluide normal a I'interface.
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1. Introduction

Dans le contexte général de la réduction du bruit, ce travail concerne les formula-
tions éléments finis de problémes vibroacoustiques avec interfaces dissipatives. L'ori-
ginalité de I'approche proposée est liée a l'introduction du champ de déplacement
normal du fluiden au niveau des interfaces dissipatives permettant de transposer les
formulations du domaine fréquentiel vers le domaine temporel lorsque le fluide est
décrit par un champ scalaire de type pression ou potentiel de déplacement. Une for-
mulation utilisant cette nouvelle variable scalairgpour décrire l'interface permet
d’introduire différents modéles d’amortissement pour prendre en compte la dissipa-
tion de I'énergie acoustique. Dans ce papier, on considére en premiere approche des
modeéles simples d’amortissement de type Kelvin-Voigt et Zener dans le cadre d’'une
interface infiniment mince (Degt al. 2005). Il est important de noter que d’autres for-
mulations sont proposées dans la littérature utilisant comme variable soit le potentiel
de déplacement fluide (Kehr-Candib¢ al. 1992, Ohayoret al. 1998) soit le champ
de déplacement fluide (Bermidetal. 1999). Dans le premier cas, le probleme aux
valeurs propres associé est non-linéaire (non quadratique en fonction de la fréquence)
et de résolution colteuse par exemple par balayage en fréquence. Dans le second cas,
la variable principale étant vectorielle, le systéeme est de plus grande taille et donc éga-
lement plus colteux a résoudre. De plus, il est nécessaire d'utiliser des éléments finis
particuliers pour prendre en compte l'irrotationnalité du fluide.

On présente dans cet article une formulation éléments finis du probléme faisant
intervenir le déplacement de la structurgla pression du fluide et la nouvelle va-
riable  a I'interface fluide-structure. Cette nouvelle formulation conduit a premiéere
vue a une écriture matricielle non symétrique. Dans le cas particulier ou I'interface est
modélisée par un modele de Kelvin-Voigt, la symétrisation s’obtient par I'introduction
du potentiel de déplacemeptcomme variable additionnelle intermédiaire (Morand
et al. 1995). Des exemples numériques sont présentés pour (i) valider la formulation
proposée par comparaison avec des résultats d’analyse modale donnés dans littérature,
et (ii) étudier l'influence de I'amortissement sur la réponse dynamique du systéme en
comparant les méthodes d'intégration directe et de superposition modale.

2. Formulation éléments finis du probléme élastoacoustique avec interface
absorbante

On considére une structure élastique remplie par un fluide linéaire acoustique et
soumise a des forces extérieures. La dissipation de I'énergie élastoacoustique s’effec-
tue grace a une interface dissipative modélisée par milieu infiniment mince et sans
masse dont la loi de comportement est de type viscoélastique. On présente dans cette
section (i) les équations locales et la formulation variationnelle du probleme couplé
avec interface absorbante représentée par un modéle de Kelvin-Voigt et (ii) les équa-
tions matricielles correspondantes en termes de déplacement de la structure, dépla-
cement fluide normal a l'interface absorbante, et pression (et/ou potentiel de dépla-
cement) dans le fluide. Lintroduction du champa pour objectif d'aboutir a des
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équations matricielles du second ordre en temps (ou quadratique en fréquence) a co-
efficients constants faisant intervenir selon les cas des matrices symétriques ou non.
De fagon explicite, il s’agit d’aboutir a des systéemes matriciels de type :

MX+DX+KX=F ou (K+iwD—-w?’M)X=F [1]

ou les matrices\t, D et K sont indépendantes du temps (ou de la fréquence).

2.1. Equations du mouvement de la structure

On considére une structure élastique a I'équilibre occupant le dofim®nte-
nant un fluide occupant le domaif¥g-. La structure est soumise a une force extérieure
surT’; et encastrée stt, (figure[]).

Fd o —

Figure 1. Géométrie du probleme d'interaction fluide-structure

La structure est décrite par son champ de déplacem&miuquel on associe les
tenseurs de contrainte(u®) et de déformatiorz(u®). Enfin, on noteps la masse
volumique de la structure @t® sa normale unitaire extérieure.

Les équations locales décrivant la réponse de la structure soumise aux forces exté-
rieuresF? appliquées suF, sont :

0%u®
dive(u®) — ps—=5 =0 danss [2a]
ot?
o(u’)n® =F? surl, [2b]
uw'=0 surl, [2c]

De plus, les conditions de continuité entre la structure et I'interface absorbante
s’écrivent :
oun® +olnt =0 surst [3a]

(¥ —u*) - nt =0 surzt [3b]
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ol X7 est l'interface vue du coté de la structusé, est la contrainte unidimension-
nelle sur linterfacen™ et u™ représentent respectivement la normale extérieure a
l'interface (entrante dar@s) et le champ de déplacement Siir.

2.2. Equations du mouvement du fluide

On considere un fluide non visqueux, homogéne, compressible, barotrope. Le
fluide est décrit par son champ de pressiargrifiant I'équation d’Helmholtz :

1 0%
P c2 Ot?

ol c est la vitesse de propagation des ondes dans le fluide.

=0 dansQp (4]

Les conditions de continuité entre le fluide et l'interface absorbante s’écrivent :

—pnf +oin~ =0 surz™ [5a]

(u”

—u )-n =0 surX” [5b]
oU X~ estl'interface vue du coté du fluide! est la normale unitaire extérieur&?,
n~ estla normale unitaire sur l'interfa¢e” entrante dan€, etu™ est le champ de
déplacement sux—.

De plus, I'équation d’Euler linéarisée appliquée sur le bbrd permet d’'écrire
I'équation suivante :

2. F
F 0“u F

ou pr est la masse volumique du fluide a I'équilibre.

2.3. Loi de comportement de I'interface dissipative

On rappelle que le troisiéme milieu entre le fluide et la structure est sans épaisseur
(X =%t =% etn = nf = nt = —n") et sans masse. Pour le modéle de
Kelvin-Voigt, la contrainte a I'interface est donnée par :

JI:kI(u+fu*)-n+dl(—+f—)~n [7]

ouk’etd! sont les paramétres du modéle d’amortissement. Ainsi, la contrainte est la
somme d’un premier terme proportionnel au saut du déplacement normal a I'interface
qui représente I'aspect élastique de la couche amortissante et un second terme propor-
tionnel au saut de la vitesse normale & l'interface qui caractérise son aspect visqueux.
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2.4. Probléme aux limites en termes da, 7, p)

La description du fluide par un champ scalaire (pression et/ou potentiel de dépla-
cement fluide) présente un désavantage lors de la présence d'une paroi absorbante :
la dépendance complexe en fréquence ne permet pas en général d'écrire le probléme
associé en temps. Pour remédier a cet inconvénient, il est nécessaire d'introduire le
déplacement fluide normal au niveau de l'interface dissipative. Avec cette nouvelle in-
connue scalaire notée= u’" - n et en remplagani® paru dans la suite, le probléme
d’interaction fluide-structure avec interface absorbante s'écrit :

— Structure
. 0%u
dive(u) — PS g = 0 dansQg [8a]
o(u)n® =F? surl, [8b]
u=0 surl’, [8c]
Ou on
S (g o 9
oc(un” =— [k'(u-n—n)+d (é)t n 8t) n sury [8d]
— Fluide
1 9%
P— 555 =0 dansQx [9a]
0%n
Vp-n= PP sury [9b]

— Interface absorbante

5’—u-n—@):o onx [10]

I o I
p+k(u-n n)+d(8t Y

2.5. Formulation variationnelle

On procéde dans cette partie par la méthode des fonctions-tests pour écrire la for-
mulation variationnelle du probléme. Dans un premier temps, on introduit I'espace
C,, des fonctions suffisamment régulienesiéfinies danss. En multipliant scalai-
rement I’équation[Ea] par une fonction-tést € C = {ou € C,/du=0surl’,}
indépendante du temps et en appliquant la formule de Green, on obtient :

2
/ tr[o(u)e(du)] dx—i—/ psa—?-éudx—k‘l/ nn-&uda+k1/(u~n)n~5uda
Qs 0 Ot > >

ou

_dI/E?Znﬁuda—&-d]/z(at-n)n-<5ud<7:/F F suds [11]
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De méme, on introduit I'espad€, des fonctionsg définies dan$2r. En multi-
pliant scalairement I'équatiof [Pa] par une fonction-tgstc C,, indépendante du
temps et en appliquant la formule de Green, on obtient :

82p
» Ot?

PF

C P spde + / 5 2 spdo =0 [12]

Finalement, en introduisant I'espace des fonctions@estt en multipliant I'équa-
tion [I0] par une fonction-tesk) € C,, indépendante du temps, on a:

/p6nda—k1/n5nda+kl/u~n(5nda
b

fdf/ﬁa do + d’ -ndénde =0 [13]

875

Ainsi, la formulation variationnelle du probléme élastoacoustique avec interface
absorbante consiste a trouver f, n)<(C., Cy, Cy) tels que les équatiorfs [11,]12] 13]
soient satisfaiteg(du, ép, én)e(C:;, C,, C;,) avec des conditions initiales appropriées.

2.6. Discrétisation par éléments finis

Aprés discrétisation par éléments finis des formes bilinéaires intervenant dans la
formulation variationnelle, on obtient le systéme matriciel suivant :

M, 0 o0\ /U d'G, —d'G,, 0\ [U
o o o |(fa]+(-dGl, dG, of|H
o cI' K,/ \p 0 0 0/ \p
K,+kG, -k'G,, 0 U F
+| —-K'GI, kG, -C,||H|=/[0] [14]
0 0 F, P 0

Dans I'équation[[I4]U, H et P sont les vecteurs des degrés de liberté relatifs a
n etp, le vecteur des efforts extérieurs appliqués a la structure,Jhodét défini par
Jr, F¢-duds = §UTF, et les sous-matrices sont définies par :
T 82 T
tr[o(u)e(du)] dz = U K, U , ps o Sdudr = 6UTM, U
Qs

1

prc?

/ 825pd:c:>6P KP i/ Vp-V5pdx:>5PTFpP
ap O PF Jap [15]

/E pdnde = sH'C,,P , /E m - dude = sUTG,,H

/E(u -n)n-dude = §UTG,U, /Enan do = 0H" G, H
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Il convient de remarquer que le systéme précédent n’est pas symétrique.

3. Symétrisation du probléme spectral avec interface dissipative

Dans cette section, on présente la procédure de symétrisation du probleme élastoa-
coustique avec interface dissipative de type Kelvin-Voigt. La symétrisation est obte-
nue par l'introduction d’un potentiel de déplacement fluidiel queu’” = V¢ (voir
(Morandet al. 1995) pour plus de détail). Les équations du probléme spectral associé
se réécrivent en fonctiofu, 7, p, ¢) sous la forme :

dive (u) + w?psu = 0 dansQg [16a]
o(u)n® =0 surl’; [16b]
u=0 surl’, [16c]
o(u)n® = — [k'(u-n—n)+iwd (u-n—n)|n surk [16d]
pPrAp + % =0 dansQr [16€]
g—i =n sury [16f]
p:c2 = %2290 dansQ g [164]
—wprp=k(u-n—-n) +iwd (u-n-n) sury [16h]

Ainsi, en procédant comme dans la section 2.5, la formulation variationnelle du
probléme consiste a trouveret (u, 1, p, p)€(Cy, Cy, Cp, C,) tels quev (du, én, dp,
dp)e(Cy, Cy, Cp, Cy) On ait

/Qstr [o(u)e(du)] dz — w2/ psu-oudr

Qg

—kl/nn-éuda—&—kl/(u-n)n~5uda [17]
b b

fiwdl/nn~5uda+iwdl/(u~n)n~5uda:O
by by

1
—pPF V@-V{Sgpdx—&—pF/n&pda—i-—Q/ pdpdr =0 [18]
Qr by c Jag
1 2
/ pépdx—w—/ popdr =0 [19]
prc? Ja, 2 Jan

7w2pp/g0577d0+k1/77(577d07k1/u~n57;d0
by b by [20]
—&—iwdl/nénda—iwdl/u-néndo:o
b by
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Aprés discrétisation par éléments finis, la formulation variationnelle précédente
peut s’écrire sous forme matricielle :

K, +kG, —k'G,, 0 0 d'G, —d'G,, 0 0
-k'GIL, kG, 0 o0 | -d'GL  d'G, 0 0
w + iw un
0 0 K, 0 0 0 00
0 0 0O 0 0 0 00
M, O 0 0 U 0
L, 0 0 o0 A H| |0
“lo o o B p| = [o| Y
0 AT BT -F, o 0
ou @ est le vecteur des degrés de liberté relatifset avec :
1
pp/ pondo = §®TAH 7/ ©dpdo = §@TBP
b) s [22]

PF Vo -Vépdr = 6<I>TF9(,'I>
Qr

En adoptant la procédure décrite dans (Morahdl. 1995), ® peut étre éliminé
au profit des autres variables. Nous n’entrons pas ici dans le détail de cette dérivation
qui fait également intervenir une discussion sur le comportement limite a fréquence
nulle des formulations présentées (cf. (Lagbial. soumis, 2005)). L'équatior [21]
se transpose directement dans le domaine temporel. Dans ce cas, le systéme reste
symétrique et le second membre de I'équation fait intervenir les efforts appliqués.

4. Extension au modéle de Zener

On propose dans cette section de modéliser I'effet dissipatif de l'interface par un
modele de Zener (figufg 2).

Figure 2. Modéle de Zener a l'interface fluide-structure

Dans ce cas, les équations du probleme élastoacoustique sont :
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— Structure
. 0%u
dive(u) — ps— BT =0 dansQg [23a]
o(u)n® =F? surl, [23b]
u=0 surl’, [23c]
o(u)n® = [23d]
d! Op 7 Ju on
Wl ot +ki(u-n—n)+d (1+ )(81% n— 8t) n sury [23€]
— Fluide
1 0%
—aoE 0 dansQp [24a]
0%y
Vp-n AT sury [24b]

— Interface absorbante
d! op
kf ot

k) Ou —@):O sury  [25]

P )(815 T 5

—l—k:2(u n—n)+d(1+
D’une facon analogue au modeéle de Kelvin-Voigt, la formulation variationnelle
du probléme s’obtient par la méthode des fonctions-tests, et le systeme matriciel final

s’écrit sous la forme :

M, 0 O U
0 0 o0 H| +
T
0 Cm, K, P

I I
df(1+:—§)c;u —dI(1+:—}%)Gun 4Cuy \ (U

d(1+k,)GT d'(1+33)Gy f%c,ﬂ, H

0 0 0 P
K, + kG, —kiG, 0 U F
| -k GT kG, -C,|(H] ={0] 26
0 0 F, P 0

ou C,, estla sous-matrice définie par :

/ P sude = sutc,,P
5 Ot

L'analyse de cette formulation fait I'objet de recherches en cours.
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5. Validation : analyse modale d’une cavité acoustique amortie

Pour valider la formulation présentée, on se propose tout d’abord de calculer les
modes propres d’une cavité acoustique amortie de dimensiosn Iimjy contenant
de lair (o = 1 kg/m?, ¢ = 340 m/s) et dont la face supérieure est absorbante. On
utilise ici le modeéle de Kelvin-Voigt avec comme paramétrés= 5 x 10% Pa/m et
d! = 50 Pa.s/m qui correspondent a des coefficients moyens d'impédance d’une laine
de verre typique dans une plage de fréquence [50-500 Hz] (BernedideA999).

Le tableay [l présente les fréquences propres de la cavité sans et avec amortisse-
ment. On constate ici la trés bonne concordance entre nos résultats et ceux issus de
solutions exactes. De plus, dans le cas amorti, on constate que lorsqu’on augmente
le nombre de degrés de liberté (ddl) notre solution converge vers la solution exacte
donnée par Bermudez.

Tableau 1.Fréquences (Hz) de la cavité sans et avec amortissement

cavité rigide cavité amortie
(961d.d.l) exacte (121d.d.l) (961d.d.l.) exacte
170.1 for =170 166.8-0.0i 166.2-0.0i 166.2-0.0i
170.1 fi0 =170 168.7-0.0i 168.0-0.0i 167.9-0.0i
240.5 f11 = 240.4 236.0-0.1i 235.1-0.1i 235.0-0.1i
340.6 foz = 340 337.4-0.2i 332.9-0.2i 332.4-0.1i
340.6 f20 = 340 341.1-0.1i 335.3-0.1i 334.7-0.1i

* (Blevins 1993),* (Bermidezt al. 1999)

La différence entre les fréquences de la cavité rigide et la partie réelle des modes
propres de la cavité amortie est die a I'effet du resddit (a partie imaginaire est
liée quant a elle a la dissipation dans I'amortisseli).(

6. Analyse transitoire d’'une structure élastique contenant un fluide acoustique
avec amortissement a l'interface

Dans cet exemple, on considére une structure élastique rectangblairé4 Gpa,
ps=7700 kg/ni, v= 0.35) dont les données géométriques sont présentées sur la fi-
gureB. La structure est remplie d'ap#=1 kg/m?, c=340 m/s). De plus, on utilise
un modele d’amortissement de type kelvin-Voigt sur toute l'interface fluide-structure.
Les parameétres d’amortissement pour cet exemple sont identiques a ceux de I'exemple
précédent.

Le tableali R présente les fréquences propres : (i) de la cavité rigide, (i) de la struc-
ture seule, (iii) du probléeme couplé fluide-structure sans amortissement calculé avec
une formulation q, p) et (iv) du probléme couplé amorti calculé avec une formula-
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0.125m 1.00m 0.125m
Ml
- Qs 0.125m

— | | %
F'=F,sin(ot) y/H —
E—

I Q. > 0.75m |H

L.

Figure 3. Géométrie du probleme élastoacoustique avec amortissement & l'interface

vwillll

T, |0.125m

tion (u, n, p) symétrique. Les moded et E correspondent aux modes propres de
vibration de la structure dans la plage de fréquence étudiée. Les mod&sD, F

et G correspondent aux modes propres de vibration du fluide. On remarque la bonne
concordance entre nos résultats et ceux données par Bermudez dans le cas non amorti.
Le tableau montre aussi que les fréquences propres de la structure seule ne sont que
trés légérement influencées par I'interface dissipative contrairement a celles du fluide.

Tableau 2.Fréquences (Hz) pour le prbléme élastoacoustique sans et avec amortis-
sement

sans amortissement avec amortissement

Mode fluide structure  f-s fs Kelvin-Voigt

A - 105.0 105.0 - 105.0+0.0i

B 170.1 - 170.1 169.9 158.1+0.1i

C 227.0 - 226.9 226.4 209.3+0.2i

D 283.7 - 283.6 283.7 256.2+0.i

E - 305.7 305.7 - 305.6+0.0i

F 341.1 - 341.0 339.2 316.3+0.4i

G 409.7 - 409.6 409.0 369.7+0.8i

* (Bermudezet al. 1999)

La structure est maintenant excitée sur son bord gauche par une force sinusoidale
fonction de I'abscissg : F? = Fysin(wt) y/H avecF, = 1000 N etw = 27 x 380
rad/s.

La figure[4a présente la réponse du systéme couplé avec interface absorbante au
pointM; (1.25m,1m) de la structure. On voit sur cette figure que la réponse donnée par
la méthode de superposition modale en utilisant uniquement les 15 premiers modes est
superposée a celle obtenue par la méthode d’intégration directe en utilisant un schéma
de Newmark. La figurp]4b présente la réponse en fréquence du systéme couplé avec
et sans interface dissipative au poii, (0.25m,0.75m) du fluide. On remarque la
présence du pic relatif a la frequence d’excitation a 380 Hz. Pour le cas amorti, les pics
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présents sur la courbe représentent la partie réelle des fréquences propres. Comme on
peut le constater, seuls les modes fluide sont influencés par la présence de l'interface
disspative.

—— Newmark
6 Superposition modale (15 modes)

Déplacement (mm)
o
SpectreddB)

70 —— Sans@mortissementéd'interface
Avecé@mortissementéd'interface

0 20 40 60 80 100 0 100 200 300 400 500
Temps (ms) Fr quencedHz)

(a) Réponse de la structure au padt (b) Réponse du fluide au poit,

Figure 4. Réponse du systéme couplé : (a) comparaison entre les méthodes d’intégra-
tion directe et de superposition modale, (b) résultats sans et avec interface dissipative

7. Conclusion

Dans ce travail, une nouvelle formulation éléments finis pour les problémes d’élas-
toacoustique avec interfaces dissipatives est proposée. Cette formulation fait intervenir
le déplacement de la structure, le champ de pression dans le fluide et le déplacement
fluide normal au niveau des interfaces absorbantes. Les équations locales du probléme
ainsi qu’une formulation symétrique pour un modéle d’amortissement de type Kelvin-
Voigt sont présentées. Les recherches en cours concernent la symétrisation de la for-
mulation avec un modeéle de Zener dont la formulation non symétrique est présentée
dans cet article.
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