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RESUME Le traitement de I'incompressibilité est un point-clé pour le dimensionnement des com-
posants élastomeéres ou la simulation du processus de formage. L'utilisation de formulations
mixtes permet d’éviter le phénoméne de verrouillage (locking) de I'approximation éléments fi-
nis. Cependant, la stabilité de ces méthodes est conditionnée par la vérification de la condition
inf-sup. Récemment, les approximations E.F. ont évolué avec l'introduction de la partition de
I'unité. La méthode X-FEM (eXtended Finite Element Method) utilise ce concept pour éviter le
maillage (et remaillage) des surfaces physiques du probléme. Dans cet article, une stratégie est
proposée pour la gestion des trous avec la méthode X-FEM dans le cas incompressible. Les ap-
plications numériques montrent que la convergence théorique des éléments finis est préservée,
et que la condition inf-sup est vérifiée.

ABSTRACTThe treatment of (near-)incompressibility is a major concern for the simulation of
rubber-like parts, or forming processes. The use of mixed finite element methods is known to
prevent the locking of the F.E. approximation in the incompressible limit. However, the stability
of these formulations is conditionned by the fullfilment of the inf-sup condition. Recently, finite
elements method has evolved with the introduction of the partition of unity. The X-FEM uses it
to remove the need to mesh (and remesh) physical surfaces. In this paper, a strategy is proposed
for the treatment of holes within X-FEM in the incompressible setting. Numerical examples
show that F.E. convergence rate is preserved and that the inf-sup condition is passed.

MoTs-CLES formulation mixte, X-FEM, partition de I'unité, condition inf-sup, incompressibilité,
trous
KEYwoRDsMmixed formulation, X-FEM, partition of unity, inf-sup condition, incompressibility,
holes
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1. Introduction

Les formulations éléments finis en déplacement sont largement utilisées pour les
simulations en ingénierie. En effet, elles permettent la résolution d’'une grande va-
riété de problemes, et sont maintenant bien connues sur le plan mathématique. Ce-
pendant, il existe encore deux limitations a ces méthodes. D’abord, la résolution de
problémes incompressibles ou quasi incompressibles qui nécessitent I'utilisation de
formulations adaptées. Sinon, la contrainte d'incompressibilité verrouille le maillage
(locking), donnant lieu & des solutions non physiques. En outre, la génération et surtout
la réactualisation du maillage dans les cas 3D complexes faisant intervenir des fron-
tieres mobiles (fissures, interfaces matériau, vides) manque toujours de robustesse.

Un certain nombre de techniques ont été développées pour gérer le probleme de lo-
cking. Parmi elles, on trouve les procédures d'intégration sélective (Naylor 1974, Hu-
gheset al. 1978) et I'approche Bbar (Hughes 1980) dans laquelle la partie volumé-
trique du tenseur des déformations est évaluée au centre de I'élément. Une autre mé-
thode consiste a augmenter la taille de I'espace des déformations et relacher la com-
patibilité (Enhanced assumed strain methods (Tastlat. 1976, Simo et Rifai 1990))
pour donner plus de latitude a la minimisation et permettre ainsi de vérifier la condi-
tion de divergence nulle du déplacement.

Ici, nous considérons une formulation mixte a deux champs ou la contrainte d’in-
compressibilité est affaiblie par I'introduction du champ de pression. Le phénoméne
de locking est éliminé au prix d’inconnues de pression additionnelles.

Cependant, ces formulations mixtes ne sont pas inconditionnellement stables. Des
oscillations peuvent apparaitre dans le champ de pression si les espaces contenant les
déplacements et la pression ne sont pas choisis avec attention.

Pour étre stable, une formulation mixte doit vérifier la condition dite inf-sup
(ou LBB). Cette derniere est une condition sévére qui dépend du lien entre les es-
paces d’approximation de déplacement et de pression. Prouver qu’une paire d’espaces
déplacement-pression vérifie la condition inf-sup n’est pas une tache aisée. Cependant,
un test numérique a été proposé par Brezzi et Fortin (1991) puis par Chapelle et Bathe
(1993), afin de prédire la vérification de la LBB.

La seconde limitation des formulations éléments finis classiques (frontieres mo-
biles) a été résolue par le développement de méthodes alternatives comme les mé-
thodes sans maillage avec lesquelles la connectivité entre les nceuds n’est plus ob-
tenue par un maillage, mais par des domaines d'influence qui peuvent étre coupés
par les frontiéres. Cependant, ces méthodes sont sensibles au phénoméne de ver-
rouillage (Huerta et Fernandez-Méndez 2001, Dolbow et Belytschko 1999) au méme
titre que les éléments finis. C’est pourquoi des stratégies ont été développées pour ré-
soudre ce probleme (Huerta et Fernandez-Méndez 2001, Hetemta?004). A part
le couplage de méthode sans maillage avec les éléments finis (Huerta et Fernandez-
Méndez 2000), la méthode X-FEM (eXtended Finite Element Method) est une alter-
native au remaillage. Cette méthode est basée sur la partition de I'unité (Melenk et
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BabusSka 1996). Un enrichissement adapté de la base éléments finis permet de mo-
déliser des trous, des inclusions matérielles et des fissures avec des maillages non
conformes. La méthode X-FEM a été utilisée pour la simulation d'une grande va-
riété de probléemes en mécanique de la rupture : fissuration 2D (btogis1999),

3D (Moéset al. 2002b, Gravouikt al. 2002), plaques (Dolbowt al. 2000), rupture
cohésive (Moés et Belytschko 2002a), fissuration dynamique (Rétha@k2005),
fissuration non-linéaire (Dolbow et Devan 2004, Legrainal. 2005b, Areias et
Belytschko 2005). La gestion des trous a été étudiée dans (Etaalx2000), les in-
clusions matérielles dans (Sukunedral. 2001, Moést al. 2003) et les écoulements

de phases multiples dans (Chessal. 2003).

Ici, nous nous intéressons a 'application de cette méthode pour le traitement des
trous dans les matériaux incompressibles. Les méthodes de type Bbar et intégration
réduite ne sont pas considérées, car elles ne semblent pas pouvoir étre généralisées
aisément aux champs de déplacement enrichis.

Dans cet article, on s'intéressera a la stabilité de formulations mixtes dans le cadre
de I'approche X-FEM. L'enrichissement de formulations mixtes a déja été réalisée
pour limiter les phénomenes de locking (Dolbetval. 2000, Wagneet al. 2001).
Cependant, la stabilité et la convergence de ces approches n'ont pas été étudiées. Le
dernier travail sur ce sujet a été proposé par Dolbow et Devan (2004) ou les auteurs
s'intéressent a I'application de la méthogighanced assumed stragnla X-FEM en
grandes transformations. Cette approche semble donner une formulation stable dans
le cas de la mécanique non linéaire de la rupture pour des matériaux quasi incompres-
sibles. Cependant, la stabilité de la méthode n'a pas été étudiée en détail.

Cet article sera organisé comme suit : d'abord, les équations gouvernant I'élas-
ticité linéaire incompressible sont rappelées. Ensuite, les conditions de stabilité des
formulations mixtes sont présentées. Enfin, la prise en compte des trous dans le cas de
formulations incompressibles traitées par X-FEM est présentée, puis validée.

2. Equations du probléme

Dans cette section, on s’intéresse a la construction de formulations mixtes stables
pour la résolution de problemes d’élasticité incompressible. Les équations gouvernant
le probleme sont d’abord rappelées. Ensuite, la condition de compatibilité inf-sup ainsi
gu’un test numérique sont présentés.

2.1. Elasticité incompressible
On consideére la réponse statique d’un solide élastique occupant un domaine borné

Q € R? avec des frontiéres suffisamment réguliéd€s qui sont séparées en deux
parties disjointesdf2,, ou les déplacements sont imposéget ol le vecteur traction
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Figure 1. Le probleme de référence

estimposé. Les équations gouvernant le probléme d’élasticité linéaire bidimensionnel
s'écrivent :

dive+b=0 sur()

e=1(Vu+vul) surQ

o-n=T4 suroQr [1]
u(x) =uq surof,,

g= g: £ surf)

ou o représente le tenseur des contraintes de Calohst le chargement par unité de
volume,uq est le champ de déplacement impdBg,est le vecteur traction imposg,
est la normale extérieure a la frontié18, ¢ est le tenseur des déformations linéarisé
etC est le tenseur d’élasticité du 4éme ordre qui doit étre bomeé,

Cijkl € LOO(Q) iajvkal: 1a233 [2]
Dans le cas de I'élasticité linéaire isotrope, la relation de comportement s'écrit :
og=rey(u)l+2ueP(u) inQ [3]

ol ey est la déformation volumique{ = div(u)), x est le module de compressibi-
lité,
E

eth est la partie déviatorique de la déformation :

Ev
§D_§_7
= = 3

I~

(5]

Quand le matériau devient incompressible, le module de compressibilité tend vers
Iinfini. Cela signifie que=y, doit tendre vers zéro pour vérifier la conditidf [2].

ey = div(u) — 0 quandv — 0.5 [6]



Formulation incompressible par X-FEM 261

La formulation forte[[1] est aussi équivalente a la stationnarité d’'un potdmtégli,
pour une formulation en déplacement s’écrit :

1

H(u):Q/Sze(u):C:s(u)dQ—/Qu-bdQ—/amu-TddF [7]

Afin de modéliser des problémes incompressibles ou quasi incompressibles, on
considére un principe a 2 champs en introduisant une deuxiéme variable (la pression
hydrostatiquey) dans|[] :

p=—nev(w) = —5Tr(e) 8]

Quandx augmente, la déformation volumigue diminue et devient trés petite.
En incompressibilité totale, le module de compressibilité est infini, la déformation
volumique est nulle (la pression reste finie, de I'ordre du vecteur traction appliqué).
La contrainte s’exprime par :

g:—p£+2,ugD in ) [9]
La solution du systeme différenti¢l [1] fait maintenant intervenir deux variables : le

champ de déplacement et le champ de pression. En écrivant le principe a deux champs,
I'énergie potentielle totale pour la formulatian— p s'écrit :

xwp) =5 [ P

[l

:gD(u)de/wbde/ u-Tqdl
Q 0

2
—%/Q%dﬁ—/gpsv(u)dﬂ [10]

En écrivant la stationnarité dgu, p) par rapport aux deux variables indépendantes
etp, on obtient :

/5§D:
.

*/Q (E+ev)opan=o [12]

ou R(dv) représente le travail virtuel des forces extérieures.

e

cePdq — / pdey dQ = R(6v) [11]
- Q

2.2. Stabilité des formulations mixtes

2.2.1. Condition analytique de stabilité - la condition inf-sup

La discrétisation de I'équatiof [IL1] donne lieu & un systéme élément finis du type
(voir sectior{ B) :

Kuu K. u f
(e 5 ) (5)-(0) 3
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La question est de savoir sous quelles conditions ce systéeme d'équations est ré-
gulier. On peut montrer que c'est le cas (dans le cas de I'incompressibilité totale
quandx — o0), pourvu que le noyau dK,,;, est vide. Plus précisément, I'interpola-
tion déplacement—pression doit vérifier la condition de compatibilité Ladyzhenskaya-
BabuSka-Brezzi (Brezzi et Fortin 1991), aussi nommée condition LBB (ou inf-sup).
Cette condition montre que les champs de déplacement et de pression ne peuvent
étre choisis séparément. La condition suffisante qui relie ces espaces (inf-sup ou LBB
condition) s'écrit :

L'existence d’'une approximation élément finis stafié, p*) dépend du choix
d’une paire d’espace¥” et Q" vérifiant la condition suivante :
) fQ q" div v dQ
inf  sup i A
"€ yngyn || VP [ || g™ |12

>p3>0 [14]

ou 8 est une constante indépendante de la taille du maita&ela condition inf-sup
est satisfaite, alors il existe un uniqué < V" et unp” € Q" (déterminé a une
constante prés dans le cas ou les condition limites sont uniquement de type Dirichlet)

2.2.2. Vérification numérique de la condition inf-sup

Comme vu précédemment, la prédiction de la stabilité d’'une formulation mixte
impose la vérification de la condition inf-sup. Cette condition est cependant impos-
sible a prouver pour des situations pratiques. C’est pourquoi I'évaluation numérique
du inf-sup a été largement étudiée (Chapelle et Bathe 1993, Brezzi et Fortin 1991).
Cette évaluation numérique, bien que non équivalente a la condition analytique donne
une indication sur la vérification (ou non) de [14] par une discrétisation E.F. donnée.
Le test inf-sup numérique est basé sur le théoréme suivant.

Proposition 1 Soient les matriced1,, et M, associées respectivement aux pro-
duits scalaires dang’™ (norme H') et Q" (norme L?) et soit j1,,:, 1a plus petite
valeur propre non nulle du probleme aux valeurs propres suivant :

Kup’ Muu ' Kup v = 1> Mpp v [15]

alors, la valeur des est simplement,,,;., .

La démonstration peut étre trouvée dans (Malkus 1981) ou (Brezzi et Fortin 1991).
Le test numérique proposé dans (Chapelle et Bathe 1993) consiste a tester une formu-
lation mixte en calculant avec des maillages de plus en plus raffinés (Remarque :
dans ce travail, on suivra la démarche présentée dans (Chapelle et Bathe 1993), et
on considérer®,, = [,Vu : Yu dQ au lieu deM,, dans )]. Sur la base
de trois ou quatre résultats, on peut prédire si la valeur du inf-sup est bornée ou au
contraire tend vers zéro quand le maillage est raffiné. La fiabilité de ce test est démon-
trée sur de nombreux exemples d’éléments en élasticité incompressible dans (Chapelle
et Bathe 1993).
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Ce test est appliqué en considérant une séquence de maillages successivement raf-
finés. L'objectif est de contréler la valeur du inf-suf,, quandh diminue. Silog(;,)
décroit constamment lorsqégtend vers zéro, on prédit que I'élément viole la condi-
tion inf-sup. Mais si logg;,) se stabilise lorsque le nombre d’éléments augmente, alors
le test numérique est vérifié.

3. Discrétisation avec X-FEM
3.1. Champ de déplacement

L'approximation éléments finis classique d’un champ vectarisur un élément
Q. s'écrit :

a@l, = 3t Ne(x) [16]
a=1

ou n, est le nombre de coefficients décrivant I'approximation du déplacement sur
I'élément,u® est lea®™® coefficient de cette approximation Bt est la fonction de
forme vectorielle associée au coefficiefit Utilisant la partition de I'unité, I'approxi-
mation est enrichie :

Nenr

0. = > N& [u*+ ) af ¢5(x) [17]
a=1 #B=1

u(x)

oUnen, estle nombre de modes d’enrichissemefjtest le ddl additionnel associé au
ddla etgj représente l@*™mefonction d’enrichissement scalaire. Le nombre et I'ex-
pression des fonctions d’enrichissement varient avec le probléme a modéliser. Dans
le cas des trous (voir section suivante), aucun enrichissement n’est utilisé et seule la
procédure d'intégration est modifiée. Le lecteur intéressé par le cas des inclusions ma-
térielles et de la fissuration de matériaux incompressibles peut se référer a (letgrain
al. 2005a).

3.2. Champ de pression

En utilisant le méme formalisme, I'approximation du champ de pression s’écrit :

Np
px)le, =D Ny (0" +a® ¢P(x)) [18]
a=1
oun, est le nombre de coefficients décrivant I'approximation sur I'élémenest le
a®mMecoefficient de cette approximatioly,* est la fonction de forme scalaire associée
au coefficientsy et ¢? représente la fonction d’enrichissement scalaire du champ de
pression.

Le but est ici de déterminer si la prise en compte de trous par X-FEM dans le cas
de formulations incompressibles converge optimalement et passe la condition inf-sup.
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3.3. Eléments finis mixtes stables

Dans ce travail, nous nous intéressons a deux éléments finis mixtes stables : I'élé-
ment Mini (figure[2) introduit par Arnold, Brezzi et Fortin (Arnokt al. 1984) en
considérant un champ de déplacement linéaire enrichi avec une fonction bulle, et un
champ de pression linéaire (€lémént, P;). Le deuxiéme élément considéré est le
T6T3 (élémentP,, P;) (figure[2) qui est un élément fini mixte classique.

@ Displacement
[ Pressure

@ Displacement
] Pressure

Figure 2. Les éléments Mini (gauche) et T6T3 (droite)

4. Stabilité de formulations incompressibles traitées avec X-FEM (cas des trous)

Le traitement des trous avec X-FEM consiste en une intégration de la formulation
faible seulement sur les parties non vides des éléments (voir (€&aix2000, Suku-
maret al. 2001)). De plus, les nceuds pour lesquels le support est complétement dans
le vide sont éliminés. Dans le cas incompressible, il est naturel de suivre la méme
stratégie. Aucun enrichissement ne sera utilisé, et la formulation faible sera intégrée
sur le corps seulement.

4.1. Etude de convergence

On considére une plague infinie avec un trou circulaire sous traction uniaxiale. La
solution exacte de ce probleme est donnée dans (Suketrafr2001). On considére
un domaine carré de cé®avec un trou circulaire de rayan= 0.4 en son centre.
Les tractions exactes sont imposées sur la frontiere du domaine, et les mouvements de
corps rigide sont blogués. Le coefficient de Poisson est choisi égal(Bacompres-
sibilité totale), et le module d’Young &0. On suppose de plus I'état de déformation
plane. La séquence de maillages utilisée pour I'étude de convergence est non structu-
rée et ne tient pas compte du trou. L'erreur sur le champ de déplacement est mesurée
par une erreur en énergie, et I'erreur sur la pression par une nbfmiéétude de
convergence est réalisée avec les éléments Mini et T6T3. Les résultats sont présentés
sur la figurg B pour la pression et le déplacement. Comme illustré sur laffigure 3, le
taux de convergence pour le déplacement et la pression sont similaires aux taux théo-
riques. Cela montre que cette stratégie préserve les taux de convergence éléments finis
théoriques des éléments Mini et T6T3.
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Figure 3. Etude de convergence, plaque incompressible avec un trou : Elément Mini
(gauche) et T6T3 (droite)

4.2. Test numérique du inf-sup

Pour ce test numérique, on suit le travail de Chapelle et Bathe (1993) décrit dans
la sectior] 2.2]2, et on consideére le probléme présenté figure 4(a). Il est composé d’un
carré de c6t@ percé d’'un trou de rayof.4 en son centre. Les c6tés gauche et bas
sont bloqués, et une pression est appliquée sur le c6té supérieur. La valeur du inf-
sup est approximée en utilisant des maillages triangulaires structurés graduellement
raffinés. On considére les éléments Mini et T6T3. L'évolution numérique du inf-sup
par rapport a la taille du maillage est tracée sur la figlire 4(b). On voit clairement que
I'inf-sup numérique est stable tant pour le Mini que pour le T6T3.

4.3. Cavité carrée

L'exemple suivant est adapté d'un test classiquement utilisé en mécanique des
fluides pour quantifier la robustesse des éléments finis mixtes. Le probléme est consti-
tué d’'une plaque carrée de c&é&ontentant un trou circulaire de rayan= 0.4 en
son centre (voir figurg]5(a)). Les faces supérieures, gauches et droites sont encastrées,
alors que le déplacement vertical est bloqué sur la face supérieure. Le chargement est
constitué d'un effort horizontal réparti sur la face supérieure. Les comportements des
formulations mixtes FEM et X-FEM sont comparés avec leurs homologues en dépla-
cement. Pour cela, on considére quatre formulations (FEM, X-FEM, mixtes ou non),
et on fait varier le coefficient de poisson @8 a0.5. On trace sur la figurlgl 5(b) le dé-
placement maximum sur la ligne supérieure en fonction du module de compressibilité
du matériau. Toutes les formulations en déplacement verrouillent comme en attestent
les courbes de déplacement qui tendent vers zéro. A I'opposé, les formulations mixtes
(FEM ou X-FEM) restent insensibles aux variations du module de compressibilité.
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log(1/N)
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Figure 4. Evaluation du inf-sup pour les trous : (a) probléme de référence, (b) Evolu-
tion du inf-sup numérique

%%*)r)%%%

%

OO X-FEM mixte
G FEM mixte
* X-FEM

,01]| A4 FEM

2 [X
100 10000 _ 1e+08
Module de compressibilitA®

(@) (b)

DA@placement max. ligne supA®rieure

Figure 5. (a) Probléme de cavité, (b) Evolution du déplacement sur la ligne supérieure
en fonction du module de compressibilité

5. Conclusion

L'utilisation de la méthode X-FEM avec des formulations incompressibles a été
présentée dans le cas des trous. Plusieurs validations ont été présentées afin de mon-
trer que les taux de convergence optimaux de ces formulations sont conservés apres
enrichissement, et que leur tolérance au verrouillage est conservée. De plus, la vé-
rification du critére inf-sup a été montrée numériquement, ce qui valide l'utilisation
de ce type de formulations. Le cas des interfaces matériaux et de la fissuration (ainsi
gue d'autres exemples sur les trous) est traité dans une autre contribution (lefgrain
al. 2005a).
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