
Propagation multimodale dans les systèmes
périodiques couplés

Jean-Mathieu Mencik — Mohamed Ichchou — Louis Jézéquel

Laboratoire de Tribologie et Dynamique des Systèmes, Ecole Centrale de Lyon
36 Avenue Guy de Collongue, Bâtiment E6
F-69134 Ecully Cedex

Jean-Mathieu.Mencik@ec-lyon.fr

RÉSUMÉ. Ce papier présente une étude du comportement vibratoire large bande d’un ensemble
de systèmes complexes périodiques — chaque système est composé, selon une direction spé-
cifique, de sous-structures identiques — élastiques et dissipatifs, couplés. En considérant un
modèle de propagation multimodale, la dynamique de chaque système est formulée en expri-
mant numériquement les variables cinématiques (déplacements, forces) à partir des ondes se
propageant selon la direction de périodicité. Dans ce sens, un modèle de couplage pour plu-
sieurs systèmes connectés par un élément élastique, qui en particulier peut être soumis à des
sources d’excitation extérieures, est formulé.

ABSTRACT. This paper presents the study of the wide band vibratory behavior of coupled elastic
and dissipative complex periodic systems — each system is composed, along a specific direction,
of identical substructures. Considering a multi-mode propagation model, the dynamics of each
system is formulated by numerically expressing the kinematic variables (displacements, forces)
from the waves propagating along the direction of periodicity. In this way, a coupling model
for several systems connected by an elastic element, which in particular can be submitted to
external excitation sources, is formulated.

MOTS-CLÉS : système périodique, sous-structure, mode d’onde, guide d’ondes, modèle élé-
ments finis, élément de couplage, multiplicateur de Lagrange, matrice de diffusion, sources
d’excitation.
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1. Introduction

Cette étude s’inscrit dans l’analyse du comportement vibratoire large bande (spé-
cifiquement en MF et HF) d’un ensemble de systèmes solides, élancés (poutres, . . . ),
couplés. On suppose que chaque système est élastique, linéaire, dissipatif et pério-
dique, c’est-à-dire composé, selon une direction donnée, de sous-structures identiques
pouvant être complexes (Zhong et Williams 1995). Dans l’optique où l’on désire s’af-
franchir d’une description numérique « classique » (3D) de ces systèmes (Méthode
des Éléments Finis), coûteuse dès lors que l’on s’intéresse aux domaines MF et HF
(nécessité d’un maillage fin de chaque système adapté aux faibles longueurs d’ondes),
on adopte une description 1D simplifiée basée sur un modèle de propagation multimo-
dale : en accord avec le théorème de Bloch (Brillouin 1946), les variables cinématiques
(déplacements, forces) de chaque système sont décrites sur la base des modes d’ondes
se propageant selon la direction de périodicité. Pour un système donné, ces modes
sont obtenus numériquement à partir du modèle éléments finis d’une sous-structure
donnée (Zhong et Williams 1995). En adoptant ce modèle de propagation multimo-
dale, l’analyse d’un ensemble de systèmes (guides d’ondes) connectés requiert une
formulation d’un ensemble de relations de couplage. Ces relations ont été exprimées
dans un précédent papier (Mencik et Ichchou 2005) à partir d’une matrice de diffusion
— exprimant la réflexion et la transmission des ondes — au niveau d’un élément de
couplage élastique non excité et maillé indépendamment des systèmes environnants,
la continuité des déplacements au niveau des interfaces de couplage ayant été satisfaite
par l’introduction de champs de multiplicateurs de Lagrange (Ohayon et al. 1997).

La formulation établie dans (Mencik et Ichchou 2005) est étendue dans le pré-
sent papier au cas où l’élément de couplage est soumis à des sources d’excitation
extérieures de type déplacement imposé et/ou force imposée. On conserve le fait que
l’élément de couplage est maillé indépendamment des systèmes environnants, la conti-
nuité des déplacements au niveau des interfaces (couplage et déplacement imposé)
étant satisfaite par l’utilisation des multiplicateurs de Lagrange.

En section 2, on rappelle la notion de propagation d’ondes dans un système élancé,
élastique et périodique ; en section 3, on formule un modèle de couplage pour plusieurs
guides d’ondes connectés par un élément de couplage élastique soumis à des sources
d’excitation extérieures ; finalement, en section 4, le modèle de couplage est comparé
à une solution analytique « classique » issue de la théorie de l’élasticité linéaire (Graff
1991) dans le cas de trois guides d’ondes couplés longitudinalement par un système
masse-ressorts.

2. Propagation dans un guide d’ondes périodique

Considérons un système solide élancé périodique, tel que décrit sur la figure 1,
composé, selon une direction spécifique (axe x), de N sous-structures identiques,
élastiques, linéaires et dissipatives. On note que cette description générale s’applique
aux systèmes à sections constantes. Considérons le modèle élément finis d’une sous-
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structure k donnée (k = 1, . . . , N ) appartenant au système global. Les frontières
gauche et droite de la sous-structure discrétisée sont supposées contenir n ddl’s. Les
variables cinématiques — déplacements q et forces F — définies sur ces frontières
sont notées (qL,qR) et (FL,FR) respectivement (figure 1) et sont représentées à partir
des vecteurs d’états u

(k)
L = ((q

(k)
L )T(−F

(k)
L )T)T et u(k)

R = ((q
(k)
R )T(F

(k)
R )T)T.

Figure 1. Illustration d’un guide d’ondes périodique

En exprimant les relations de couplage à la jonction de deux sous-structures consé-
cutives k et k − 1 (k = 2, . . . , N ), u(k)

L = u
(k−1)
R , on relie les vecteurs d’états u

(k)
L et

u
(k−1)
L de la manière suivante (Mencik et Ichchou 2005) :

u
(k)
L = Su

(k−1)
L k = 2, . . . , N [1]

où S est une matrice symplectique (Zhong et Williams 1995). En accord avec le théo-
rème de Bloch (Brillouin 1946), les solutions uL du problème [1] sont de la forme
u

(k)
L = µu

(k−1)
L et dérivent d’un problème aux valeurs propres :

SΦi = µiΦi , |S− µiI2n | = 0 [2]

Les solutions {(µi,Φi)}i=1,...,2n définissent les modes d’ondes du système pério-
dique (guide d’ondes). La matrice Φ des vecteurs propres de S peut s’écrire

Φ =

[

Φinc
q Φref

q

Φinc
F Φref

F

]

[3]

où Φinc = ((Φinc
q )T(Φinc

F )T)T et Φref = ((Φref
q )T(Φref

F )T)T sont des matrices de
taille identique (2n × n) et représentent les modes incidents à – et réfléchis par – une
limite du guide d’ondes (Zhong et Williams 1995, Yong et Lin 1989) 1. Finalement,
les vecteurs d’états u

(k)
L et u

(k)
R d’une sous-structure k donnée peuvent s’exprimer à

partir de la matrice des vecteurs propres Φ (Zhong et Williams 1995) :

u
(k)
L = ΦQ(k) et u

(k)
R = ΦQ(k+1) ∀k , Q =

(

Qinc

Qref

)

[4]

1. Un critère permettant de suivre chaque mode dans le domaine fréquentiel, basé sur les pro-
priétés d’orthogonalité symplectique des vecteurs propres {Φi}i (Zhong et Williams 1995), est
proposé dans (Mencik et Ichchou 2005).
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où Q désignent les amplitudes des modes d’ondes, pouvant être décomposées2 en
parties incidente Qinc et réfléchie Qref.

3. Modèle de couplage pour plusieurs guides d’ondes connectés par un élément
élastique

On propose une description du comportement dynamique d’un ensemble de guides
d’ondes connectés par un élément élastique, linéaire et dissipatif (figure 2). Dans le
cadre de la Méthode des Élements Finis, cet élément de couplage se modélise classi-
quement à partir d’un opérateur de rigidité dynamique complexe K :

Kqc = Fc [5]

où l’on suppose que les forces Fc, appliquées à l’élément de couplage, sont de trois
natures : (i) actions du couplage, (ii) déplacement imposé, (iii) force imposée.

On suppose que l’élément de couplage est maillé indépendamment des systèmes
environnants, la continuité des déplacements au niveau des interfaces (couplage et
déplacement imposé) étant imposée par l’introduction d’un ensemble de champs de
multiplicateurs de Lagrange (Ohayon et al. 1997). Dans le contexte de l’Approche
Multimodale décrite en section 2, l’étude du comportement dynamique des guides
d’ondes nécessite alors d’exprimer un ensemble de relations entre les ondes réfléchies
par l’élément de couplage et les ondes incidentes. Ces relations sont détaillées ci-
dessous :

Figure 2. Plusieurs guides d’ondes connectés au travers d’un élément élastique

Considérons les sous-structures (cf. section 2) qui sont situées aux limites des
guides d’ondes et qui sont connectées à l’élément de couplage (Mencik et Ichchou

2. Soulignons que la décomposition [4] reste applicable lorsque les variables cinématiques sont
représentées, alternativement, par les vecteurs d’états u

(k)
L = ((q

(k)
L )T(F

(k)
L )T)T et u

(k)
R =

((q
(k)
R )T(−F

(k)
R )T)T (Mencik et Ichchou 2005).
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2005). Chaque sous-structure i (i = 1, . . . , M) est couplée avec l’autre sous-structure
correspondante sur une surface Si. L’élément de couplage est couplé avec les sous-
structures sur un ensemble de surfaces {Γi}i=1,...,M telles que Γi ∩ Γj = ∅ si i 6= j.
Le cas de deux guides d’ondes directement connectés (Yong et Lin 1989) n’est donc
pas pris en compte dans le cadre de cette étude. En outre, l’élément de couplage est
soumis (i) à un champ de déplacements w0 imposé sur une surface Θw et (ii) à un
champ de forces f c0 imposé sur une surface Θf (figure 2). La continuité du dépla-
cement au niveau des interfaces {Γi}i=1,...,M et Θw est imposée en introduisant les
champs de multiplicateurs de Lagrange (Ohayon et al. 1997) {λΓi

}i=1,...,M et λΘw
,

respectivement.

Introduisons les formes bilinéaires {z(i)}i, zc, {bΓi
}i et bΘw

définies par :

z(i)(w
(i)
1 ,w

(i)
2 ) = −ω2

∫

Ωi

ρ(w
(i)
1 )Tw

(i)
2 dx +

∫

Ωi

(ε(w
(i)
1 ))Tσ(w

(i)
2 ) dx ∀i ,

zc(wc
1,w

c
2) = −ω2

∫

Ωc

ρ(wc
1)

Twc
2 dx +

∫

Ωc

(ε(wc
1))

Tσ(wc
2) dx , [6]

bΓi
(λΓi

,wΓi
) =

∫

Γi

(λΓi
)TwΓi

ds ∀i ,

bΘw
(λΘw

,wΘw
) =

∫

Θw

(λΘw
)TwΘw

ds ,

où {Ωi}i et Ωc désignent les domaines occupés par les sous-structures et l’élément de
couplage, respectivement. Introduisons par ailleurs les formes linéaires {gSi

}i et gΘf

définies par :

gSi
(w(i)) =

∫

Si

(w(i))Tf (i) ds (∀i) et gΘf
(wc) =

∫

Θf

(wc)Tfc0 ds [7]

où {f (i)}i représente l’ensemble des champs de forces appliqués aux sous-structures
sur l’ensemble des surfaces {Si}i.

La formulation variationnelle traduisant l’équilibre dynamique des sous-structures
couplées à l’élément de couplage excité s’écrit alors ∀δw(i) , ∀δwc, ∀δλΓi

et ∀δλΘw

par
M
∑

i=1

z(i)(δw(i),w(i)) + zc(δwc,wc)

+

M
∑

i=1

(

bΓi
(δλΓi

,wc −w(i)) + bΓi
(λΓi

, δwc − δw(i))
)

+bΘw
(δλΘw

,wc −w0) + bΘw
(λΘw

, δwc)

=

M
∑

i=1

gSi
(δw(i)) + gΘf

(δwc) [8]
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où {w(i)}i et wc représentent les champs de déplacements des sous-structures et de
l’élément de couplage, respectivement. Dans le cadre de la Méthode des Éléments
Finis, les champs de déplacements et de multiplicateurs de Lagrange sont discrétisés.
En particulier, sur chaque surface de couplage Γi et sur la surface Θw, on suppose que
les champs de multiplicateurs de Lagrange λΓi

et λΘw
s’expriment

λΓi
= ξΓi

pΓi
sur Γi ∀i et λΘw

= ξΘw
pΘw

sur Θw [9]

où pΓi
et pΘw

représentent des vecteurs de tailles (si×1) et (s0×1), respectivement.

La formulation variationnelle du système discrétisé s’exprime alors

M
∑

i=1

(δq(i))TD(i)q(i) + (δqc)TKqc +
M
∑

i=1

(δpΓi
)T

(

Bc
Γi

qc −B
(i)
Γi

q(i)
)

+

M
∑

i=1

(

(δqc)T(Bc
Γi

)T − (δq(i))T(B
(i)
Γi

)T
)

pΓi

+(δpΘw
)T

(

Bc
Θw

qc −B0
Θw

q0

)

+ (δqc)T(Bc
Θw

)TpΘw
[10]

=

M
∑

i=1

(δq(i))T(L
(i)
Si

)TF
(i)
Si

+ (δqc)T(Lc
Θf

)TFc
0

où

– (δq(i))TD(i)q(i) discrétise z(i)(δw(i),w(i)) ∀i

– (δqc)TKqc discrétise zc(δwc,wc)

– (δpΓi
)TBc

Γi
qc discrétise bΓi

(δλΓi
,wc) ∀i

– (δpΓi
)TB

(i)
Γi

q(i) discrétise bΓi
(δλΓi

,w(i)) ∀i

– (δpΘw
)TBc

Θw
qc discrétise bΘw

(δλΘw
,wc)

– (δpΘw
)TB0

Θw
q0 discrétise bΘw

(δλΘw
,w0)

– (δq(i))T(L
(i)
Si

)TF
(i)
Si

discrétise gSi
(δw(i)) ∀i

– (δqc)T(Lc
Θf

)TFc
0 discrétise gΘf

(δwc)

D’une part, puisque les vecteurs {δq(i)}i et δqc sont arbitraires, les équations du
mouvement de chaque sous-structure discrétisée et de l’élément de couplage discrétisé
s’expriment :

D(i)q(i) = (L
(i)
Γi

)TF
(i)
Γi

+ (L
(i)
Si

)TF
(i)
Si

∀i [11]

Kqc =

M
∑

i=1

(Lc
Γi

)TFc
Γi

+ (Lc
Θw

)TFc
Θw

+ (Lc
Θf

)TFc
0 [12]
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Ci-dessus, {L(i)
Γi
}i, {L

(i)
Si
}i, {Lc

Γi
}i, Lc

Θw
et Lc

Θf
représentent des matrices d’inci-

dences, définies par :

q
(i)
Γi

= L
(i)
Γi

q(i) , q
(i)
Si

= L
(i)
Si

q(i) , qc
Γi

= Lc
Γi

qc ∀i [13]

qc
Θw

= Lc
Θw

qc , qc
Θf

= Lc
Θf

qc

Par ailleurs, l’ensemble des vecteurs {F(i)
Γi
}i représente les forces appliquées aux

guides d’ondes sur l’ensemble des surfaces {Γi}i, l’ensemble des vecteurs {Fc
Γi
}i

représente les forces appliquées à l’élément de couplage sur l’ensemble des surfaces
{Γi}i et le vecteur Fc

Θw
représente les forces appliquées à l’élément de couplage sur

la surface Θw :

(L
(i)
Γi

)TF
(i)
Γi

= (B
(i)
Γi

)TpΓi
, (Lc

Γi
)TFc

Γi
= −(Bc

Γi
)TpΓi

∀i [14]

(Lc
Θw

)TFc
Θw

= −(Bc
Θw

)TpΘw

D’autre part, au vu de [10], puisque les vecteurs {δpΓi
}i et δpΘw

sont arbitraires, les
contraintes additionnelles, traduisant les conditions wc = w(i) sur Γi, ∀i, et wc = w0

sur Θw s’expriment :

Bc
Γi

qc = B
(i)
Γi

q(i) ∀i et Bc
Θw

qc = B0
Θw

q0 [15]

Notons (n0 × 1) la taille du vecteur q0 et notons ni, ni
c et n0

c le nombre de ddl’s de
chaque sous-structure i sur la surface Γi, le nombre de ddl’s de l’élément de couplage
sur chaque surface Γi et le nombre de ddl’s de l’élément de couplage sur la surface
Θw, respectivement. Il est alors possible de définir (Mencik et Ichchou 2005), pour
chaque sous-structure i, les matrices B

(i)
Γi

, Bc
Γi

, Bc
Θw

et B0
Θw

, de tailles respectives
(si × ni), (si × ni

c), (s0 × n0
c) et (s0 × n0), telles que :

B
(i)
Γi

L
(i)
Γi

= B
(i)
Γi

, Bc
Γi

Lc
Γi

= Bc
Γi

∀i [16]

Bc
Θw

Lc
Θw

= Bc
Θw

, B0
Θw

L0
Θw

= B0
Θw

Par définition, les forces {F(i)
Γi
}i, {Fc

Γi
}i et Fc

Θw
s’expriment alors :

F
(i)
Γi

= (B
(i)
Γi

)TpΓi
, Fc

Γi
= −(Bc

Γi
)TpΓi

∀i [17]

Fc
Θw

= −(Bc
Θw

)TpΘw
[18]

Par ailleurs, les contraintes s’expriment

Bc
Γi

qc
Γi

= B
(i)
Γi

q
(i)
Γi

∀i et Bc
Θw

qc
Θw

= B0
Θw

q0 [19]

En supposant les matrices {Bc
Γi
}i et Bc

Θw
inversibles — impliquant si = ni

c ∀i et
s0 = n0

c — on détermine de façon unique les déplacements de l’élément de couplage
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sur les interfaces {Γi}i et Θw en fonction des déplacements des guides d’ondes et des
déplacements imposés,

qc
Γi

=
(

Bc
Γi

)

−1
B

(i)
Γi

q
(i)
Γi

∀i et qc
Θw

=
(

Bc
Θw

)

−1
B0

Θw
q0 [20]

En outre, on détermine de façon unique, au vu de [17], les forces appliquées aux
guides d’ondes sur les interfaces {Γi}i en fonction des forces appliquées à l’élément
de couplage :

F
(i)
Γi

= −(B
(i)
Γi

)T(Bc
Γi

)−TFc
Γi

∀i [21]

Les équations [20] et [21] permettent de décrire les relations désirées entre les
ondes réfléchies par l’élément de couplage et les ondes incidentes, dès lors que l’on
condense l’opérateur K sur les ddl’s des interfaces {Γi}i. La réponse dynamique de
l’élément de couplage se formule :

[

KII KIF

KFI KFF

] (

qc
I

qc
F

)

=

(

0

Fc

)

[22]

où qc
I désigne les déplacements des ddl’s internes, hors des excitations ; qc

F =
((qc

Γ)T (qc
Θw

)T (qc
Θf

)T)T et Fc = ((Fc
Γ)T (Fc

Θw
)T (Fc

Θf
)T)T représentent les dé-

placements et forces définis sur la surface de couplage Γ = ∪iΓi — qc
Γ =

((qc
Γ1

)T(qc
Γ2

)T . . . (qc
ΓM

)T)T et Fc
Γ = ((Fc

Γ1
)T(Fc

Γ2
)T . . . (Fc

ΓM
)T)T —, sur la surface

Θw et sur la surface Θf , respectivement. Par condensation sur les ddl’s des excitations,
on obtient à partir de [22] :

K
∗qc

F = Fc [23]

où la matrice K∗ représente l’opérateur de rigidité dynamique de l’élément de cou-
plage condensé sur les ddl’s des excitations :

K
∗ = KFF − KFI(KII)

−1
KIF [24]

L’équation [23] s’exprime :




K∗

ΓΓ K∗

ΓΘw
K∗

ΓΘf

K
∗

ΘwΓ K
∗

ΘwΘw
K

∗

ΘwΘf

K∗

ΘfΓ
K∗

ΘfΘw
K∗

ΘfΘf









qc
Γ

qc
Θw

qc
Θf



 =





Fc
Γ

Fc
Θw

Fc
0



 [25]

La dynamique du système peut être condensée sur les ddl’s de la surface de cou-
plage Γ = ∪iΓi : en effet, la première équation du système [25] s’écrit :

K
∗

ΓΓq
c
Γ + K

∗

ΓΘw
qc

Θw
+ K

∗

ΓΘf
qc

Θf
= Fc

Γ [26]

L’inconnue qc
Θf

est exprimée en fonction des autres variables, à partir de la troi-
sième équation du système [25] :

qc
Θf

= (K∗

ΘfΘf
)−1

(

Fc
0 − K

∗

ΘfΓ
qc

Γ − K
∗

ΘfΘw
qc

Θw

)

[27]
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En injectant [27] dans [26], on obtient alors :

K
∗∗qc

Γ = Fc
Γ + Rwqc

Θw
+ RfF

c
0 [28]

où la matrice K∗∗ représente l’opérateur de rigidité dynamique de l’élément de cou-
plage condensé sur les ddl’s de la surface Γ = ∪iΓi, défini par

K
∗∗ = K

∗

ΓΓ − K
∗

ΓΘf
(K∗

ΘfΘf
)−1

K
∗

ΘfΓ
[29]

où la matrice Rw traduit les excitations par déplacements qc
Θw

,

Rw = −K
∗

ΓΘw
+ K

∗

ΓΘf
(K∗

ΘfΘf
)−1

K
∗

ΘfΘw
[30]

et où la matrice Rf traduit les excitations par forces Fc
0,

Rf = −K
∗

ΓΘf
(K∗

ΘfΘf
)−1 [31]

L’équilibre dynamique de l’élément de couplage condensé sur les ddl’s de la surface
de couplage Γ = ∪iΓi (équation [28]) permet d’exprimer une relation entre les dé-
placements q

wg

Γ = ((q
(1)
Γ1

)T(q
(2)
Γ2

)T . . . (q
(M)
ΓM

)T)T des guides d’ondes exprimés sur la

surface Γ et les forces F
wg

Γ = ((F
(1)
Γ1

)T(F
(2)
Γ2

)T . . . (F
(M)
ΓM

)T)T appliquées aux guides
d’ondes sur Γ. En effet, à partir de [20] et [21], on a :

qc
Γ = Tq

wg

Γ , F
wg

Γ = −TTFc
Γ [32]

où la matrice T s’exprime par :

T =









(Bc
Γ1

)−1B
(1)
Γ1

· · · 0
...

. . .
...

0 · · · (Bc
ΓM

)−1B
(M)
ΓM









[33]

En considérant [32] et [20], l’équation [28] devient alors :

−TT
K

∗∗Tq
wg

Γ = F
wg

Γ −TT
RwT0q0 −TT

RfF
c
0 [34]

où T0 = (Bc
Θw

)−1B0
Θw

. L’équation [34] est exprimée à partir des ondes réfléchies par
l’élément de couplage et des ondes incidentes, en considérant [4] et [3]. Ainsi (Mencik
et Ichchou 2005) :

[

TTK∗∗TΨinc
q + Ψinc

F TTK∗∗TΨref
q + Ψref

F

]

(

Qinc

Qref

)

= TT
RwT0q0 + TT

RfF
c
0 [35]

où les matrices Ψinc
q , Ψref

q , Ψinc
F et Ψref

F sont définies de la sorte :

Ψinc
q =









Φ
inc(1)
q · · · 0

...
. . .

...
0 · · · Φ

inc(M)
q









, Ψref
q =









Φ
ref(1)
q · · · 0

...
. . .

...
0 · · · Φ

ref(M)
q









Ψinc
F =









Φ
inc(1)
F · · · 0

...
. . .

...
0 · · · Φ

inc(M)
F









, Ψref
F =









Φ
ref(1)
F · · · 0

...
. . .

...
0 · · · Φ

ref(M)
F









[36]
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En supposant la matrice [TTK∗∗TΨref
q +Ψref

F ] inversible, l’équation [35] permet
d’exprimer une relation entre les amplitudes Qref des modes qui sont réfléchis par
l’élément de couplage et les amplitudes Qinc des modes incidents,

Qref = CQinc + F(q0,F
c
0) [37]

où la matrice C représente la matrice de diffusion de l’élément de couplage (Mencik
et Ichchou 2005), qui traduit pour chaque guide d’ondes les coefficients de réflexion
et de transmission. Elle est définie par :

C = −
[

TT
K

∗∗TΨref
q + Ψref

F

]

−1 [

TT
K

∗∗TΨinc
q + Ψinc

F

]

[38]

Le vecteur F(q0,F
c
0) représente les effets des sources d’excitation :

F(q0,F
c
0) =

[

TT
K

∗∗TΨref
q + Ψref

F

]

−1 [

TT
RwT0q0 + TT

RfF
c
0

]

[39]

Le modèle décrit par l’équation [37] est général, et permet en particulier de retrou-
ver les résultats classiques de conditions aux limites (Yong et Lin 1989) : Par exemple,
pour un guide d’ondes excité par une force F0 à une extrémité libre, K∗∗ = 0,
on obtient C = −(Φref

F )−1Φinc
F et F(F0) = (Φref

F )−1F0 ; Par ailleurs, pour un
guide d’ondes excité par un déplacement q0 à une extrémité, K

∗∗ → ∞, on obtient
C = −(Φref

q )−1Φinc
q et F(q0) = (Φref

q )−1q0.

4. Résultats numériques

La formulation théorique de la matrice de diffusion C (équation [38]) et du vec-
teur F(q0,F

c
0) (équation [39]), décrivant les effets des sources d’excitation, est va-

lidée numériquement comparativement à une solution analytique « classique » issue
de la théorie de l’élasticité linéaire (Graff 1991). A cette fin, on considère trois guides
d’ondes (1, 2 et 3) homogènes, de sections rectangulaires, couplés longitudinalement
(selon l’axe x) par un élément de couplage composé de trois ressorts linéaires connec-
tés à une masse ponctuelle (figure 3). Les caractéristiques des guides d’ondes sont :
densités : ρ(1) = ρ(2) = 7800 kg/m3, ρ(3) = 2700 kg/m3 ; modules d’Young :
E(1) = E(2) = 2 × 1011 Pa, E(3) = 7 × 1010 Pa ; amortissements η(i) = 10−2 ∀i ;
sections : h

(i)
y × h

(i)
z où h

(1)
y = h

(2)
y = 30 × 10−2 m, h

(3)
y = 24 × 10−2 m,

h
(i)
z = 20 × 10−2 m ∀i. Les caractéristiques de l’élément de couplage sont : masse :

M = 30 kg ; raideurs : K1 = K2 = K3 = 15 × 109 N/m. La résonance de l’élé-
ment de couplage avec interfaces de couplage fixes intervient à 6 164 Hz. La masse
de l’élément de couplage est excitée selon l’axe x par une force F c

0 = 1000 N .

Dans le contexte de l’Approche Multimodale décrite en section 2, les modes
d’ondes se propageant dans chaque guide sont obtenus numériquement par résolu-
tion du problème aux valeurs propres [2] (Zhong et Williams 1995), en considé-
rant le modèle éléments finis d’une sous-structure correspondante (figure 4). Chaque
sous-structure est décrite par 16 éléments linéaires 3D (Zienkiewicz et Taylor 2000).
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Figure 3. Trois guides d’ondes homogènes couplés longitudinalement par un système
masse-ressorts

Les caractéristiques des sous-structures sont : sections : h
(i)
y × h

(i)
z ∀i ; longueurs :

d(i) = d = 5 × 10−2 m ∀i. Dans la bande de fréquences étudiée, on suppose que
la longueur d (figure 4) est suffisamment faible pour décrire fidèlement les longueurs
d’ondes des modes « contribuant » à la réponse dynamique de chaque guide d’ondes3.

Figure 4. Modèle éléments finis d’une sous-structure

Dans le modèle de propagation multimodale, le champ de déplacement de l’élé-
ment de couplage et les champs de multiplicateurs de Lagrange sont supposés uni-
formes sur les interfaces de couplages {Γi}i, c’est-à-dire (Mencik et Ichchou 2005) :

wc = I3q
c
Γi

et λΓi
= I3pΓi

sur Γi ∀i [40]

Dans la bande de fréquences [40 Hz, 8 000 Hz], on a comparé le modèle numé-
rique de propagation multimodale décrit par les équations [38] et [39] avec la solution
analytique issue de la théorie de l’élasticité linéaire (Graff 1991). Dans ce sens, on a
évalué pour les trois guides d’ondes : (i) les coefficients de réflexion et de transmission
pour le mode longitudinal incident (figure 6) ; (ii) les effets de la source d’excitation
sur le mode longitudinal réfléchi (figure 5). Les résultats établis par l’Approche Multi-
modale sont clairement validés en dessous de 4 000 Hz comparativement à la solution

3. le choix des modes à prendre en compte pour décrire la réponse du système, à une fréquence
donnée, reste un problème ouvert à l’heure actuelle.
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analytique. Au-delà de cette fréquence, des différences significatives entre les deux
solutions apparaissent, aux alentours de la résonance du système masse-ressorts et
particulièrement dans la bande de fréquences [7 500 Hz, 8 000 Hz]. Ces différences
s’expliquent au vu des résultats établis en réf. (Mencik et Ichchou 2005) concernant
l’évolution fréquentielle des modes : (i) la description en ondes planes n’est plus va-
lides, (ii) des modes de section propagatifs, non prédits par la théorie « classique »,
apparaissent et échangent de l’énergie avec les autres modes.
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Figure 5. Effets de la source d’excitation sur le mode longitudinal réfléchi obtenus
par l’Approche Multimodale (——) et par la théorie de l’élasticité linéaire (- - -)
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Figure 6. Coefficients de diffusion (modules) pour le mode longitudinal incident ob-
tenus par l’Approche Multimodale (——) et par la théorie de l’élasticité linéaire (- - -)
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5. Conclusion

On a proposé un modèle de couplage pour plusieurs guides d’ondes connectés
par un élément élastique soumis à des sources d’excitation extérieures. Le modèle est
applicable en MF et HF puisqu’il prend en compte les modes de section apparaissant
aux fréquences élevées. L’Approche Multimodale a été validée en BF dans le cas de
trois guides d’ondes homogènes couplés.
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