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RESUME. Ce travail consiste a appliquer la méthode asymptotique numérique conjointement a
la méthode des éléments finis, et a la loi classique de contact pour formuler I’ engrénement.
L’ étude met en évidence les limites des effets du contact dans I’ épaisseur de la dent, afin de
déterminer la part du déplacement due au contact. Cette composante sera comparée avec des
approches analytiques en faisant varier les différents paramétres liés a la méthode
asymptotique numérique et a la loi de contact. Ainsi on peut choisir ces paramétres pour ére
en bonne adéquation avec les approches analytiques.

ABSTRACT. Thiswork consistsin jointly applying the asymptotic numerical method to the finite
element method, and the classical contact law to formulate gearing. In order to determine the
component of displacement only due to contact, the study highlights the limits of the effects of
the contact in the thickness of the tooth. The various parameters related to the numerical
asymptotic method and the law of contact are varied in different smulations and the results
are compared with those of the literature. These parameters are chosen to be in good
adequacy with the analytical approaches.
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1. Introduction

Le dimensionnement, la vibration, le bruit, I’usure, la fatigue et I’ échauffement
des engrenages sont des probléemes souvent abordés par les équipes de recherche.
L"amélioration des conditions de fonctionnement, I'augmentation de la durée de vie
et la minimisation du bruit, sont les objectifs de ces recherches. Ces différents
phénomenes sont étroitement liés aux effets du contact entre les dents.

Pendant la premiére moitié du XX°® siécle, la formulation du probléme des
engrenages est basée sur la théorie de contact de (Hertz, 1996) et la théorie de la
résistance des matériaux (Walker, 1938-1; Weber, 1949). Par ailleurs, des éudes
expérimentales (Walker, 1938-1, 1938-3, 1940) sont menées simultanément pour
valider ces approches.

Avec le développement de I’outil informatique de la fin du XX°® décle, des
nouvelles orientations de recherches sur les engrenages ont vu le jour, essentiellement
axées sur la méthode des @éments finis et la théorie de I’ dadticité. Les travaux sur
les ééments finis sont orientés vers I'influence du type d' éément et de la densité de
maillage sur la qualité des résultats (Coy et al., 1982 ; Gagnon et al., 1991). De plus,
de nouvelles modélisations et formulations de contact sont établies pour
s ‘accommoder au mieux avec la méthode des ééments finis (Refaet et al., 1995).

Jusqu’ alors la méthode de Newton Raphson est la plus utilisée dans les calculs
numériques des problémes non linéaires et notamment les problémes de contact. A
chaque pas de calcul, un grand nombre de traitements matriciels s'impose, ce qui
néssecite un temps de calcul tres élevé, une grande puissance informatique, et un
utilisateur expérimenté. Dans le but d’améliorer les techniques de résolution, des
travaux utilisant la méthode asymptotique numérique (MAN) sont menés, (Cochelin,
1994), visant la réduction du temps de calcul. L’ élément-clé de cette méthode est la
transformation d’' un probléme non linéaire en une succession de problémes linéaires
ou larésolution sefait par branche au voisinage d’ un point de départ.

Dans le but de contribuer a I'investigation des engrenages, on propose une
application du principe des travaux virtuels pour formuler " équilibre de laroue et du
pignon. D’un autre cété, I'interface de contact est formulée par |’ application de la
relation classique de contact. La résolution du probléme est basée sur la méthode
asymptotigue numérigue conjointement ala méthode des éémentsfinis.

La premiére partie de ce travail contient |’ étude théorique, ou I'injection de laloi
de contact dans la formulation est faite aprés une régularisation de cette loi. Une
méthode ciblant I’homogénéisation du contact, est proposée pour déterminer les
différents paramétres de cette régularisation en fonction du noaud potentiellement en
contact.

La deuxiéme partie du travail traite des limites de I’effet de contact suivant
|"épaisseur de la dent pour déterminer la part du déplacement qui n'est due qu'au
contact. Le choix des parametres liés a la formulation de contact, a la méthode des
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ééments finis et a la méthode asymptotique numérique est assuré aprés plusieurs
simulations ou des rectifications successives sur ces parametres sont réalisées. Ces
choix sont faits par des comparaisons avec des résultats découlant d autres
approches. Enfin les résultats du présent travail sont confrontés aux résultats des
approches analytiques (Weber, 1949 ; Cornell, 1981).

2. Présentation théorique
2.1. Etude de I’ équilibre de I’ engrenage

Les travaux de la référence (Elhage Hussein et al., 1998) sont basés sur la
formulation variationnelle d’ Hellinger-Reissner ol on suppose une variable mixte
U=(u, S), ou u, S sont respectivement le vecteur déplacement et le tenseur de
contrainte de Piola-Kirchhoff de seconde espéce.

Changement d’indice

P, I(‘S: Sy +8S: vy - 'S:D1:8S)dv—A P, (8u) — 8P, (u)=0
Q0

8P, (U) = f R(u) du ds
Qe

P (u) = fpbudv + ftuds
Q 00

—D est letenseur d' élasticité,

— A est le paramétre de charge,

—v est le tenseur de déformation de Green-Lagrange,
—p est ladensité volumique de laforce de volume.

On remarque que la puissance de contact est injectée directement dans |’ équation
aux dérivées partielles, cette approche est adaptée a un probléme de contact
unilatéral ou le corps rigide est fixe aors que le corps déformable est encastré et
soumis a une force extérieure le mettant en contact avec le corps rigide. Dans ces
conditions le corps déformable supporte une puissance extérieure P(u) et une

puissance de contact P.(u).

Dans le présent travail on suppose I’engrénement entre la roue 1 déformable
encastrée sur un cylindre fixe (figure 1) et le pignon rigide 2. On considére que le
pignon exerce sur laroue une force d'intensité donnée. On introduit un paramétre de
charge A qui décrit I'intensité de cette force. Cette derniere équilibre les réactions de
contact R(x).

AR, .n= _[ R(x)ds
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sc : Lasurface de contact

Ou n est le vecteur normal a la surface de contact. Alors la roue n'est soumise
gu'alaréaction de contact et al’ encastrement.

Cercles de base

Ligned action } -
y Pignon rigide 2

Diamétres

Cylindrefixe et rigide ‘ ~

Rouefixe 1

Figure 1. Engrénement de la roue et du pignon

On a formulé les équilibres de la roue et du pignon séparément en appliquant le
principe des travaux virtuels qui se traduit par une équation scalaire [1] pour le
pignon rigide animé d’ un déplacement u,, porté par la normale au contact ; et par une
équation aux dérivées partielles [2] pour laroue déformable.

IR.éun ds=AFo.5u,, v Sup= dugn [1]
SC

fs:sy dv—J.R.é‘)u ds=0 vV 8u(x) 2]

roue

— U :Le vecteur déplacement des points de laroue,
— U, : Levecteur déplacement du pignon rigide 2,
— S : Letenseur de contrainte,

— v : Letenseur de déformation.
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2.2. Etude dela loi de contact

La loi de contact est supposée sans frottement, elle associe a chaque point de
contact, une variable scalaire h, représentant la distance suivant la normale n, entre
un point du corps déformable et le corpsrigide. Le module de laforce R est liéah
par laloi [3] illustrée par lafigure 2 ; cette loi n’est pas analytique. Pour surmonter
ce probléme, |’ auteur (Elhage Hussein et al., 1998) propose une régularisation décrite
par [4] et illustrée par lafigure 3.

R=Rn, h>0, R=>0, hrR=0 [3]
hR=mn(5-h) (4]

M le coefficient de régularisation de valeur positive.

dlejeuinitial.

Une éude géométrique simple permet de donner une relation entre les
parametres intervenants dans | e contact, soit :

h=6+(Uu-u,)n [5]

Réaction R
Réaction R

-

Jeuh
Jeu h

Figure 2. Laloi classique de contact Figure 3. Régularisation de laloi
en fonction du jeu h classique de contact

2.3. Détermination des parameétres de régularisation

La régularisation [4] met en évidence la relation entre la réaction de contact R
et le jeu initial 6 qui & son tour varie d’'un noaud & un autre ; ce qui pose un probleme
d’homogénéisation de laloi de contact. L’idée pour surmonter ce probléme, consiste
a choisir le paramétre de contact n en fonction de & assurant 1’homogénéité.
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A. El Hage Hussein (Elhage Hussein et al., 1998), suppose I’ existence d’ un point de
coordonnées (h?, R® ) (figure 4 ) qui soit I'intersection des deux lois de contact
régularisées dont I’ une est complétement connue ; |’ autre est de jeu initial 3, connu,
alors que le paramétre de contact 1. est a déterminé a partir de |’ équation suivante :

Rh? =1 (8. —h")

R

Point commun

Rd

hd o 6 h

Figure 4. Définition du paramétre de contact par un point

Une méme procédure est suivie pour déterminer les différentes valeurs de n
correspondant aux différents jeux initiaux d.. Cette méthode ne permet qu’ une quasi-
homogénéité au voisinage du point R%, h’. Dans |e paragraphe suivant, on éabore
une méthode gu’ on estime capable de permettre une homogénéisation sur une plage
devaeursdu jeu h.

Remarquons que laloi [4] revient &:
R.n=R(h)=n(-h)/h

Connaissant le jeu initial §; et le paramétre n; relatifs au noeud se trouvant au
centre de la zone de contact et par conséquent Ry(h) (figure 5), on détermine m,
correspondant & un autre noeud de jeu initial connu §,.

La stratégie consiste a rapprocher au maximum les lois de comportement Ry(h;)
et Ry(h)) et ce, en minimisant la somme des différences d :

d=Ry(h)- Ry(hy).

Pour effectuer la minimisation, on se donne une famille de jeux h; équidistants :
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h-h.-68/n

Pour déterminer 1., on applique la méthode des moindres carrés en minimisant
par rapport ap, soit :

o (5:-h )82-h)
T@( hiZ

o (e—h )

iz hi?

N2=

Cette méme technique se répéte pour tous les noauds potentiellement en contact.

v

Figure 5. Définition d' un paramétre de contact sur une plage

La méthode asymptotique numérique suppose connues les solutions a I’ ordre O
(Uo, Ro, Ag), les différents parametres du probléme sont écrits sous forme d’ une série
asymptotique ; soit :

P . P P . p .
u:Za'ui ,u, :Za'u,,i , R:Za'Ri cA=Ya ki
i=0 i=0 i=0 i=0
a=<u-uou; =+ (A—Agp)Ay
La technique de perturbation est appliquée au probléme formulé par, [1], [2], [4],

[5], en tenant compte de la loi de comportement du matériau S = L:y. Les
expressions des différentes variables aux différents ordres sont données par [6], [7],
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[8]. On ne détaille ici que I'application aux relations de contact [4], [5] e a
I”équilibre du pignon 1.

RO:_n(uo—uno)-ﬂn [6]
hO
Rl__(ul_hM(nn.pRo) [7]
(Up —Ugy )N O (Upr —Unpr)
Rp:_%(nn‘kRO)_er%'n (8]

r=1

avec :

hy =8+ (Ug—Ug )N

2.4. Ecriture du principe des travaux virtuels aux différents ordres

L " application du principe des travaux virtuels au probléme, consiste a injecter
[6], [7], [8] dans les éguations [1]et [2]. Ainsi on obtient une succession de
problémes aux différents ordres.

Ordre 1l

'[_(Ul‘hw(nnmomn ds=A1Foduy V du,

pignon ’

'[Sl : &y dv+J-(u1_hM(nn+Ro).6u ds=0 V du

roue sC 0

Ordrep p>2

h & hy
f —h—p(nn+ Ro)du, ~ Y R %Su,, = ApFodu, V du,
0 r=1 0

pignon

nfc

fspsy dv+ ) %(nn +R, )+§p:
r=1

roue ndc

R.h,_,

}SU:O v du
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dc : Premier noaud potentiellement en contact
nfc : Dernier nceud potentiellement en contact

hp=(Up —Ug,)n
2.5. Discrétisation par élémentsfinis

La discrétisation est trés semblable a celle décrite dans (Cochelin, 1994). Posons
{v} le vecteur déplacement des nosuds de composantes vy et v,

[dy]=[B]{dv}
[y1=ly'T+[y"
[y "=12[A] [6(v)] = ¥A] [G] [V]

[y, [v™ sont les partieslinéaires et non linéaires du tenseur de déformation.
[6(V)] : le vecteur gradient de déplacement.

[G] :lamatrice du gradient desfonctions de forme.

[D] :lamatrice de comportement élastique.

[A] :lamatricedu gradient de déplacement.

Ordre 1

L’ équation [1] sera comme suit :

nfc _
Z_W(nn + RO )_SVTE = }\,:I_I:O.SV,t
ndc

Rappelons que les variables § et 1 dépendent des points de contact mais pour
éviter I’'encombrement des équations nous avons évité d’introduire des indices
reflétant cette dépendance. En tenant compte des travaux de (Cochelin et al., 1994),
I"équation [2] devient ;

[(BlDIBl+[c]Is Ie G} 3t eV ) ho T (nn+ Ry ) v}=0

roue ndc

Enfin on injecte les égalités suivantes,
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nfc (V1 =Vog )N nfc + R Vin
Z—A(nnﬂ%)ﬁ% =271 v, 1 -1 —1fvy,
ndc Mo ndc Mo V1

Yy
nfc (V4 = Vg )N nfc N+ Ry 110 Vin
2%(nn+Ro).{8v} :2 = v, 8Vy{_1 0 J Viy
ndc ndc Viy

L’ équation [1] S écrit sous laforme matricielle comme suit :

nfc +R0 Vig
ST R -1 -1fiv, (=AFo.
ndc Ky Vly

Par ailleurs, rappelons que I’ élément de la roue est rectangulaire a quatre noauds,
et que le déplacement est dans le plan ains I'équation [2] s écrit sous la forme
matricielle suivante :

Vix
Vix
Vox
nfc In
Vo n+ -1 10
Jel olel P s labad > |+ 5 71 2 -0
roue | nde 0 —|Vy
Vax K2
Vax
Vix
Cette derniére équation peut s écrire sous forme suivante :
Vix
(kyy - kg | Vax
Vox
nelemr nfc Vig
Vox 'I’]+R0 -1 10
+ Vix =0
Vax hO -1 0 1
i=1 ndc - —° Vly
Vax K>
| Kgg ———————- keg ]| vy
Vax

avec nelemr, le nombre des éléments de laroue.
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Si on considére simultanément les deux éguations du principe des travaux
virtuels on obtient I’ écriture matricielle suivante :

1
Vi Vi
1 (1 -1 -1 00000 0]4
V.
0 0 07 ¥ —170000000\/}’(
0 ky —-—-- kg || -1 0 1 0000O0O|
A 0 0 0 0000 0 0|V
nelgrr 1157 RI g o 0 000 0 0 oL =nF
X sz +2 l,,b sz =M (¢}
=1 Al 0 0 0000O0O0O|.1
3x Vax
g 0 0 0000O0ODO|3
0 kg ———---- kgg || 3y 0 0 00000O0OQO0|"%y
Vi 10 0 0 0000 0 0]vi
1
[Kel] V4y [KC] v}ly
Ordrep
D’une maniére explicite le principe des travaux virtuels s écrit :
nfc hp p-1 hp—r
(Z—E(nnﬂ?o))éiv,,=(}»pFo.+ZR,T)Sv,,
ndc r=1
nfc h p-1
T T p T
[ (BT I8l [T [soIehavsv+ ¥ 12 (nn+Rove = —{6I | 3 Alvp-r J'Is ]
roue ndc r=1
p-1 P
+[B(v )" [D] ZE[A(V )Ie(v )| dV8V—2R hy_ 8v
0 2 p-r r riip—r
r=1 r=1
Cequi setraduit par :
VT‘I:) vP
b (1 -1 -1 000 0 0 0]
0 0 07|\p -1 1 000000 0|p
0 kyy -—-——-- k181pY -7070000001‘)"
nelenr Vx| e 0 0 0 0000 0 0fYx
Oy v, +z“:bpo 0 0 0000000/ :xp{F0}+{Fd“'}+{Fc“'}
i=1 nde 0 0 0 00000O0GO0|p
Vp V.
?;’X 0 0 0000000 3px
0 kgg ———---- ksg || Vay 0 0 000000 0|y
» v3 (0 0 000000 0]
d W5, [Kc) viy
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roue =1 r=1

Fo )= ] -l {Slab, s 1+ o) 0 S 2 b, ot v

eiR,h
2 riip-r
{F ol } = h,

Le calcul de lavaleur du paramétre a, a sa valeur maximale a,, relatif a chague
branche de solution, est donné en fonction de I'ordre de troncature n et d'un
paramétre de précision € achoisir assez petit (Cochelin, 1994). Soit :

o L)
||un||
Ainsi lalongueur de pas est définie aprés le calcul de la série (pas adaptatif), et

les différentes inconnues u, u,,R, Set h sont données sous forme de séries
asymptotiques.

3. Présentation du maillage

La qualité des résultats est étroitement liée aux choix adéquats du type de
I’élément et de sa taille. Dans cette optique, les travaux des références (Coy et al.,
1982 ; Gagnon et al., 1991) sont axés sur I'investigation de I'influence de la densité
de maillage et du type des é éments sur la qualité des résultats.

En se basant sur ces travaux, on opte pour un élément rectangulaire a quatre
noauds et a quatre points de gauss. D’ un autre coté les dimensions sont choisies afin
de respecter les rapports des dimensions données par (Coy et al., 1982). Dans
|”éaboration de la densité de maillage on a tenu compte de la surface de contact trés
réduite et nécessitant un nombre élevé d éléments, ce qui augmente la dimension du
probléme. Pour surmonter cette entrave, le maillage est tres fin au niveau des
contacts et de plus en plus grossiers en s éloignant (figure 6).

Les ééments de contact sont & une seule dimension avec deux noauds aux
extrémités ; dont I’ une est confondue avec un noaud des éléments de la roue, I’ autre
appartient au pignon. Les longueurs de ces éléments dépendent des positions
d’engrenement. Pour chacune de ces positions, on détermine |’ équation relative aux
profils conjugués. Puis a chaque noaud de la roue on associe le point du pignon le
plus proche, ce qui déterminelejeu 6 en ce point. Un mailleur automatique a ét€ mis
en place, qui tient compte de la position de I’ engrénement.
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Figure 6. Maillage de la roue dentée

4. Influences des différents paramétres
4.1. Introduction

La résolution numérique du probléme nécessite des choix adéquats des
paramétres ; a savoir :

— le parametre de régularisation de contact, 1 ;

—le jeu initial, 3 ;

—I"ordre de troncature de la série asymptotique, n ;

—le parametre de précision, ¢ ;

—ladensité de maillage.

Des études séparées de chacun de ces parametres sont menées, pour mettre en
évidence leurs influences sur la qualité de résolution. Le critere qu’'on estime bien

adapté est le déplacement du profil de contact de la dent. Rappelons qu’'on
décompose |e déplacement total (Cornell, 1981) en :

— déplacement di alaflexion deladent ;
— déplacement dii alarotation delaracine deladent ;
— déplacement local d au contact.

Cette derniére composante représente le critére d’ éval uation qu’ on propose pour
I’ é&ude de I'influence des différents paramétres sur la qualité de résolution.
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On se propose de comparer les résultats obtenus avec deux approches théoriques
donnant e déplacement di au contact, dont celle présentée dans la référence (Cornell,

1981) ou le déplacement local Y, est décomposé en deux parties. Une résulte du
contact de Hertz y, , et I"autre est due ala compression de I’ épaisseur deladent y,,
soit :

Y, =Y, tY¢ [9
4 1-p; 1-p 1 1
h=— (= +—=2)=a% (= +)
E, = I
1-u,° 1-u,°
a= f( M1 +$)/(i+i)
- E; E, rnor

be

_F 1-u,® hy +1—M22 h,

_ hi : distance indiquée sur lafigure 1 ;

_ | : moment d'inertie se la section de la dent se trouvant dans le plan d’action ;
_ M1, p2: les coefficients de Poison des matériaux de laroue et du pignon ;
_E1, E2: lesmodules d’ élasticité des matériaux de laroue et du pignon ;

_ Iy, 1> : lesrayons de courbures des deux dents.

_b: lalargeur deladent.

La deuxieme approche (Weber, 1949) donne directement e déplacement local de
deux dents en contact en supposant des petites déformations ce qui permet de
négliger des termes d’ ordres é evés.

_2F 1-p,° (In&— Wy +1_H22 (In 2h, M1 g

T TE, b 20-m) B, b 20-my)

La dtratégie fixée par le présent travail consiste a choisir les différents
paramétres cités ci-dessus donnant un déplacement local qui soit le plus proche
possible des résultats donnés par les deux formules théoriques[9], [10].

Les différentes simulations sont faites sur un PC de fréquence 933 MHertz et
d’une mémoire RAM 128.
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4.2. Déermination du déplacement de contact

Un travail préliminaire consiste a trouver la distance minimale en profondeur
dans I'épaisseur de la dent ou le déplacement local devient insignifiant.
L’engrénement dont le contact est au diametre primitif et les caractéristiques
mecaniques et géométriques sont décrites par le tableau 1 est simulé par la présente
approche. Rappelons que toutes les caractéristiques géométriques d’un engrenage
sont déterminées a partir du nombre de dents, et du module d’ engrénement m qui est
égal au rapport du pas de | engrenage par le nombre z.

Nombre de dents : roue 1 20 dents
roue 2 20 dents
Module de |’ engrenage 2mm
Module d’ éasticité longitudinae 207 000 Mpa
Coefficient de Poisson 0.3
Force normale maximale 2000 N

Tableau 1. Caractéristiques mécaniques et géométriques de I’ engrenage

Pour déterminer |e déplacement normal v, d’un noaud de déplacement v, il suffit
de calculer le produit scalaire, soit :

Va=Vv.n

Les résultats sont donnés par le déplacement v,, des différentes couches repérées
par le vecteur xj.n. (xj= 0, m/10, nV3, nV1.75, m/1.5, m/1.25) en fonction de la
position d’'engrénement m/s,. Ou s est la distance algébrique Séparant le cercle
primitif et le point de contact mesurée sur la ligne d'action (figurel). Les
simulations sont faites pour une plage de chargement jusqu'a 2000 N et pour
différents modules (m = 2, 3, 4, 5, 6 mm), On donne a titre d’exemple les résultats
(figures 7-8) de modules m=2 et pour des chargements de 200 et 2 000N.

On remarque qu'’ a partir de la profondeur xj= m/1.75 la courbe devient droite ; et
le déplacement devient insensible au contact. On estime que cette profondeur limite
|"effet de contact. La composante locale de déplacement est supposée égale a la
différence des déplacements, du point de contact et celui du point de profondeur
xj= m/1.75. Dans la suite du travail, on se base sur cette hypothese pour étudier
I"influence des différents parameétres sur la qualité des résultats.
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2,00E-03

8.00E-04

6,00E-04
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Figure 7. Déplacement normal des différentes couches de la dent pour une charge
de 200 N
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Figure 8. Déplacement normal de différentes couches de la dent pour une charge
de 2000 N

4.3. Etude de I'influence des différents parameétres sur la qualité de résolution

La stratégie de |’ étude de cette influence repose sur la variation de chacun de ces
parametres en fixant les autres a des valeurs donnant des résultats satisfaisants
choisies aprés des rectifications successives. Toutes les simulations des
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engrenements sont faites sur le diamétre primitif. Dans chaque simulation on
détermine en fonction de la charge, le déplacement norma du noaud de centre de
contact qui n'est di qu’au contact. Ce centre de contact est repéré par la position
normalisée d’ engrénement my/s. Les résultats sont portés sur les mémes graphes.

4.3.1. Influence du paramétre de régularisation

L’ ordre de troncature, n 20
Ladensité de maillage 350
Lejeuinitial, & 0.15 mm
Le paramétre de précision, ¢ 10

Tableau 2. Les paramétres de simulation pour différents paramétres de
régularisation z

4,50E-03

4,00E-03 - = =0,05 ------- n=0,15 —--—-n=10 |. / .

3,50E-03

3,00E-03

2,50E-03 -

2,00E-03

1,50E-03

1,00E-03 -

5,00E-04

0,00E400 §

0 500 1000 1500 2000 2500

Forceen N

Figure 9. Déplacement normal dii au contact en fonction de la force pour différents
paramétres de contact

On fait varier le paramétre de régularisation entre 0,05 et 10,0 pour les vaeurs
fixes donnés par le tableau 2. Les courbes correspondantes (figure 9), aux valeurs
extrémes des paramétres de contact (n = 0,05 et  =10) montrent que la différence
est nette avec les approches théoriques. Pour n = 0,05 les déplacements sont plus
grands que ceux donnés par les approches théoriques, au contraire pour n =10 la
courbe est au-dessous des courbes théoriques. Les résultats donnés par n = 0,15 sont
les plus proches des résultats théoriques.
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4.3.2. Etude du jeu initial

Dans le méme esprit que |’ analyse du paragraphe précédent, on fixe les différents
parametres & des valeurs testées d’avance donnant des résultats acceptables, et on
fait varier le jeu initial dans une plage entre 0,1 et 1 mm. Dans le tableau 3, on
donne les différents parameétres utilisés dans la simulation. On remarque sur la
figure 10 que les valeurs extrémes du jeu initia (6=0,1, 8 =1,0) engendrent
I”éloignement des résultats du présent travail de ceux donnés par des approches
théoriques. La valeur intermédiaire (8 = 0,15) donne des résultats suffisamment
proches des résultats théoriques.

0,0045 -
--—--015 —m—01
00044 ...... WEBER cornell
0,0035 1

0,003

0,0025

0,002 -

0,0015 4

Déplacement de contact en mm

0,001 1

0,0005

Forceen N

T T T T |
0 500 1000 1500 2000 2500

Figure 10. Déplacement normal di au contact en fonction de la force pour différent
jeux initiaux

L’ ordre de troncature 20

Ladensité de maillage 350
Parameétre de régularisation 0,15
Le paramétre de précision 10°®

Tableau 3. Les paramétres de simulation pour différents jeux initiaux
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Figure 11. Influence de |’ ordre de troncature sur la qualité des résultats

4.3.3. Influence de I’ ordre de troncature sur |e déplacement local

Sur la figure 11 le déplacement de contact est donné pour les différents ordres
de troncatures allant de 7 a 20, ou le résultat est insensible & I’ ordre de troncature.
Ce paramétre manifeste son influence essentiellement sur le temps de calcul, ou a
des ordres bas le calcul devient tres lent, ce qu’ on remarque bien sur lafigure 12. On
passe de 43 mm 25 pour I’ ordre 7 418 mm 48 s pour |’ ordre 20. Cette diminution de
temps de calcul avec I'ordre provient de I’ accroissement de la longueur des pas;
puis I’ augmentation de I’ ordre augmente |égérement le temps d’ exécution du calcul.
A partir de I'ordre 15 la variation de temps devient |égére pour atteindre une valeur
minimale a I’ ordre 20 a partir de laquelle le temps de calcul commence a augmenter
|égérement. Une analyse d’un pas de calcul (Cochelin, 1994), montre que le temps
d’un pas contient essentiellement :

—le temps de calcul de la matrice tangente ;

— le temps de la triangul arisation de la matrice tangente ;

—letemps de calcul de laforce nonlinéaire;

—letemps de calcul du déplacement.

Les deux premiéres composantes ne dépendent pas de I’ ordre, au contraire de la
troisiéme et la quatriéme composantes, dont le temps de calcul augmente avec

I"ordre. Ces deux derniéres commencent a I’emporter sur le temps total a partir de
I’ ordre 20.
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Lejeuinitial 0,15
Ladensité de maillage 350
Paramétre de régularisation 0.15
Le paramétre de précision 10°®

Tableau 4. Les paramétres de simulation pour différents ordres de troncature

3000
2500 "
- \k
5 2000
: \
® 1500
3 L\./.—l
2 1000
5
500
o T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35
Ordredetrancature

Figure 12. Temps de calcul pour différents ordres

L’ ordre de troncature 20

Lejeuinitial 0.15
Paramétre de régularisation 0.15
Le paramétre de précision 10°®

Tableau 5. Les paramétres de simulation pour différentes densités de maillages

4.3.4. Influence de la densité de maillage

Il est bien vérifié que la qualité de la résolution est largement sensible a la
densité de maillage (Coy et al., 1982, Gagnon et al., 1991). Cette densité est égale
au nombre de nceuds sur le profil en développante de cercle de la dent. Dans cette
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étude on fait varier ce nombre de 50 jusgu'a 350, en conservant les autres
caractéristiques qu'on donne sur le tableau 5. La figure13 prouve que
I’ augmentation du nombre de ncauds améiore la qualité des résultats. La densité de
maillage est limitée par la capacité du matériel informatique, un compromis est alors
nécessaire.

o5 | e ip=350 —-—--Weber —— Cornell
—e—ip=300 —=—ip=50

0,0045

Déplacement normal en mm

1
2500

Forceen N

Figure 13. Influence de la densité de maillage sur la qualité des résultats

5. Etude de déplacement des points de contact

Dans leurs travaux, les auteurs de la référence (Coy et al., 1982), ont simulé
numériquement un cycle de chargement comme indiqué sur la figure 14, pour une
roue dentée dont les caractéristiques géométriques et mécaniques sont données par
le tableau 6. La charge varie selon la position d’ engrénement ; dans la premiére et la
troisiéme phase ou la charge est transmise par deux paires de dents, la variation est
linéaire. Ainsi on décrit assez bien la charge réellement supportée par une seule
paire de dent pendant ces deux phases. Dans la deuxiéme phase de I’ engrénement, la
charge est constante et complétement transmise par une seule paire de dent.

Dans |’ approche de (Coy et al., 1982) on applique la méthode des ééments finis
en supposant une charge concentrée en un noaud. La jante déformable de la roue est
de rayon égal a2,5 fois la hauteur de la dent. Le maillage de la dent est tres fin par
rapport acelui de lajante.
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Figure 14. Cycle de chargement imposé a la roue dentée

Nombre de dents 28
Module 3,18
Angle de pression 20°

Epai sseur 6,25
Module de Young 207 000 Mpa
Coefficient de Poisson 0,3

Tableau 6. Caractéristiques mécaniques et géométriques de la roue dentée

Les résultats sont comparés a ceux donnés par (Walker, 1940 ; Coy et al., 1982) ;
Cornell, 1981 ; Wang et al., 1981) ou les approches sont différentes et basées sur la
théorie de la résistance des matériaux et la théorie de contact de Hertz. Dans les
travaux de Walker (1940), les auteurs considerent le déplacement du point de contact
de la dent comme la somme du déplacement di au contact et le déplacement di ala
flexion de la dent assimilée a une poutre encastrée. (Cornell, 1981), a gouté a ces
deux composantes le déplacement dl ala rotation de laracine de ladent ainsi que le
déplacement di a la compression de la dent, ce qui explique que les valeurs de ses

résultats sont supérieures a celles données par Walker (1940).
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Coy et al., (1982) et Wang et al., (1981) supposent une force concentrée en un
point ; leurs résultats sont proches, et les valeurs des déplacements sont les plus
élevées. Les allures de toutes les courbes sont trés proches et méme s le cycle de
chargement est symétrique, le cycle de déplacement ne I'est pas. Ceci est dd
essentiellement & la composante de déplacement de flexion qui dépend du
chargement et de la position d’ engrénement.

Nos résultats se situent dans la méme zone que la plupart des résultats connus. Ils
sont trés proches de ceux de Cornell (1981) qui a présenté la modélisation la plus
fine.
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Figure 15. Déflection des points de contact suivant la ligne d’ action

6. Conclusion

Dans ce travail on a présenté une modélisation de I’ engrénement, formulée par le
principe des travaux virtuels et laloi classique de contact. La résolution est basée sur
la méthode asymptotique numérigue conjointement a la méthode des ééments finis.
Un mailleur automatique approprié aux engrenages cylindriques droits est éaboré,
permettant un maillage fin au niveau du contact.

L’ effet de contact sur le déplacement normal se manifeste a une profondeur de
Xj = m/1,75, et ce pour les différents modules et toute la plage de chargement
étudiée. Cette constatation nous a permis de déterminer la composante de
déplacement due au contact qu’on utilise pour faire une étude comparative avec des
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approches théoriques. Les résultats de ce travail comparés a ceux donnés par des
approches théoriques, montrent que les variations du paramétre de contact, du jeu
initial et de la densité de maillage modifient sensiblement les résultats alors qu'ils
sont insensibles a I'ordre de troncature. Ce dernier trouve son influence dans le
temps de calcul.

La perspective de ce travail consiste a trouver un facteur ou figurent
conjointement les trois paramétres soit, le jeu initial, le paramétre de contact et les
dimensions de maillage et permettant de voir son influence sur la qualité des
résultats. Ainsi on identifie la plage de valeurs recommandées a un seul facteur pour
garantir une meilleure qualité des résultats. Le choix des différents paramétres se
fera en conséquence.
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