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RESUME Les équations de Saint Venant bidimensionnelles sont résolues par deux méthodes dif-
férentes. La premiere, centrée, est de type éléments finis. La seconde, décentrée, est de type
volumes finis. Toutes les deux sont de second ordre dans le temps et dans I'espace. La vali-
dité des deux méthodes est démontrée sur des tests numériques et les performances de chacune
analysées et comparées.

ABSTRACT.TwO dimentionnal shallow water equations are resolved by two different methods.
The first one, is centred and is the finite element type. The second one, is an upwind method and
is finite volume type. Both methods are second order in space and time. The validity of the two
methods is demonstrated over examples and their performances are analysed and compared.
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1. Introduction

La classe des écoulements a surface libre, modélisés par les équations de Saint Ve-
nant, est un sujet tres étudié en mécanique des fluides numérique et en mathématiques
appliquées. En effet, le contrdle du débit est un paramétre essentiel pour l'industrie,
I'agriculture ou I'alimentation en eau potable. Laménagement des ressources en eau
est aussi d’une importance capitale, notamment la prédiction des ruptures des barrages
et les ondes de crue.

Plusieurs classes de méthodes numériques sont utilisées dans la littérature pour
résoudre les équations de Saint Venant, chacune ayant ses mérites et ses points faibles.
Dans ce travail les schémas suivants ont été utilisés pour résoudre les équations de
Saint Venant :

— schéma de Lax-Wendroff & deux étapes en version éléments finis,
— schéma de Roe de type volumes finis.

La méthode des éléments finis de type Galerkin s’étant heurtée a des difficultés
d’instabilité dans la résolution des équations de convection, Donea (1984), suivant
les travaux de Lax et Wendroff en différences finies, proposa de procéder d’abord a
la discrétisation du temps par un schéma d’Euler explicite de second ordre, et d’ef-
fectuer ensuite la discrétisation de I'espace par la méthode de Galerkin. Il obtint un
schéma d’ordre deux stable sous condition. Ce schéma a été amélioré par une procé-
dure en deux étapes par Lohner (Léheeal., 1985b) et appliqué avec succes aux
écoulements a surface libre par G. Dhatt (Mef#hl.,1999).

Dans le cadre des volumes finis, la question principale est comment estimer le
flux normale a chaque facette de I'élément en tenant compte de la physique associée
aux équations hyperboliques. Le schéma de Roe, basé sur le schéma de Goudunov
qui résoud un probléme de Riemann, est construit dans ce but (Roe, 1981). Le schéma
gue nous présentons est une variante du schéma de Roe dont la précision est améliorée
grace a la technique MUSCL (Benkhaldoetrel., 1996).

L'objectif de cette étude est de comparer les performances du schéma Lax-
Wendroff de type éléments finis au schéma de Roe modifié de type volumes finis.
Aprés avoir écrit les équations de Saint Venant dans la section 2, nous présentons dans
la section 3 le schéma de Lax-Wendroff (LW) et ses principales caractéristiques. Dans
la section 4, nous présentons le schéma de Roe, puis sa version du second ordre, ainsi
que ses principales propriétés. L'étude s'achéve par des tests numériques, mettant en
évidence les caractéristiques de chaque schéma en effectuant des comparaisons sur
leurs performances.

2. Modéle mathématique

Les variables de description physique sont :



Equations de St Venant par EF et VF 1001

h hauteur d’eau

V = (u,v) vecteur vitesse de I'écoulement
g accélération de la pesanteur
c=+/(gh) vitesse du son

At pas de temps

" = nAt etU" = U (")

Dans un domaing de frontiérel” et sous les hypothéses suivantes :

— fluide incompressible

— pression hydrostatique

— pente nulle

— force du vent et force de Coriolis nulles

un écoulement a surface libre, est régi par les équations de Saint Venant qui peuvent
étre organisées sous la forme vectorielle suivante :

oU | OF  9G _

0 1
ot - ox * dy [
ou
h hu hv
U= hu F =1 hu®+gh?/2 G= huv
hv huv hv? + gh?/2

Le systeme 1 représente le systéme des équations de Saint Venant sous forme conser-
vative. Pour avoir un probléme bien posé, il faut adjoindre a ce systéeme un jeu de
conditions aux limites et de conditions initiales.

3. Méthode des éléments finis : schéma de Lax-Wendroff
3.1. Discrétisation

L'essentiel du schéma de Lax-Wendroff a deux pas réside dans le traitement de la
discrétisation temporelle qui précéde la discrétisation spatiale. Le choix judicieux de

I'approximation spatiale donne un schéma de deuxiéme ordre dans le temps et dans
I'espace (Boulerhchet al.,1996). Il s’écrit :

gt g AL (OF" oG
2 ox Jy 2]
nJr% nJr%
Un+1 — U" - At oF + oG
Ox dy

avec
F’rL — F(Un) et G’rL — G(Un)
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Pour obtenir le modéle éléments finis, les relations 2 vont étre écrites sous formes
faibles. En appelan¥ la fonction de pondération, nous obtenons :

At ‘IJ(GF oG
2 Ja

_ 'rH—%_ n — =
WI—/Q\II(U U)d9+ o+ ay)dQ 0 3]

et

Wir = / W (U™ U™ dO - At/ (w. P34 w,G" ) a0
Q Q
+At/ 7 (F"*énx + G"Jr%ny) =0 [4]
I

Aprés avoir maillé le domain® en éléments triangulaires,, la discrétisation par
éléments finis va se faire en deux étapes :
Etape 1.Les espaces admissibles pdlf s’expriment par les conditions :

— W égal a 1 sur I'élémertd, et nul ailleurs.

1 1 P .
—U"t: = UZ“, constant sur I'élémers?, et nul ailleurs.
-U", F", G de typeC°.

Ces choix permettent de déduire de la forme [3] :

W;:/ \P(U”*éfU”)dQeJrg @(aF +8G)dﬂeo
Q. Qe

2 or Jy
soit :
n 1 A Fn n
AUME = / Urdo, — 2 / OFT  9G7N 1o, [5]
Q. 2 Q. ax 5'y

A, est'aire de I'élément triangulaire.

U™, F"*, G étant approximés par des fonctions linéaires, nous obtenons a l'issue de
. 1 —=n+i L14
cette étape le termg. "2 =T ? constant sur chaque élément.

Etape 2.Les espaces admissibles pdlif; s'expriment par ¥, U™, U™ de type
C°; F"F3, G"** sont définis par
1 —n4 L —n
Frts = F" + (F +3 _F )
n41 3 —n+l  —=n [6]
e (G e

avec :

—=n 1 —n 1 —n+t1 —n+1
F'=— | Fd0. , G'=— | GdQ, et F ' 2 =F(U""?
<, i ), G @)
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.. 1 1 A H
La variation deF" "2, G2 est alors de méme nature que celleFlg G". Ensuite,
la formeW; est mise sous la forme :

Wir =Y Wi [7]

qui en utilisant les approximations relativeBa; et en effectuant 'assemblage mene
a un systeme linéaire :

[MI{AU} = {R} (8]

ou [M] est la matrice massg,R} le résidu e{ AU} = {U"™'} — {U"}. Il est
trés fréquent que le systéme 8 soit diagonalisé par I'utilisation de la matrice masse
diagonalg M ].

La résolution de ce systeme algébrique est effectuée d’'une maniere itérative par
une simple méthode de Jacobi (Strang, 1986). L'algorithme de résolution s'écrit :

N

At = {so ) ) () - ooy P

Du fait du bon conditionnement de la matride/], trois itérations(k = 3) sont
en général suffisantes pour avoir une bonne approximation de la solution du systéme
linéaire. Si I'on désire utiliser la matrice masse diagonale, il suffit de se limiter & une
seule itération dans 'algorithme de résolution 9. Il convient de noter qu’aucun stoc-
kage de matrices n’est nécessaire.

3.2. Techniques de capture de chocs

En présence d’ondes de choc, I'algorithme du second ordre 2 est sujet a de fortes
oscillations qui peuvent mener a l'instabilité totale en présence d'un ressaut hydrau-
lique. Ceci est conforme au théoreme de Godunov qui stipule qu'un schéma linéaire
(Boulerhchaet al., 1995, Deconninck, 1991) et de second ordre est nécessairement os-
cillatoire au voisinage d’une discontinuité. Une stabilisation du schéma par un amor-
tissement numérique est donc nécessaire. Elle est basée sur I'addition d’un terme nu-
mérique de dissipation dans le but d’étaler la discontinuité (le choc) sur plusieurs
éléments, sans affecter pour autant, la solution dans les régions lisses (Bouédrhcha
al., 1996, Lohneet al.,1985a, Perairet al.,1987).

SoitU™ ! la solution calculée par le schéma de Lax-Wendroff 8. La solution lissée
U (s pour smoothed) est définie par :

Urtt=utt 4 M) D
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D étant le vecteur d’amortissement numérique déduit par assemblage du vecteur nodal
élémentaired :

d=Cppr vse|me—mp,] U, [10]

oum,. etmy, sontles matrices masse élémentaires, respectivement, pleine et diago-
nale.s. contréle la dissipation numérique en indiquant I'apparition de forts gradients,
tout en devenant inactif dans les régions lissggst choisi comme étant le maximum

des valeurs nodales élémentaisgsléfinies par :

X Alme —my.] he},
I Allme = mp ] he}, [11]

La sommation s’étend a 'ensemble des élémemtgant le noecuden commun, 'opé-
rateur[|.|] désigne la valeur absolue et

si

désigne la hauteur aux nceuds de I'élémerdans 10, est une constante fixée par
I'utilisateur, des valeurs de comprises entre 1 et 3 donnent de bons résulfats,
est le nombre de Courant élémentaire

At
< At

Crr

At. estle temps maximum que met la perturbation la plus rapide pour parcourir I'élé-
ment, soit

le

At, =
V| +e¢

l. étantune longueur caractéristique de I'élément, choisie ici comme étant la deuxiéme
hauteur du triangle. L'expérience montre que ce choix constitue une bonne représen-
tation de la taille de I'élément.

3.3. Stabilité
Pour un systeme d’équations hyperboliques bidimentionnelles, une perturbation
peut se propager dans une infinité de directimn®our tout choix den, les vitesses

de propagation sont égales a:

D =v.n , A =v.n
M) =V.n4+e |, MD=V.n-c
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La vitesse maximale a laquelle peut se propager une perturbation est’dprgou
V' est le module de la vitesse. Nous définissons alors le nombre de Courant par :

UZ(VJch)At [12]

Les critéres de stabilité relatifs aux équations de Saint Venant sont déduits des cri-
téres obtenus pour I'équation scalaire de convection (Boulerichla 1995, Peraire
etal.,1987) avec la nouvelle définition du nombre de Courant 12. Nous obtenons alors
pour le pas de temps permi&t < I./v/3(V + ¢) pour le schéma LW avec masse
pleine etAt <I./(V + ¢) pour le schéma LW avec masse diagonale.

4. Méthode des volumes finis : schéma de Roe
4.1. Discrétisation

Partons du systeme d’équations de Saint Venant :

oU OF 0G
- 1
8t+8x+8y 0 [13]

nous l'intégrons sur le volume fini triangulaife de frontiéredT;,

ou oF 0G
— 4+ —+—1dQ2=0
/aTi<8t ox 8y>

U étant supposé constant par élément, nous appliquons le théoréme de Green et nous
obtenons :

ou;
j + (Frng+ Gny)dl' =0 [14]

A ot or;

U, est 'approximation déJ sur le triangleT;, A; est I'aire deT;, n(n,,n,) estle
vecteur unitaire normal dirigé vers I'extérieur. La frontiér€; est décomposée en
union de frontiéres partielles associées a chaque coté de la @ltule

oT; = U Ty [15]
JEE(3)

ouT;; estl'interface entre les volumé&s et T, E(i) est 'ensemble des triangles qui
ont une arréte commune avec le triangleLa forme [14] devient :

20U T / (Fny + Gny)dl =0 [16]
ot jeRr@) Y i
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Q.
Q.

Figure 1. Interface entre deux volumes finis

Nous notons :
FU,n)=Fn, +Gn, [17]

le flux convectif & travers les trois arrétes du triarifjleet nous cherchons une ap-
proximation def.. F(U,n)dI sous laforme :
iJ

/ T(U, TL) dl' = ‘I’(U“ Uj, TL,'J') mes(Fij) [18]
Fij

® est appelé flux numériqué];, U ; sont les valeurs d& sur le trianglel;, T et
n;; le vecteur normal &'; (figure 1).

Le schéma de Roe (1981) est basé sur la décomposition caractéristique des diffé-
rences du flux en s'assurant de la conservation du schéma, il est défini par :

®(U;,Uj,nij;) (F(Ui,nij) + F(Uj,nij;))

|A*(U;,Uj,nij)| - (U; = U,) [19]

N = N

La matriceA* doit vérifier les conditions suivantes (Roe, 1981) :

-A"(U,V,n)(V-U)=F(V,n)—FU,n)
* OF
— A*(U,V,n) posséde des valeurs propres réelles pourlibet V, et les vec-
teurs propres del* sont linéairement indépendants.

: matrice jacobienne
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Pour évaluer la matricel™ nous introduisons le vecteur parameétre constitué par les
moyennes de Roe (Benkhaldoetal.,1996) :

1
o= (it hy)
i v = uiv/hi + uj\/h;
U (Ui,Uj): \/h_t‘i‘ /hj [20]
i
Vhi+ \/hy

La matriceA™ est alors définie par :
AU, Uj,ni;) = AU (U;,Uj), nyj)

A étant la matrice jacobienne :

oF 0G
0 N Ny
= (gh — u®)ng —uvn,  2ung + vny, Uy
(gh — v*)n, — uvn, Vg ung + 2vn,,

4.2. Schéma de Roe-MUSCL de second ordre

Le schéma de Roe est un schéma décentré de premier ordre. Afin d’acroitre I'ordre
de précision nous introduisons la technique MUSCL (Benkhaldoun, 1998). La va-
riableU est approximée par un systéme de fonctions linéaires par morceaux; sur I'in-
terfacel’;;, les états a droite et & gaucheldesont définis par l'interpolation linéaire
suivante :

U, =Ui+3VU.GG,
[21]
U, =U;-1iVU, GG,

Gi(zi,y:) et Gj(z;,y;) sont respectivement les barycentres des triangjlest T,
oU; 0U;
ox " Oy
dratique suivante (Benkhaldoenal.,1996) :

(figure 1).( sont évalués comme étant le minimum de la fonction qua-

0;(X.Y) = > |Ui+ (25— 2)X + (y; — p:)Y — U, [22]
JEK(7)
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K (i) est I'ensemble d'indices des triangles voisins du triarileCependant, le
schéma ainsi construit n’est pas monotone, pour contourner cette difficulté, nous uti-
lisons le limiteur MinMod pour déterminérU; etVU ; :

oy *1 min sgn an + max sgn an min an
or 2 |jek(® g Ox JEK (1) g Ox )| jekx()| Ox
m —1 { min sgn <8Uj) + max sgn (an>} min an
oy 2 |jeK () I dy JEK (i) g oy jeK (i) | Oy

Ces valeurs sont utilisées dans la relation [21] pour évz[lli?n—:-t U;;.

Le schéma de Roe-MUSCL de second ordre consiste a uﬂ[ﬁéjeet U;; déter-
minés ci-dessus a la place g etU ; pour calculer le flux numérique de la relation
[19]:

" 1 ,
U, Upny) = B (f(Uéjvnij> +-7"(U§j,m'j))
1 * l T T l
Y ‘A (Uija Uijvnij)‘ : (Uij - Uij) [23]
ou:
AX (U, U, nij) = AU (U, U7),nij)
U*(Uﬁj, U;;) étant formé a partir des moyennes de Roe :
h* = 1 hl hr
= 5( i 1 hig)
o = Ui héj + ug\/hi;
U (U,;,Uy;) = NITR RIS [24]
) [ hly vl
vt =

l ~
NN

Discrétisation temporelle :

En combinant les relations [16],[17] et [18] nous avons :

oU; 1
TR > (®(U, U, ny) - mes(Ty))
" JEE()
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ce que nous pouvons réécrire sous la forme :

oU
= = H(U) [25]

La discrétisation temporelle est réalisée a 'aide d’'un schéma de type Runge-Kutta
d’ordre 2 (Hirsch, 1988) :

—n+1 [2 6]

v = Ut A&HUY
Ut = U"+AtHU )

5. Tests numériques
5.1. Ressaut hydraulique oblique

Les deux schémas (Lax-Wendroff et Roe-MUSCL) décrits dans I'étude précé-
dente sont comparés sur un premier test numérique constitué d’'un ressaut hydraulique
oblique. Il s’agit d’'un courant circulant dans un canal de larg@ut, ses caractéris-
tiques a I'entrée sontu; = 8,57m/s, v = Om, hy = 1m, Q = 257,1m3/s etun
nombre de Froudé).; = 2,74; ce courant est dévié par une paroi latérale d’angle
0 = 8,95°. Théoriquement, cela donne naissance a une onde de choc stationnaire
d’angle = 30° et un courant aval paralléle & la paroi, de hauteus 1, 50m et une
vitesseus = 7,96m/s. Numériquement, nous résolvons les équations de Saint Venant
sans terme source sur un domaine maillé en éléments triangulaires et contenant 1 329
noeuds et 2 521 éléments (figure 2). A I'entree<£ 0,0 < y < 30), des conditions
aux limites de type Dirichlet sont imposées :

up = 8,57Tm/s
vy =0m/s
h1 =1m

La condition de glissement est imposée sur la paroi; le reste de la frontiere est
laissée libre. Le pas de temps égt = 0, 008 correspondant a un nombre de courant
CFL =0,26.

Lafigure 3 montre les iso-hauteurs obtenues par les deux méthodes. Par la méthode
des éléments finis I'angle du choc est de I'ordrg&@el ; par la méthode des volumes
finis il est de I'ordre des0, 5°. La capacité des deux méthodes a capturer le choc est
donc satisfaisante. Nous présentons également la hauteur a la sortie du domaine sur
la figure 4, nous constatons que la méthode des volumes finis est Iégerement plus
diffusive. Les deux méthodes convergent 4105 en erreur relative ; le temps CPU
(sur PC Pentium 3 a 1 GHz) consommé est de@dur le schéma de Lax-Wendroff
et de 14% pour le schéma de Roe. La méthode des volumes finis consomme donc
plus de temps CPU, cela est d( & I'’évaluation du flux numérique au niveau de chaque
facette.
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Figure 2. Géométrie du domaine et maillage

Figure 3. Iso-hauteurs, a gauche schéma LW, & droite schéma de Roe

150 oo 0800 52 *
o .
5 ° Schéma de Roe
145 Solution exacte
* Schéma de LW
1af °©
*
135
13f ©
B
2125
£
*
12
115 ©
11
o
105
o
)
N . . - "
o 5 10 15 20 % 30
Y(m)

Figure 4. Hauteur & la sortie du domaine
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5.2. Rupture partielle d’un barrage circulaire

Ce test (Alcrodeet al.,1993) va nous permettre de comparer la capacité des deux
schémas (Lax-Wendroff et Roe-MUSCL) a reproduire une solution symétrique. Le
domaine est un carré, maillé avec des éléments triangulaires et contenant 2 601 noeuds
et 5 000 éléments (figure 5 & gauche). Initialement, nous avons un barrage cylindrique
de rayon 2m retenant une colonne d’'eau de hauteuml@igure 5 a droite). Dans
le reste du domaine la hauteur est.lLa vitesse & I'état initial est nulle partout. Les
conditions aux limites sont de type Dirichlet sur toute la frontiére.

At = 0, le barrage se rompt et nous assistons a une onde de crue qui se propage
dans le domaine. La solution est calculée par les deux schémas. La figure 6 présente
les iso-hauteurs, la figure 7 a gauche montre I'évolution de la hauteur au point milieu
au cours du temps et la figure 7 a droite présente une coupe pour les hauteurs effectuée
ay = 25.

Nous constatons que les iso-hauteurs ne sont pas parfaitement symétriques, nous
pensons que cela est dd a I'influence du maillage d’une part, et surtout a I'état initial
qui n'est pas un cercle parfait. La coupe selpn= 25 montre une similitude des
résultats sauf au niveau du front ou I'on constate un surplus de diffusion du schéma
de Roe. L'évolution du point central est identique dans les deux schémas.

6. Conclusion

Nous étudions dans cet article les écoulements a surface libre régis par les équa-
tions de Saint Venant en variables conservatives, connues pour leurs caractéres hyper-
boliques. La résolution numérique est effectuée par la méthode des éléments finis en
utilisant le schéma de Lax-Wendroff, et par la méthode des volumes finis couplée au
schéma de Roe.

Aussi bien pour la recherche d’'une solution permanente que pour la recherche
d’'une solution instationnaire, les deux méthodes réalisent des performances compa-
rables. En particulier, les chocs droits sont capturés de fagon précise par les deux
méthodes. Le schéma de Roe montre toutefois un léger surplus de diffusion, et un
temps CPU nettement plus grand comparé au schéma de Lax-Wendroff.
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Figure 7. A gauche : Hauteur au point milieu. A droite : Coupe en y=25
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