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RESUME. Nousproposons dans cet article un vecteur de rotation @mental pour les coques non
linéaires en grandes rotations tridimensionnelles, s’appuyant suréarta dite gongtrique-
ment exacte. Cette formulation ifignentale a comme principal avantage, en plsvder les
blocages en rotations finies efdfe parfaitement adape aux proédures ieratives d'actualisa-
tion des codes existants, de fournir une matrice tangente de Bgsgiitetrique permettant une
convergence quadratique vers la solution. Noussenterons deux approches, une spatiale et
une makrielle. Nous donnerons la formulation matricielle issue de la digsationéléement fini,

eny inegrant la néthode des modes incompatibles ainsi que lag@ioce de esolution &quen-
tielle. Finalement, on @sentera des tests non seulement de coques en grandes rotations mais
aussi en flambement. Lelssultats seront compés avec ceux desathodes de vecteur total ou
de vecteur indementak cing degés de liberé.

ABSTRACTWe propose in this work an incremental rotation vector for three-dimensionnal non-
linear shells with large rotations, we use the geometrically nonlinear shell theory. The major
advantage in this description, without problem in finite rotations and with update procedure
of incremental rotation in accord to principals numericals programs, is to provide a symetric
tangent stiffness matrix leading to quadratic convergence of the incremental solution. Two ap-
proaches spatial or material, are illustrated. The finite element matrix with incompatible modes
will be done in addition of operator split resolution method. The examples includ not only analy-
ses of simple shell undergoing large rotation, but also cases of post-buckling displacements. We
evaluate the results in comparison with total rotation vection method and 5 degree-of-freedom
incremental vector.

MOTS-CIES : coque non ligaire en grandes rotations, vecteur de rotation Emmental, matrice

de rigidité synétrique.

KeywoRrDs:Nonlinear shell in large rotations, Incremental rotation vecteur, Symetric stiffness
matrix.
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1. Introduction

Cet article traite des coques nondaires en grandes rotations, avec six desgte
liberté (nok ddl, dont trois de rotations) par nceud. Il se base suétarih geonetrique-
ment exacte @sengée dans les travaux de [SF89, SFR90] et pacemment [Ibro4,
Ibr97]. Il rejoint aussi I'approche pour les poutres (voir [Al 98]), ainsi qu’'une approche
a cing ddl pour les coques (voir [IBCO1]). Dans les articlésopdents, nous avons vu
comment une matrice orthogond@&ment de la vaéte SO(3) est la pararatrisation
intrinseque des rotations finies. Mais cette dérain’est pas &s commode pour I'im-
plantationélement fini, I'approche en vecteur de rotation total, quaetle, conduit
biena des matrices tangentes de rigidstyrrétriques, mais rencontre des préiles
pour des rotations multiples de

L'id ée principale est donc d'utiliser un vecteur de rotationénwental, d’autant
plus inEressant qu’en plus de pouvoir, de part sa naéwiger les blocages en rotation,
un tel choix sera comptement compatible avec la péamiure de solution standard des
probemes non-ligaires base sur une stragie de chargement iramental, de plus,
I'actualisation des para@tres de rotationd chaque #ration restera additive, comme
dans la plupart des codélements finis existants. Une autre cegsence est que I'on
pourra retarder la disetisationélements finis aps la lirearisation ; contrairement au
vecteur de rotation total, pour lequel laé@risation coérente devait tenir compte de
la non linkarié des interpolationslements finis, ce qui la rendait pluglatate. Nous
devons donc obtenir des matrices de rigiddtal sans disétisatiorélement fini et qui
seront en plus syétriques, conduisart un taux de convergence quadratique vers la
solution incémentale correspondante.

Les principaux temes seront aboed dans I'ordre suivant. Aps quelques rappels
concernant la gorrétrie des grandes rotations, naasquerons la remarque la plus
utile qui y est rattacke, c’esta-dire I'existence d’'un vecteur propre de la matrice or-
thogonale des grandes rotations appphr abus de langage, vecteur de rotation. Nous
développerons successivement deux types d'interpolations pour le calcul de la matrice
A, faisant intervenir soit le vecteur de rotation &vél, soit le vecteur de rotation spa-
tial. Le meme scbma directeur sera utiks; tout d’aborda partir des mesures déd
formations correspondantes, nous calculerons les relations reliant @eatioits suc-
cessives ; puis les variations virtuelles de prenmiet seconde forme de ces deéras,
afin de mettre en application les difentequations quilibres lees au principe du
travail virtuel, ainsi que sa l@arisation. Nous enétluirons, tout naturellement, les
vecteurs esidus et matrices de rigidiutilesa notre implantation nuéarique.

Apres ces consirations tloriques, nous testerons cette formulation sur des exem-
ples concrets et nous comparerons Esuftats avec ceux obtenus pour des cogues
cing ddl. Cela pourrétre fait apes utilisation de la iethode deglements finis (citons
en teference le &s bon livre des professeurs G. Dhatt et G. Touzot [DT81]). Mais
avant tout, nous jsenterons quelques amagements matriciels pour atiorer la per-
formance de noélements enésultats par la gthode des modes incompatibles et en
stockage de doraes par la@solution &quentielle.
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Remarques sur les notations. Les scalaires soasrmst lettres minuscules, les vec-
teurs sont en lettres grasses et les matrices en majuscules grasses.

2. De la geométrie a la formulation variationnelle
2.1. Paramétrisation des grandes rotations 3D

Il existe differentes possibilis (voir [Spr86]) pour paraatriser les grandes rota-
tions et il nous appaftka bien vite que deux pardtrisations seulement, sont bien
adapées au calcul non lgaire. La preng@re pararétrisation utilise la matrice orthog-
onale lee au tenseul (neuf parardtres, mais qui peuvegtre eduitsa quatre par
I'utilisation des quaternions). La seconde, plus directe, se sert de troisgiaearaca-
laires, formant le vecteur directeur propre de la rotation. Le principal avantage de cette
dernire pararatrisation est de rendre les pemtres d’actualisation additives.

Rappelons quelques caragstiques de\.. Tout d'abordA conserve le produit sca-
laire, et 'ensemble des rotations de ce type constitue un groupe orthogonal propre de
tenseur 3D, n@SO(3) := {A : R® — R* | AT = A~!} ([SFR90]). Remarquons
gue nous ne sommes pas eag@nce d’'un espace &iaire mais d’'une vagié differen-
tielle, les travaux de [Lan95] ont mis évidence qué&'O(3) est un exemple classique
de groupe de Lie auquel est assoldpérateur : multiplication des matrices.

De plus, d’apes le tleoeme d’Euler ([Gol80]) pour la rotation finie d'un corps
rigide, il existe un vecteuf qui reste inchang par cette rotation (voir figure 1), tel
que :

6 =AY = TI9. [1]

C’esta-dire, est le vecteur propre d&, avec la valeur propre correspondante
égaleal. De plus, comme\ est un tenseur bi ponctué est le vecteur spatial corres-
pondant un vecteur matield. Le vecteu sera appévecteur de rotationet peut
étre utili¢ pour pararatriser les rotations finies.

Les rapports reliant ces deux pa@nisations de rotation&toulent directement de
lafigure 1 aveqy = a + b+ ¢ = Ax.

Nous en éduisons (voir [Arg82]) Equation (2), ave® matrice antisyratrique
dont le vecteur axial et (@b =0 x b ; Vb € R®).

ind 1 — cosf
A = cosO I + SE;L e+ 00208 020 = exp[@], [2]
Pourplus de pécisions sur la ciematique nous renvoyorad’article [Ibr97]. Nous
noterons cependant (voir figure 2) gh@ppar@ comme la transformation d’un vecteur
de basg, = Age; (triedre orthonorra obtenu par rotation du repe globak;) dans la
configuration de&ferenced un autre vecteur de basgdans la configuration courante :

A=a;®g; [3]
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Figure 1.Rotation finie d’un vecteur,@tomposition gorrétrique de sa nouvelle po-
sition

Figure 2. Configuration de&ferenceA et configuration courantgl¥ avec les vecteurs
de base des sysnes ca#ésiens locaux
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2.2. Variations admissibles des rotations finies

Nous traitonsa piesent des variations admissibles des rotations finies, autrement
dit, nous discutons de la gestion des petites rotations sup@Epasix rotations finies.

La variation admissible dA peut sécrire en version spatiale :

oA =9[A)| = Lleap(t SW)A]| =6WA. [4]
t=0 t=0

oudW estune matrice antisy@trique, dont nous noterods le vecteur axial )W =
SAAT est aussi un objet spatial.

Il est particulerement inéressant de travailler en vecteurs axiaux, les relations de-
viennent :

Sw = T(6) 66 5]
sinb 1 — cost 0 — sind
T(0) = 2 T+ e+ 006,
T
5 < A Sw
A
T (9) ()

59 I . 6

Figure 3.Diagramme commutatif des variations admissibles de rotations finies

D’autres relations entre vecteur spatial et @n&l decoulent du diagramme com-
mutatif de la figure 3.

Nous pouvons retrouver toutes ces coasidions @taillees dans [IFK95]. Mais
remarguons &@&nmoins que cette deeme expression posde un éterminant nul pour
des rotations totales multiplesde, k£ = 1,2, ..., d’ou I'intérét de proposer un vecteur
de rotation incemental.
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2.3. Formulation variationnelle, mesures dealormations

Nous avons appris par la lecture des articléguents ([Ibro4], [Ibr97]), que la
formulation variationnelle retenue, @&sriégularisation du fait de la rotation autour de
la normale, est de la forme :

1 ~ o
IL, (¢, A) := /A 3 {eaC?‘Vﬂt—:g + eaCifﬁeg + €a0%ﬁ6g + K,QCAIBFL[}} dA—TI s .
(6]

avecles mesures desflormations spatiales (retse¥) de membrane et de cisaillement
ainsi que la forme spatiale des mesures de flexion, en vecteur axial :

Gg = Pa A > ’@ﬁ = Wa [7]

e’

nous avonggalement :

nf = (C?“VB—FC’;"ﬁ—i—CgB)eg ) mf = C(;fi{g [8]

[e3

Les mesures deaformations madrielles ainsi que les efforts correspondants peu-
ventétre retroues par :

€a = AT(‘P,a —a,) = AT‘P,Q —9s s Na= ATnﬁ [9]
K,=A"k¢ = A"A, , m,=A"m?

Il nous restea écrire la forme explicite des matrices constitutives

T T
0 1 v 0
Et a1
Cy = 10 }HD 0" oI | , D=|v 1 0
a2 v al af 0 0 —15”

c, = ( * >7<a2, —af >,
{ 0

as3 Bt al 0T
C 3
N ] <1+v){0T a:?}
_ 4T OT
> Et? a2
Cu _a; }12121) 0" ai
IR el —ag

Nousallons voir dans la prochaine partie, comment exprithegn fonction du
vecteur de rotation matiel ¥ ou du spatiah en incémental, et rendre les formula-
tions pasees @pendantes de ces vecteurs.
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3. Vecteur de rotation incremental
3.1. Version matrielle

1) Lamatrice orthogonale de rotatidqg, . ; est expringe en fonction du vecteur de
rotation makriel,,, 1) et de la rotation obtenuel'itération pecedenteA ,,). ¥ (,+1)

est repeseng par l'internédiaire de sa matrice antismiqueé(n+1), dont on prend
I'exponentielle et en I'appliquant en premier (car on est en configuratioarrab),
c’esta-dire avant la rotation existante. Soit :

Afni1) = Apyezp[© (i) [10]

Suitea cette expressioms),, 1) peutétre calcud de marére incémentale par :

Fni1) = O(n) + AV (41

Ainsi 9, 1) vecteur de rotation et solution avec le vectgutu probeme de Gauss
gue nous sommes anmésa resoudre, peut profitérplein des structures classiques ad-
ditives de la plupart des codétements finis.

Nous pouvongcrire la @formation de membrang,, 1), de (9) en fonction de
A,

€n+l)a = exp[®(n+1)]TA(7;L)90(n+l),a_g('n+1)a

= €mya +exp[Oin)| AL P10 — AP n).a [11]

Pour les éformations de flexion, avec I'utilisation de (10), on a:

K(n+1)a = A(7;1+1)A(n+1),a [12]

= exp[® (1) [K ()acrp[O (1) + (€2p[O 1 41)]).0]  [13]

ce que nous pouvons traduire en termes de vecteurs axiaux :

Kn+1)a — 6$P[©(n+1)]T"5(n)a + TT(ﬂ(n+1))19(71,+1),a [14]

2) Nous allons regarder maintenant la prereéquation variationnelle de la forme
(6) exprimee en fonction du vecteur de rotatidnnoteG(p, 9, 0p, 619) =

STL, (¢, 9) - (5p,00) = / {5eac§$ﬁ>eﬂ+5eacgaﬁ>eﬁ +0e,C5 e
A

+oraCY; R} dA =Tl = 0 [15]
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Nous voyons que nous aurons besoin de ctirewée etdx. A partir desequations
(11) et (14) nous obtenons (nous avonégdlla notation e et en(n + 1)) :

se = ATop, — (TT(9)69) x (ATp ) [16]
ok = OTT(9)0 o+ TT(9)69 o — (TT(9)69) x (exp[®]Tk,) [17]

Nous devons mettre ezvidencesd dans I'expression d&T™” (9)9 ., apes cal-
cul:

ST (9)90 = R(9.,)09 [18]
R(a) [Cla—Cg(’ﬁ X a)—|—C3(’19'0,)’19] ®’l9
+eqlax] + c5[(9 - a)] + 9 ® a

avecc; = (Ycost) — sindd) /93, co = (Isind + 2cosd) — 2) /94,
c3 = (3sind — 29 — Ycos?) /95, ¢4 = (1 — cos??) /92 etes = (U — sindd) /93,

3) L'équation (15) a besoin, poéire Esolue par une gthode iérative de type New-
ton, d'étre lirtarie de marire colterente. Nous lui appliquons donc l'egateur tan-
gentL correspondard la cerivee directionnelle suivarkp et A9. Cette forme con-
sistante de I'oprateur tangent nous garantira ainsi un taux de convergence quadratique.

LIG(p,8,0p,00)] = G(p,9,5p,09)
+ i[G(cp + alp, ¥ + a9, §p, 69)] = 0[19]
da a=0
Nous aurons besoin de coiitta Ade et Adk.
Ade = —(ATT(9)69) x (AT ) — (TT(9)09) x (ATAwp )
—(TT(9)A9) x (ATdp )
HTT(9)69) x [(TT(9)A9) x (AT ] [20]
Adk = ASTT(9)9 4 + 0TT (9)AY o + ATT (9)69
—(ATT(9)69) x (exp©]"K,)
—(T7(9)89) x (T (9)A9) x (exp|®]"kn)) [21]
ou plut Ade - n et Adk - m
Ade-n = (ATT(9)69) - [nx](AT¢ )+ (TT(9)59) - [nx](ATAg )

~(ATdp ) - [nx](T" (9)AY)
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+T7(9)89 - [nx][ATp  x](TT (9)AD) [22]
Adk-m = (AT (9)9,)-m+ (6T (9)AY,) -m

+(ATT(9)69 o) - m — (AT (9)59) x (exp[®]Tky,)) - m

+(TT(9)89) - [mx][exp[®])T K, x|TT (9)AY [23]

Il restea transformer les expressions&™? §9-a etdT? AY-a, pour faire ressor-
tir les variations keesa 69 et A9; puis effectuer le calcul dASTT.
Nous trouvons ainsi les expressions suivantes uilegcriture des matrices de rigi-
dités.

S(a) = [aa+ca(¥xa)+c3(¥-a)d @9
—clax]+ e[ @a+ (9 a)l [24]
T = (accm-9q—com(¥x9,)+cz(m-9)(9-9,))1

+(b1(m - 9,4 —bom(9 x I 4) + bz(m-9) (9 -9 ,))[9 @I
+e5[0 0 @m+meI,]+cz3(m-9)[9 o9 +9R9 4]

+e3(9 -9 4) [0 @m +m e Y]

—2[(F 0 xm) @I+ ® (9, x m)] [25]

avec by =c3 —co,by = (Cl — 402)/’192 etbs; = (CQ — 563)/192.

4)  Nous pouvons maintenant exprimer &sidu et la matrice de rigidittangente.

0P 4 Ap,
L(6Tie) = / 59 e r+Kr{ A9 dA [26]
Al §9., AY,

avec pour ésidur :
T T T
. A" A S"Xa?]T ., OT n [27]
0 lexp®' K, x]T" + R(¥4) T m

(BI"

etla matriceK 1 se cecompose en une partie ragtlle K ,,, additionrée d’une partie
géonetrigue K, donrées comme suit :
AoCrAL 0
Km [B]T |: 0L nidxg

/ eoar | 28]
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0 —Alnx]T" 0

K - TT[nx]AT S(n x (ATcp’a)) 0
g —|—T[n><][ATLp,a><]TT

0 0 0
0 0 0

0 Y+ S((exp[®)Tk,) x m) [S(m)]T
+ +T[mx][exp[®]T kx| TT 129]
0 [S(m)] 0
~ af

avecC, = (CY +C’ +Cy)etC,, = Cy; .

Remarque : la prerére partie dd< , est liéed la membrane, la secondéa flexion.
Et surtout ce sont bien des matrices §myues.

3.2. Version spatiale

1) Nous cherchongétablir une version spatiale deguations grcedentes, plus pr
cisement nous voudrions utiliser le vecteur spatiait en incementab,, . 1), de ma-
trice antisynétrique correspondant®,,, 1), c'esta-dire cette fois-ci :

Aty = exp[© (1) Ay [30]

A, étant plaé a droite, léquation est dite spatiale.

Comme nous l'avons fait pour la version reaelle, nous allons chercherex-
primer les @formations I'itération(n + 1) en fonction de celles predentes l'itéra-
tion (n). Les mesures deéformations spatiales correspondantesa(Faide de la re-
lation (30) et de quelques transformations deviennent :

EL(;?[L-i-l)a = Pmtl),a exp[G(nJrl)](So(n),a - eiL)a) [31]
—_———
A (n)
Koia = TO0011)0mt1).a +exp[©in]Kf,, [32]

2) Pourles differents calculs de variations des mesuresélerchations, la drivee
de Lie va noustre recessaire. Pour ce faire, nous devons retravailleedestions
des mesures dectbrmations madirielles, de faco@ mettre erevidence les vecteurs
spatiaux en place des vecteurs émglls. Poutétre plus pecis,a partir de [equation
(16) et des relations du diagramme commutatif, on obtient :

de = AT(3p ,+ ¢, x(T50)) [33]
ok = ATow, = AT(0w+ w x dw) [34]
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A présent, il est possible de calculer leigées de Lie des mesures defarma-
tions gacea la remarque suivante :

d

Lse? = A& le—o [AL (¢7)]
= Jep—Wep = AS(AT e p) = Ade [35]
nous obtenons :
Ls€? = 6p,+ @, x(T0) [36]
Lsk? = 0T0,+T60,+ (TO,) x (40)
= 8(0,,)00 +T60 , + (T ,) x (40) [37]

Nous avons besoin aussi de calculeréaivke incémentale de Lie applige aux
efforts :

dt
= Ap, +p, x Aw [38]

Lae? = A <d[AT6“’(go +tAp, 0+ tAO)ht—o)

LAak? = A (;t[ATn“"(go +tAp,0 + tAG)]|t_O>

= Aw+wxAw [39]
3) Il nous reste pour finir :
LaLse? = A (:lit[ATﬁge‘p(go +tAp, 0 + tAB)]|t_0)
= —Awx(dp,+¢,xow)+Ap , xdw
+ o X Adw [40]

d
LaLsk? = A (dt[AT,cmmp +tAp, 60+ tAO)]t_0>

= —Aw X (dw+ w X dw)
+Adw + Aw X dw + w X Adw [41]

Puisque tous les paraitres de rotation doivei@tre exprings en fonction du para-
metre de rotation primair@, ainsi que de sa variatiat® et de sa valeur inémentale
A@. Nous avons les relations suivant®sw = AT(0)060 etdw = S(6 )00 +
T(0)36 ., qui nous permettent décrire lestquations :

LaLse? = =T60 xép, —TAO x (¢, x T0)
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+Ap , x TS0 + ¢, x ATS0 [42]
LALsk? = TAO x (TS0 x TO,,) — TAB x S(6.,)50 — TAO x T30,

—AT60 x TO , — T30 x S(0.,)A0

—T50 x TAB o + ASTO , + A8, + ATG0 [43]

Nous devons calculer en fafia Lse? - n et LALsk? - m¥. Ce qui, en faisant
ressortir les variationséiesa 60 et A@, donne :

LaLse? -n? = —0p . [nx|TAO+ 0T [n? @ ¢, — (n? - ¢ )I|TAO
+60T" [n?x|Ap , + 60 - R(n® x ¢ ,)AO [44]
LALsk? -m? 60T Im? @ TO , — (n? -TO ,)I|TAO
—0087(0 ,)[m? x| TAO
00 ,TT[m?x|TAO + 60 - R(m¥ x T8 ,)A0
+00TT [m¥x]8(0 o) A0 + 60T [m# x]TAE ,,
406 - EAO + SR(m?)TAO , + 66 ,R(m?)AO [45]

avecE ressemblant au calcul dé c’est-a-dire :
E = (aa(m? -9 4+ com?(0x0,)+cz(m?-9)(9-9,))1
+(b1(Mm? - o + bomP (¥ X Vo) + bz(m? - 9)(F- I ,)) [0 @I
+e5[0.0@mMP +mP @9 4] +c3(m? - 9)[P,, @9+ Q9 4]
Fez(9 -9 4) [0 @ mP + m¥ @ V)
+e2[(Pa xmP) @Y+ 9 (9,4 x m¥)] [46]

4)  Ce qui nous donne finalement sous forme matriciell@$sdur? :

= H {;5;]XT]T+S(0,Q) OT]T{ e } [47]

(B”)*

et
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00 0

0 TT[TO . x][m¢x|T + R(m¥ x T8 ,) R(m#)T
+TT[m?x])8(0 ) — 8(0.,)T[m?X|T +E +TT [m?x|T

0 R(m#)— T [m¥x|T 0

[48]

Nous avons don@&ussia I'aide d’'une parai@trisation simple des grandes rotations
et d'uneétude attentive des relations entre matrice orthogonale de rotation et vecteur
de rotation incemental,a formuler notre proldme en termes de matrice de rigadit
symeétrique et vecteurésidu pour une bonnésolution et une base correcte pour I'im-
plantationélément fini.

Une rapide comparaison des matrices et des vectesidus obtenus entre les deux
versions mdrielle et spatiale nous montre que le vecteur de rotation spatial c@nduit
un résidu plus simple, si ce n’est de formulation mais d’utilisation avec notre program-
mationélements finis existante. C’est une des raisons pour justifier le choix d'utiliser
une version spatiale, I'autétant pour raison de compatibéiavec les @veloppements
en poutre ([Al 98]), afin que lors de couplage (coque avec raidisseurs par exemple) la
formulation tteorique soit identique.

4. Implantation numeérique

Nous avons vu dans la partiegoedente les aspectsébriques de ce vecteur in-
cremental et nous avions aboatia formulation matricielle du probine de Gausa
résoudre.

Nous reprenons endtat ces principaux@Veloppements pour passer au stade de
limplantation nunérique en faisant intervenir la disgtisationélement fini. Les acquis
sur le vecteur de rotation total nous poussergjouter la rethode nurérique dite des
modes incompatibles afin d’optimiser nésultats, et dans leéme but mais pour op-
timiser le stockage, rendu plus dense par ceéithode, elle sera colg®a la proédure
de ésolution ¢quentielle (appék operator split).

4.1. Discrétisationéleéments finis et rathode des modes incompatibles
géonetriquement non lireaire

Pour I'implantationélément fini (voir [DT81]), nous prenony;, i = 1,..,4 les
fonctions de formes isopardatriques standard permettant d’avoir les interpolations
classiques pour le vecteugplacement et le vecteur rotation :

nen

=Y NG, = Ne¢ 6
Ae =1

nen

@ ZzNi(§777)0i = NOo° [49]
A =1
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Mais avant cela, unetape de plus sera aj@aten vue d'a@liorer, dans le cadre de
l'implantation nun&rique, les&sultats pour des maillages distordus ou des probk
en flexion pure. La rathode des modes incompatiblésogétriquement non li@aire
aborcee par Wilson ((WTDG?73]) eté&krite dans le iame cadre thorique par Ibrahim-
begovt et al. ([IF94, 1br95]), nous donnera l&solution du proliime discetise aux
inconnuegice(?) (variation des @placements et des rotations)ééf(i) (variations de
parangtres des modes incompatibles) suivant :

nel See e _ pe K¢ Fe Ace
Al ) {7 )+ [5 m (35 )} =0 o
e __ 5906
e —<5ee) [51]
nel

ot A est la proédure d'assemblaggements finis. Leésiduétant :

e=1

oo o [3 i, ] (e e

1B

avec :

r [ I3(3%) 0
[Nmz[é" ?\,] {o B )] (53]

La matrice de rigid&élémentaire se compose d’'une partieenle K, ¥ etd’'une
partie geonetrique K “. Pour la partie matielle nous avons :

n T
Kip = / peeyr | ACA 0 Beeraa [54]
e 0 AC A
la partie geonetrique sécrit de son oté :
0 —[n?x|T 0

o T T 'mex] TT[(po+do)x][n?x|T 0
Kgﬂa = /E[Na] _’_R(ng; % (90,04 +da))
0 0 0

00 0
0 TT[TO.,x][m?x|T + R(m¥ xT0,) R(m#)"
+ +TTm?x])8(0 o) — S(0 o) [m?x|T  +T" m?x|T [N.] dA
+2
0 R(m?) - TT[m#x|T 0
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de plus nous avons les matrices annexes suivantes :

~ T
e _ Ga n?
o= [ 6] ) aa -

m¥

S T
Fe = [0 N ] mlea ) cmTAC A G 04 (57

Fy7 = /[év ?V}T[([)nwnéa] ] ™ 58]

He? — / G AC, AT)[G5] dA [59]

= Gud°, Gj, = laMi 13] [60]

oM;  oM; 1 oM

o dx;  Ac |, oz

dA [61]

avec les\/; quadratiquesh/y (§,n) = 1—£2 etMy(&,n) = 1—n? (tel queM;NN; =
0 Vi, 7).

4.2. Méthode de &solution £quentielle

Nous voyons imradiatement que le gros pr@ohe de la formulation paedente
est le stockage de doeaes. Nous avons besoin, pour chaque actualisa@oative des
paranetres des modes incompatibles, de cdmedes valeurs de(” mais aussi les
matricesF¢("), H¢®) et le fesiduh®(®),

La méthode deé&solution &quentielle écrite ci-apes va diminuer les besoins en
mémoire. On suppose fees les valeurs degplacements et des rotations (déas par
la résolution du systme déquations globales), on caldulet H et de I'tquation,

HAd=-h = d=d—-H'h, [62]
on cherchel annulanth, afin d’obtenir les paragtres des modes incompatibles. Il est

important de dire qu’on obtient par lafme occasiolll matrice constante, et donc la
solution de (62) est calcek en une seuleétation.



872 Revue europenne deglements finis. Volume 13 -°n8/2004

Ainsi par une boucle &rative locale sur uglement, on a étermire, sous la con-
dition h = 0, les parartres des modes incompatibles ; ces derr@&at maintenant
fixés pour lagsolution globale afin de calculer le nouvel iewrent de dplacement et
de rotation :

[K(i) —_FOTH®G® ’1F(i)]Ac(i) = £ _ @ [63]

La pro&dure compite est pgsenge dans le tableau (1) suivant.

—On se donne(® déplacement e@'”) rotation fixes, ainsi quel®) paranetre des
modes incompatibles.

— Actualisation des paragires des modes incompatibles
dt+1) — q@ — g6 -1

— Calcul des in@ments de éplacement et de rotation
Ac) = (Ap® AW
KO — FOTHO -1pO)AcH = £0) _ p0)

— Misea jour des @placements (i) = (O 4 Ap®
— Misea jour des rotations 8+ = () 4 AW
— Calcul des matrices orthogonales correspondantes

; i+1 i+1
sinf Y gy L= cos0 ) i)

(i+1) _ (i+1)
A = cosf I+ 96D 9(i+1)2

Tableau 1.Procédure de la ésolution gquentielle

Pour finir nous testerons cette nouvelle formulation sur certainsguras standard
et d’autre, plus complices, de flambement. Nous comparerons kssltats avec ceux
obtenus par le vecteur de rotation total ou par le vecteur de rotaticGmiecitak cing
ddl. dévelopge par Ibrahimbegotiet al. ([IBC01]).

5. Exemples nun&riques

Tous les calculs pour valider nos nouvea@ldments de coques oa€ implanés
dans la versiolaboEe du programme de calcul FEAR\W@lopfee par le Professeur
R.L. Taylora UC Berkeley (e.gvoir Zienkiewicz [ZT89]). Lesélements sont donc
deséléments de coqua quatre nceuds avec six ddichacun d'eux. La &thode de
résolution est celle de Newton-Rhapson, classiquement eémlags donees pour
les cas tests sont standafdhs sauf avis contraire.
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5.1. Plague sous forme d’anneau

Cet exemple @sente de grandes rotations pour une plaque sous forme d’anneau
ouvert, encaséra une extemite, eta I'autre charg avec des charges verticalépar-
ties uniformémentp = 0.1. Les caradristiques recaniques choisies sont :

module d’Young
E=21x10"

coef. de Poisson

v=20.
rayon inérieur

R, =6
rayon exérieur

R,=6
longeurl = 3.048
épaisseuh = 0.03

Figure 4.Configuration initiale et éfornee d'une plaque en forme d’anneau soumise
a un chargement vertical son extemit libre

Cet exemple, prop@spar [BD92a] et [BR92], est unds bon test de la capagit
desélementsa tenir compte des grandes rotations. L'analyse est accomplie avec un
maillage del6 x 2 élements, pour la charge augmeatoixante fois par rappatla
charge initiale. Le&sultat obtenu pour I'alluresdormée finale est dessérsur la figure
ci-dessus.

Le diagramme chargeéglacement est psené sur la figure (5), ainsi que leé-r
sultats obtenus avec un nombrél@ments pluglewe 32 x 4 par [Ibr95], et ceci pour
les deux points de I'exémitee libre. Nous remarquons que nous obtenons glgis.de-
ments pluglewés pour le point A sur le rayon iatieur, tandis que le point B du rayon
extérieur converge vers I&sultat des autres@thodes ; soit avec notre vecteur de ro-
tation incémentale une valeur diedlacement e5.6931, pour une valeur dé5.647
par la methode du vecteur de rotation totale dans [Ibr95] avec un maillage de4
éléments, voir le tableau (3) comparatif dé&pthcements aux pointset B .

Une rapidectude du taux de convergence esigané en tableau (2). Il est a noter
gu’en rajoutant un pas de temps inté&dliaire on aréliore sensiblement ce taux de con-
vergence.



874 Revue europenne deglements finis. Volume 13 -°n8/2004

vect.rot. incr. vect.rot. tot.

multi. de charge maillage16x2 maillage32x4

pointA point B | pointA point B

2 3.048 3.359| 1.301 1.705
4, 4661 5.193| 2459 3.379
6. 5.767 6.475| 3.449 4.742
8. 6.618 7.475| 4.294 5902
10. 7.312 8.297| 5.023 6.894
12. 7.899 8.996| 5.658 7.749
14, 8.406 9.602| 6.218 8.494
16. 8.854 10.138| 6.717 9.149
18. 9.253 10.616| 7.167 9.732
20. 9.614 11.048| 7.576 10.254
24, 10.244 11.803| 8.297 11.160
28. 10.785 12.447 8.917 11.922
32. 11.257 13.008 9.458 12.576
36. 11.677 13.505/ 9.936 13.146
40. 12.057 13.952| 10.366 13.651
44, 12.404 14.358| 10.760 14.107
48. 12.724 14.730| 11.125 14.526
52. 13.021 15.073| 11.473 14.918
56. 13.299 15.394| 11.810 15.293
60. 13560 15.693| 12.132 15.647

Tableau 2.Taux de convergence pour la plaque cantilever en forme d’anneau

pasde temps t=0.5
No. norme norme norme norme
d'ité. | durésidu dénergie durésidu dénergie
0 2449 x 1071 8507 x 10~1 | 1.225 x 10~1  2.127 x 10!
1 7.603 x 10%  4.179 x 102 1.894 x 103 2.618 x 10!
2 7.737 x 102 1.182 x 10° 9.241 x 109 7.455 x 1073
3 6.611 x 100 4.429 x 10~2 | 4.007 x 10° 6.108 x 1075
4 3.191 x 102 1.348 x 10~ | 5.102 x 10~!  1.599 x 10~
5 2.706 x 109 3.468 x 1073 | 1.514 x 1072 2.218 x 10~*
6 7.535 x 100 1.026 x 1072 | 2.585 x 107°  4.867 x 10~ 1°
7 1.906 x 107! 1.873 x 1076 | 6.569 x 10710 4.744 x 10~2°
8 3.720 x 1072 3.612x 107°
9 7.174 x 1078 3.077 x 10718

Tableau 3.Déplacements enpour la plaque cantilever en forme d’anneau



Vecteur de rotation inémental 875

80

6ddl vect. rot. incr. point A ——
70 | 6ddl vect. rot. incr. point B ———
6ddl vect. rot. tot. point A -
6ddl vect. rot. tot. point B

60
50
40

30

Multiplicateur de charge

20

10

0 L v'\' | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Deplacement

Figure 5.Diagramme de chargegplacement pour la plague en forme d'anneau
soumised un chargement vertical son extemie libre

5.2. Cylindre encasté pincé

Une coque cylindrique est enca&stia une extemite, et est soumisa I'action de
deux forces opp@es pincantea I'extrémitee libre. Les caraétistiques récaniques
choisies sont :

module d’Young chage 6ddl. | 5ddl.
E = 2.0685 x 107 tot. || vect.rot. incr.  vect. rot. tot. | vec.rot. incr.
coef. de Poisson 40. [[ 1.595 x 1072 1.588 x 102 | 1.670 x 10~2
v=203 80. || 3.512x 1072 3.494 x 1072 | 3.721 x 102
rayonR = 1.016
longeur! = 3.048 1560. || 1.547 x 10°  1.546 x 10° | 1.589 x 10°
épaisseuh = 0.03 1600. || 1.561 x 10°  1.559 x 10° | 1.605 x 10°

Tableau 4.Déplacements sous la charge

En raison des conditions de sgtrie, un quart de la structure seulement s¢ndiee
et repésengée par un maillage d&6 x 16 élements. La charge totale applégiest
Fiot = 1600, au moyen de quarante pas de te@gaux de charge partiellg,,,, = 20.
Nous regardons legsultats avec les trois@thodes : vecteur de rotation totaesix
deggés de libeés (ddl.), vecteur de rotation irenentaléx 5 et 6 ddl., objet de ce docu-
ment, nous remarquons que lésultats sont sensiblemeguivalents, et surtout qu'ils
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sont pratiquement confondus entre les dewthndesa six ddl, voir le tableau com-
paratif des @placements sous la charge.

Nous retrouvons sur le diagramme (voir figure (6)), lesadéhts esultats obtenus
par ces trois rathodes : ainsi que I'allureéflormée pour la structure totale sous force
R. Laconvergence est excellente, en sixations on atteiritx 10~ 1% de normeésidu-
elle, pour notre rathode.

1600 ; . . . . . . 7

6ddl vecteur rotation incremetal —//
1400 |- 6ddl vecteur rotation total - ;
5ddl vecteur rotation incremental -/

1200 ¢
1000

800 r

Charge totale

600

400

200

0 L L L L L L L L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18
Deplacement

Figure 6. Diagramme de chargeé&placement pour le cylindre piacAllure cefornee
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5.3. Analyse de post-flambement d'un arc circulaire

L'analyse de flambement et post-flambement d’'un arc circulaire, avec un appui sim-
ple a une extemite et I'encastremerdt I'autre, est effectee pour une force verticale
appliquee au milieu. Les caragtistiques necaniques choisies sont :
module d’Young i P

E =9.6 x 107
coefficient de Poisson

v=20.

rayonR = 100
angle centrab = 145° R
longeurl = 10.35
largeurb = 1
épaisseuh = 0.5 é

Figure 7 .Arc circulaire avec force verticale applig@e au milieu : une exémie sim-
plement appuge I'autre encastre

Le résultat nurarique pour la charge critique est obtenu conitpe= 904, pour un
maillage de quaranteléments de coquesquatre noeuds (voir figure (8)), et ce pour
I’ element de &féerence et le itre a six ddl., ce qui correspond biénla solution de
réference (voir [DS75]P,.; = 897. Le résultat de Elémenta cing ddl. quand lui
est une charge critique de.. = 878., plus que conforme lui aussi. Le diagramme
charge-éplacement calcalpour le point @ la charge est applige, est dessesur
la figure (8) avec leésultat de &férence. Il esévident qu’un tés bon accord de ces
deux esultats est obtenu non seulement pour la valeur de la charge critique, mais aussi
pour tout le diagramme chargémlacement. Leasultat de Elementa cing ddl, bien
gu’inférieur, permet d’encadrer les dam@s. Par la figure (8), il eégalemenévident
que de tes larges éplacements piedent [état critique. Ainsi, ce probime doitetre
traité comme un proeime de flambement non éaire.

6. Conclusions

Lors de ces tests, nous avons paifier la convergence de notedement vers les
solutions connues pour des prelles standard mais aussi la vitesse de convergence
qui s’awere bierétre quadratique. Legsultats sont comparabl@seux obtenus par les
deux autres igthodes vecteur de rotation total et vecteur de rotatio@mentah cinq
ddl. Pour d’autres tests, nous pouvons voir Batoz ([BD92b]) awtatide I'art dans
le domaine des coques ou, dans ieme cadre thorique, Ibrahimbegowi([1br97]).

Nous pouvons conclur@ la bonne tenue de noteéement ainsi que sa robustesse
dans les cas des grandes rotations tridimensionnelles mais aussi lors éengrphls
sensible de flambement ou de post-flambement.
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1000 g qdTvecteur rotation incremental ——
6ddl vecteur rotation total -~
5ddl vecteur rotation incremental - <7
800 | '
(]
< 600 |
°
(4]
=2
&
S 400 + 1
200 1
0 : . ‘

0 20 40 60 80 100 120
Deplacement au centre

Figure 8. Configuration initiale et @formee. Diagramme forceaplacement au point
sous la charge

Cette validation suppmentaire en vecteur de rotation iearental renforce donc
le credit de la tieorie geomretriguement exacte des coques nogdines, éja valicte
pour les deux types de parairisation repris en test.

L'analyse dynamique des coques est le cadre naturel pour beaucoup dan@sebl
non linéaires, notamment la dynamique des &ysts multicorps et le claquement de
coques. L'obstacle principal pour aborder ce peoié, la dynamique du groupe des
rotations finies, a&ja éte enlee (e.g., voir [SK92]).
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Les perspectives sont donc ouvertes et nous comptons sur les futurs travaux qui
vont aborder la dynamique de coques en rotations finies.
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