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RÉSUMÉ. Nousproposons dans cet article un vecteur de rotation incrémental pour les coques non
linéaires en grandes rotations tridimensionnelles, s’appuyant sur la théorie dite ǵeoḿetrique-
ment exacte. Cette formulation incrémentale a comme principal avantage, en plus d’éviter les
blocages en rotations finies et d’être parfaitement adaptée aux proćedures it́eratives d’actualisa-
tion des codes existants, de fournir une matrice tangente de rigidité syḿetrique permettant une
convergence quadratique vers la solution. Nous présenterons deux approches, une spatiale et
une mat́erielle. Nous donnerons la formulation matricielle issue de la discrétisationélément fini,
en y int́egrant la ḿethode des modes incompatibles ainsi que la procédure de ŕesolution śequen-
tielle. Finalement, on pŕesentera des tests non seulement de coques en grandes rotations mais
aussi en flambement. Les résultats seront comparés avec ceux des méthodes de vecteur total ou
de vecteur incŕemental̀a cinq degŕes de libert́e.

ABSTRACT.We propose in this work an incremental rotation vector for three-dimensionnal non-
linear shells with large rotations, we use the geometrically nonlinear shell theory. The major
advantage in this description, without problem in finite rotations and with update procedure
of incremental rotation in accord to principals numericals programs, is to provide a symetric
tangent stiffness matrix leading to quadratic convergence of the incremental solution. Two ap-
proaches spatial or material, are illustrated. The finite element matrix with incompatible modes
will be done in addition of operator split resolution method. The examples includ not only analy-
ses of simple shell undergoing large rotation, but also cases of post-buckling displacements. We
evaluate the results in comparison with total rotation vection method and 5 degree-of-freedom
incremental vector.

MOTS-CĹES : coque non lińeaire en grandes rotations, vecteur de rotation incrémental, matrice
de rigidité syḿetrique.

KEYWORDS:Nonlinear shell in large rotations, Incremental rotation vecteur, Symetric stiffness
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858 Revue euroṕeenne deśeléments finis. Volume 13 - n◦ 8/2004

1. Introduction

Cet article traite des coques non linéaires en grandes rotations, avec six degrés de
liberté (not́e ddl, dont trois de rotations) par nœud. Il se base sur la théorie ǵeoḿetrique-
ment exacte présent́ee dans les travaux de [SF89, SFR90] et plus récemment [Ibr94,
Ibr97]. Il rejoint aussi l’approche pour les poutres (voir [Al 98]), ainsi qu’une approche
à cinq ddl pour les coques (voir [IBC01]). Dans les articles préćedents, nous avons vu
comment une matrice orthogonaleélément de la variét́eSO(3) est la paraḿetrisation
intrinsèque des rotations finies. Mais cette dernière n’est pas très commode pour l’im-
plantationélément fini, l’approche en vecteur de rotation total, quantà elle, conduit
bien à des matrices tangentes de rigidité syḿetriques, mais rencontre des problèmes
pour des rotations multiples deπ.

L’id ée principale est donc d’utiliser un vecteur de rotation incrémental, d’autant
plus int́eressant qu’en plus de pouvoir, de part sa nature,éviter les blocages en rotation,
un tel choix sera complétement compatible avec la procédure de solution standard des
probl̀emes non-lińeaires baśee sur une stratégie de chargement incrémental, de plus,
l’actualisation des param̀etres de rotations̀a chaque it́eration restera additive, comme
dans la plupart des codeséléments finis existants. Une autre conséquence est que l’on
pourra retarder la discrétisationéléments finis apr̀es la lińearisation ; contrairement au
vecteur de rotation total, pour lequel la linéarisation coh́erente devait tenir compte de
la non lińearit́e des interpolationśeléments finis, ce qui la rendait plus délicate. Nous
devons donc obtenir des matrices de rigidité total sans discrétisationélément fini et qui
seront en plus syḿetriques, conduisantà un taux de convergence quadratique vers la
solution incŕementale correspondante.

Les principaux th̀emes seront abordés dans l’ordre suivant. Après quelques rappels
concernant la ǵeoḿetrie des grandes rotations, nousévoquerons la remarque la plus
utile qui y est rattach́ee, c’est-̀a-dire l’existence d’un vecteur propre de la matrice or-
thogonale des grandes rotations appelé, par abus de langage, vecteur de rotation. Nous
développerons successivement deux types d’interpolations pour le calcul de la matrice
Λ, faisant intervenir soit le vecteur de rotation matériel, soit le vecteur de rotation spa-
tial. Le même sch́ema directeur sera utilisé ; tout d’abord̀a partir des mesures de dé-
formations correspondantes, nous calculerons les relations reliant deux itérations suc-
cessives ; puis les variations virtuelles de première et seconde forme de ces dernières,
afin de mettre en application les différenteśequations d’́equilibres líees au principe du
travail virtuel, ainsi que sa lińearisation. Nous en déduirons, tout naturellement, les
vecteurs ŕesidus et matrices de rigidité utilesà notre implantation nuḿerique.

Après ces consid́erations th́eoriques, nous testerons cette formulation sur des exem-
ples concrets et nous comparerons les résultats avec ceux obtenus pour des coquesà
cinq ddl. Cela pourrâetre fait apr̀es utilisation de la ḿethode deśeléments finis (citons
en ŕeférence le tr̀es bon livre des professeurs G. Dhatt et G. Touzot [DT81]). Mais
avant tout, nous présenterons quelques aménagements matriciels pour améliorer la per-
formance de nośeléments en ŕesultats par la ḿethode des modes incompatibles et en
stockage de données par la ŕesolution śequentielle.
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Remarques sur les notations. Les scalaires sont notés en lettres minuscules, les vec-
teurs sont en lettres grasses et les matrices en majuscules grasses.

2. De la ǵeométrie à la formulation variationnelle

2.1. Paramétrisation des grandes rotations 3D

Il existe différentes possibilités (voir [Spr86]) pour paraḿetriser les grandes rota-
tions et il nous apparaı̂tra bien vite que deux paramétrisations seulement, sont bien
adapt́ees au calcul non lińeaire. La premìere paraḿetrisation utilise la matrice orthog-
onale líee au tenseurΛ (neuf param̀etres, mais qui peuventêtre ŕeduitsà quatre par
l’utilisation des quaternions). La seconde, plus directe, se sert de trois paramètres sca-
laires, formant le vecteur directeur propre de la rotation. Le principal avantage de cette
dernìere paraḿetrisation est de rendre les procédures d’actualisation additives.

Rappelons quelques caractéristiques deΛ. Tout d’abordΛ conserve le produit sca-
laire, et l’ensemble des rotations de ce type constitue un groupe orthogonal propre de
tenseur 3D, noté SO(3) := {Λ : IR3 7→ IR3 | ΛT = Λ−1} ([SFR90]). Remarquons
que nous ne sommes pas en présence d’un espace linéaire mais d’une variét́e différen-
tielle, les travaux de [Lan95] ont mis enévidence queSO(3) est un exemple classique
de groupe de Lie auquel est associé l’opérateur : multiplication des matrices.

De plus, d’apr̀es le th́eor̀eme d’Euler ([Gol80]) pour la rotation finie d’un corps
rigide, il existe un vecteurθ qui reste inchanǵe par cette rotation (voir figure 1), tel
que :

θ = Λϑ = Iϑ . [1]

C’est-̀a-dire,ϑ est le vecteur propre deΛ, avec la valeur propre correspondante
égaleà1. De plus, commeΛ est un tenseur bi ponctuel,θ est le vecteur spatial corres-
pondant̀a un vecteur matérielϑ. Le vecteurθ sera appelévecteur de rotation, et peut
être utiliśe pour paraḿetriser les rotations finies.

Les rapports reliant ces deux paramétrisations de rotation découlent directement de
la figure 1 avecy = a + b + c = Λx.

Nous en d́eduisons (voir [Arg82]) l’́equation (2), avecΘ matrice antisyḿetrique
dont le vecteur axial estθ (Θb = θ × b ; ∀b ∈ IR3).

Λ = cosθ I +
sinθ

θ
Θ +

1− cosθ

θ2
θ ⊗ θ = exp[Θ], [2]

Pourplus de pŕecisions sur la cińematique nous renvoyonsà l’article [Ibr97]. Nous
noterons cependant (voir figure 2) queΛ apparâıt comme la transformation d’un vecteur
de basegi = Λ0ei (trièdre orthonorḿe obtenu par rotation du repère globalei) dans la
configuration de ŕeférencèa un autre vecteur de baseai dans la configuration courante :

Λ = ai ⊗ gi [3]
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Figure 1.Rotation finie d’un vecteur, décomposition ǵeoḿetrique de sa nouvelle po-
sition

-

6

¡
¡ª

e3 = eϕ
3

e2 = eϕ
2

e1 = eϕ
1

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶7

x
A

Aϕ

R
(ϕ,Λ)

g1

g3
g2

``̀¥
¥¥ ¥

¥¥

``̀

a1 a2

a3

³³³
B

BB
³³³

B
BB

¡¡µ
XXz¤
¤º

½
½=

Z
Z~

A
AK

Figure 2.Configuration de ŕef́erenceA et configuration couranteAϕ avec les vecteurs
de base des systèmes cart́esiens locaux
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2.2. Variations admissibles des rotations finies

Nous traitons̀a pŕesent des variations admissibles des rotations finies, autrement
dit, nous discutons de la gestion des petites rotations superposées aux rotations finies.

La variation admissible deΛ peut s’́ecrire en version spatiale :

δΛ = d
dt [Λt]

∣∣∣∣
t=0

= d
dt [exp(t δW )Λ]

∣∣∣∣
t=0

= δW Λ . [4]

oùδW est une matrice antisyḿetrique, dont nous noteronsδw le vecteur axial ;δW =
δΛΛT est aussi un objet spatial.

Il est particulìerement int́eressant de travailler en vecteurs axiaux, les relations de-
viennent :

δw = T (θ) δθ [5]

T (θ) =
sinθ

θ
I +

1− cosθ

θ2
Θ +

θ − sinθ

θ3
θ ⊗ θ .

δϑ δθ

δψ δw

Λ

ΛT

T T (ϑ) T (θ)

I

-¾
6 6

-

Figure 3.Diagramme commutatif des variations admissibles de rotations finies

D’autres relations entre vecteur spatial et matériel d́ecoulent du diagramme com-
mutatif de la figure 3.

Nous pouvons retrouver toutes ces considérations d́etaillées dans [IFK95]. Mais
remarquons ńeanmoins que cette dernière expression possède un d́eterminant nul pour
des rotations totales multiples dekπ, k = 1, 2, ..., d’où l’int ér̂et de proposer un vecteur
de rotation incŕemental.
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2.3. Formulation variationnelle, mesures de déformations

Nous avons appris par la lecture des articles préćedents ([Ibr94], [Ibr97]), que la
formulation variationnelle retenue, après ŕegularisation du fait de la rotation autour de
la normale, est de la forme :

Πγ(ϕ,Λ) :=
∫

A

1
2

{
εαCαβ

N εβ + εαCαβ
γ εβ + εαCαβ

Q εβ + καC̃
αβ

M κβ

}
dA−Πext .

[6]

avecles mesures de déformations spatiales (notées•ϕ) de membrane et de cisaillement
ainsi que la forme spatiale des mesures de flexion, en vecteur axial :

εϕ
α = ϕ,α − aα , κϕ

α = ωα [7]

nous avonśegalement :

nϕ
α = (Cαβ

N + Cαβ
γ + Cαβ

Q )εϕ
β , mϕ

α = C̃
αβ

M κϕ
β [8]

Les mesures de déformations mat́erielles ainsi que les efforts correspondants peu-
ventêtre retrouv́es par :

εα = ΛT (ϕ,α − aα) = ΛT ϕ,α − gα , nα = ΛT nϕ
α [9]

Kα = ΛT κϕ
α = ΛT Λ,α , mα = ΛT mϕ

α

Il nous restèa écrire la forme explicite des matrices constitutives

CN =
[

a1 0 a2

0 a2 a1

]
Et

1− ν2
D




aT
1 0T

0T aT
2

aT
2 aT

1


 , D =




1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2




Cγ =
(

a2

−a1

)
γ < aT

2 ,−aT
1 > ,

CQ =
[

a33 0
0 a3

]
Et

2(1 + ν)

[
aT

3 0T

0T aT
3

]

C̃M =
[ −a2 0 a1

0 a1 −a2

]
Et3

12(1− ν2)
D



−aT

2 0T

0T aT
1

aT
1 −aT

2




Nousallons voir dans la prochaine partie, comment exprimerΛ en fonction du
vecteur de rotation matériel ϑ ou du spatialθ en incŕemental, et rendre les formula-
tions pasśees d́ependantes de ces vecteurs.
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3. Vecteur de rotation incrémental

3.1. Version mat́erielle

1) La matrice orthogonale de rotationΛn+1 est expriḿee en fonction du vecteur de
rotation mat́erielϑ(n+1) et de la rotation obtenuèa l’it ération pŕećedenteΛ(n). ϑ(n+1)

est repŕesent́e par l’interḿediaire de sa matrice antisymétriqueΘ̂(n+1), dont on prend
l’exponentielle et en l’appliquant en premier (car on est en configuration matérielle),
c’est-̀a-dire avant la rotation existante. Soit :

Λ(n+1) = Λ(n)exp[Θ̂(n+1)] [10]

Suiteà cette expression,ϑ(n+1) peutêtre calcuĺe de manìere incŕementale par :

ϑ(n+1) = ϑ(n) + ∆ϑ(n+1)

Ainsi ϑ(n+1) vecteur de rotation et solution avec le vecteurϕ du probl̀eme de Gauss
que nous sommes amenésà ŕesoudre, peut profiterà plein des structures classiques ad-
ditives de la plupart des codeséléments finis.

Nous pouvonśecrire la d́eformation de membraneε(n+1)α de (9) en fonction de
Λn :

ε(n+1)α = exp[Θ̂(n+1)]T ΛT
(n)ϕ(n+1),α − g(n+1)α

= ε(n)α + exp[Θ̂(n+1)]T ΛT
(n)ϕ(n+1),α −ΛT

(n)ϕ(n),α [11]

Pour les d́eformations de flexion, avec l’utilisation de (10), on a :

K(n+1)α = ΛT
(n+1)Λ(n+1),α [12]

= exp[Θ̂(n+1)]T [K(n)αexp[Θ̂(n+1)] + (exp[Θ̂(n+1)]),α] [13]

ce que nous pouvons traduire en termes de vecteurs axiaux :

κ(n+1)α = exp[Θ̂(n+1)]T κ(n)α + T T (ϑ(n+1))ϑ(n+1),α [14]

2) Nous allons regarder maintenant la premièreéquation variationnelle de la forme
(6) expriḿee en fonction du vecteur de rotationϑ, not́eeG(ϕ, ϑ, δϕ, δϑ) =

δΠγ(ϕ,ϑ) · (δϕ, δϑ) :=
∫

A

{
δεαC

(αβ)
N εβ + δεαC(αβ)

γ εβ + δεαC
(αβ)
Q εβ

+δκαC̃
(αβ)

M κβ

}
dA−Πext = 0 [15]



864 Revue euroṕeenne deśeléments finis. Volume 13 - n◦ 8/2004

Nous voyons que nous aurons besoin de connaı̂treδε etδκ. A partir deséquations
(11) et (14) nous obtenons (nous avons alléǵe la notation enα et en(n + 1)) :

δε = ΛT δϕ,α − (T T (ϑ)δϑ)× (ΛT ϕ,α) [16]

δκ = δT T (ϑ)ϑ,α + T T (ϑ)δϑ,α − (T T (ϑ)δϑ)× (exp[Θ̂]T κn) [17]

Nous devons mettre eńevidenceδϑ dans l’expression deδT T (ϑ)ϑ,α, apr̀es cal-
cul :

δT T (ϑ)ϑ,α = R(ϑ,α)δϑ [18]

R(a) = [c1a− c2(ϑ× a) + c3(ϑ · a)ϑ]⊗ ϑ

+c4[a×] + c5[(ϑ · a)I + ϑ⊗ a]

avecc1 = (ϑcosϑ− sinϑ)/ϑ3, c2 = (ϑsinϑ + 2cosϑ− 2)/ϑ4,
c3 = (3sinϑ− 2ϑ− ϑcosϑ)/ϑ5, c4 = (1− cosϑ)/ϑ2 et c5 = (ϑ− sinϑ)/ϑ3.

3) L’ équation (15) a besoin, pourêtre ŕesolue par une ḿethode it́erative de type New-
ton, d’être lińeariśee de manìere coh́erente. Nous lui appliquons donc l’opérateur tan-
gentL correspondant̀a la d́erivée directionnelle suivant∆ϕ et∆ϑ. Cette forme con-
sistante de l’oṕerateur tangent nous garantira ainsi un taux de convergence quadratique.

L[G(ϕ,ϑ, δϕ, δϑ)] = G(ϕ,ϑ, δϕ, δϑ)

+
d

dα
[G(ϕ + α∆ϕ,ϑ + α∆ϑ, δϕ, δϑ)]

∣∣∣∣
α=0

= 0 [19]

Nous aurons besoin de connaı̂tre∆δε et∆δκ.

∆δε = −(∆T T (ϑ)δϑ)× (ΛT ϕ,α)− (T T (ϑ)δϑ)× (ΛT ∆ϕ,α)

−(T T (ϑ)∆ϑ)× (ΛT δϕ,α)

+(T T (ϑ)δϑ)× [(T T (ϑ)∆ϑ)× (ΛT ϕ,α] [20]

∆δκ = ∆δT T (ϑ)ϑ.α + δT T (ϑ)∆ϑ.α + ∆T T (ϑ)δϑ.α

−(∆T T (ϑ)δϑ)× (exp[Θ̂]T κn)

−(T T (ϑ)δϑ)× ((T T (ϑ)∆ϑ)× (exp[Θ̂]T κn)) [21]

où plutôt ∆δε · n et∆δκ ·m

∆δε · n = (∆T T (ϑ)δϑ) · [n×](ΛT ϕ,α) + (T T (ϑ)δϑ) · [n×](ΛT ∆ϕ,α)

−(ΛT δϕ,α) · [n×](T T (ϑ)∆ϑ)
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+T T (ϑ)δϑ · [n×][ΛT ϕ,α×](T T (ϑ)∆ϑ) [22]

∆δκ ·m = (∆δT T (ϑ)ϑ,α) ·m + (δT T (ϑ)∆ϑ,α) ·m
+(∆T T (ϑ)δϑ,α) ·m− ((∆T T (ϑ)δϑ)× (exp[Θ̂]T κn)) ·m
+(T T (ϑ)δϑ) · [m×][exp[Θ̂]T κn×]T T (ϑ)∆ϑ [23]

Il resteà transformer les expressions en∆T T δϑ·a etδT T ∆ϑ·a, pour faire ressor-
tir les variations líeesà δϑ et∆ϑ; puis effectuer le calcul de∆δT T .
Nous trouvons ainsi les expressions suivantes utilesà l’écriture des matrices de rigi-
dités.

S(a) = [c1a + c2(ϑ× a) + c3(ϑ · a)ϑ]⊗ ϑ

−c4[a×] + c5[ϑ⊗ a + (ϑ · a)I] [24]

Υ = (c1(m · ϑ,α − c2m(ϑ× ϑ,α) + c3(m · ϑ)(ϑ · ϑ,α))I

+(b1(m · ϑ,α − b2m(ϑ× ϑ,α) + b3(m · ϑ)(ϑ · ϑ,α))[ϑ⊗ ϑ]

+c5[ϑ,α ⊗m + m⊗ ϑ,α] + c3(m · ϑ)[ϑ,α ⊗ ϑ + ϑ⊗ ϑ,α]

+c3(ϑ · ϑ,α)[ϑ⊗m + m⊗ ϑ]

−c2[(ϑ,α ×m)⊗ ϑ + ϑ⊗ (ϑ,α ×m)] [25]

avec :b1 = c3 − c2 , b2 = (c1 − 4c2)/ϑ2 et b3 = (c2 − 5c3)/ϑ2.

4) Nous pouvons maintenant exprimer le résidu et la matrice de rigidité tangente.

L(δΠint) =
∫

A





δϕ,α

δϑ
δϑ,α



 ·



r + KT





∆ϕ,α

∆ϑ
∆ϑ,α







 dA [26]

avec pour ŕesidur :

r =
[

ΛT [ΛT ϕ,α×]T T 0
0 [exp[Θ̂]T κn×]T T + R(ϑ,α) T T

]T

︸ ︷︷ ︸
[B]T

{
n
m

}
[27]

et la matriceKT se d́ecompose en une partie matérielleKm additionńee d’une partie
géoḿetriqueKg donńees comme suit :

Km = [B]T
[

Λ0CnΛT
0 0

0 Λ0CmΛT
0

]
[B] [28]
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Kg =




0 −Λ[n×]T T 0
T T [n×]ΛT S(n× (ΛT ϕ,α)) 0

+T [n×][ΛT ϕ,α×]T T

0 0 0




+




0 0 0
0 Υ + S((exp[Θ̂]T κn)×m) [S(m)]T

+T [m×][exp[Θ̂]T κn×]T T

0 [S(m)] 0


 [29]

avecCn = (Cαβ
N + Cαβ

γ + Cαβ
Q ) etCm = C̃

αβ

M .

Remarque : la première partie deKg est líeeà la membrane, la secondeà la flexion.
Et surtout ce sont bien des matrices symétriques.

3.2. Version spatiale

1) Nous cherchons̀aétablir une version spatiale deséquations pŕećedentes, plus pré-
cisément nous voudrions utiliser le vecteur spatialécrit en incŕementalθ(n+1), de ma-
trice antisyḿetrique correspondanteΘ(n+1), c’est-̀a-dire cette fois-ci :

Λ(n+1) = exp[Θ(n+1)]Λ(n) [30]

Λ(n) étant plaće à droite, l’́equation est dite spatiale.

Comme nous l’avons fait pour la version matérielle, nous allons chercherà ex-
primer les d́eformations̀a l’it ération(n+1) en fonction de celles préćedentes̀a l’it éra-
tion (n). Les mesures de déformations spatiales correspondantes (7)à l’aide de la re-
lation (30) et de quelques transformations deviennent :

εϕ
(n+1)α = ϕ(n+1),α − exp[Θ(n+1)](ϕ(n),α − εϕ

(n)α︸ ︷︷ ︸
a(n)

) [31]

κϕ
(n+1)α = T (θ(n+1))θ(n+1),α + exp[Θ(n+1)]κ

ϕ
(n)α [32]

2) Pourles différents calculs de variations des mesures de déformations, la d́erivée
de Lie va nouŝetre ńecessaire. Pour ce faire, nous devons retravailler leséquations
des mesures de déformations mat́erielles, de façoǹa mettre eńevidence les vecteurs
spatiaux en place des vecteurs matériels. Pour̂etre plus pŕecis,à partir de l’́equation
(16) et des relations du diagramme commutatif, on obtient :

δε = ΛT (δϕ,α + ϕ,α × (Tδθ)) [33]

δκ = ΛT δw,α = ΛT (δω + ω × δw) [34]
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A présent, il est possible de calculer les dérivées de Lie des mesures de déforma-
tions gr̂aceà la remarque suivante :

Lδ•ϕ = Λ
d

dε
|ε=0 [ΛT

ε (•ϕ
ε )]

= δ • ϕ− δW • ϕ = Λδ(ΛT • ϕ) = Λδ• [35]

nous obtenons :

Lδε
ϕ = δϕ,α + ϕ,α × (T δθ) [36]

Lδκ
ϕ = δTθ,α + T δθ,α + (Tθ,α)× (δθ)

= S(θ,α)δθ + T δθ,α + (Tθ,α)× (δθ) [37]

Nous avons besoin aussi de calculer la dérivée incŕementale de Lie appliquée aux
efforts :

L∆εϕ = Λ
(

d

dt
[ΛT εϕ(ϕ + t∆ϕ,θ + t∆θ)]|t=0

)

= ∆ϕ,α + ϕ,α ×∆w [38]

L∆κϕ = Λ
(

d

dt
[ΛT κϕ(ϕ + t∆ϕ, θ + t∆θ)]|t=0

)

= ∆ω + ω ×∆w [39]

3) Il nous reste pour finir :

L∆Lδε
ϕ = Λ

(
d

dt
[ΛTLδε

ϕ(ϕ + t∆ϕ,θ + t∆θ)]|t=0

)

= −∆w × (δϕ,α + ϕ,α × δw) + ∆ϕ,α × δw

+ϕ,α ×∆δw [40]

L∆Lδκ
ϕ = Λ

(
d

dt
[ΛTLδκ

ϕ(ϕ + t∆ϕ, θ + t∆θ)]|t=0

)

= −∆w × (δω + ω × δw)

+∆δω + ∆ω × δw + ω ×∆δw [41]

Puisque tous les paramètres de rotation doiventêtre expriḿes en fonction du para-
mètre de rotation primaireθ, ainsi que de sa variationδθ et de sa valeur incrémentale
∆θ. Nous avons les relations suivantes∆δw = ∆T (θ)δθ et δω = S(θ,α)δθ +
T (θ)δθ,α, qui nous permettent de récrire leśequations :

L∆Lδε
ϕ = −T δθ × δϕ,α − T∆θ × (ϕ,α × T δθ)
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+∆ϕ,α × T δθ + ϕ,α ×∆T δθ [42]

L∆Lδκ
ϕ = T∆θ × (T δθ × Tθ,α)− T∆θ × S(θ,α)δθ − T∆θ × T δθ,α

−∆T δθ × Tθ,α − T δθ × S(θ,α)∆θ

−T δθ × T∆θ,α + ∆δTθ,α + δ∆θ,α + ∆T δθ,α [43]

Nous devons calculer en faitL∆Lδε
ϕ · n et L∆Lδκ

ϕ · mϕ. Ce qui, en faisant
ressortir les variations liéesà δθ et∆θ, donne :

L∆Lδε
ϕ · nϕ = −δϕ,α · [nϕ×]T∆θ + δθT T [nϕ ⊗ϕ,α − (nϕ ·ϕ,α)I]T∆θ

+δθT T [nϕ×]∆ϕ,α + δθ ·R(nϕ ×ϕ,α)∆θ [44]

L∆Lδκ
ϕ ·mϕ = δθT T [mϕ ⊗ Tθ,α − (nϕ · Tθ,α)I]T∆θ

−δθST (θ,α)[mϕ×]T∆θ

−δθ,αT T [mϕ×]T∆θ + δθ ·R(mϕ × Tθ,α)∆θ

+δθT T [mϕ×]S(θ,α)∆θ + δθT T [mϕ×]T∆θ,α

+δθ ·Ξ∆θ + δR(mϕ)T ∆θ,α + δθ,αR(mϕ)∆θ [45]

avecΞ ressemblant au calcul deΥ c’est-̀a-dire :

Ξ = (c1(mϕ · ϑ,α + c2m
ϕ(ϑ× ϑ,α) + c3(mϕ · ϑ)(ϑ · ϑ,α))I

+(b1(mϕ · ϑ,α + b2m
ϕ(ϑ× ϑ,α) + b3(mϕ · ϑ)(ϑ · ϑ,α))[ϑ⊗ ϑ]

+c5[ϑ,α ⊗mϕ + mϕ ⊗ ϑ,α] + c3(mϕ · ϑ)[ϑ,α ⊗ ϑ + ϑ⊗ ϑ,α]

+c3(ϑ · ϑ,α)[ϑ⊗mϕ + mϕ ⊗ ϑ]

+c2[(ϑ,α ×mϕ)⊗ ϑ + ϑ⊗ (ϑ,α ×mϕ)] [46]

4) Ce qui nous donne finalement sous forme matricielle le résidurϕ :

rϕ =
[

I [ϕ,α×]T 0
0 [Tθ,α×]T + S(θ,α) T

]T

︸ ︷︷ ︸
[Bϕ

]T

{
nϕ

mϕ

}
[47]

et

Kϕ
T = Kϕ

m + Kϕ
g = [Bϕ]T

[
Λ̄CnΛ̄T 0
0 Λ̄CmΛ̄T

]
[Bϕ]

+




0 −[nϕ×]T 0
T T [nϕ×] T T [ϕ,α×][nϕ×]T 0

+R(nϕ × ϕ,α)
0 0 0
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+




0 0 0
0 T T [Tθ,α×][mϕ×]T + R(mϕ × Tθ,α) R(mϕ)T

+T T [mϕ×]S(θ,α)− S(θ,α)T [mϕ×]T + Ξ +T T [mϕ×]T
0 R(mϕ)− T T [mϕ×]T 0




[48]

Nous avons donc réussi,̀a l’aide d’une paraḿetrisation simple des grandes rotations
et d’uneétude attentive des relations entre matrice orthogonale de rotation et vecteur
de rotation incŕemental,à formuler notre problème en termes de matrice de rigidité
symétrique et vecteur résidu pour une bonne résolution et une base correcte pour l’im-
plantationélément fini.

Une rapide comparaison des matrices et des vecteurs résidus obtenus entre les deux
versions mat́erielle et spatiale nous montre que le vecteur de rotation spatial conduità
un ŕesidu plus simple, si ce n’est de formulation mais d’utilisation avec notre program-
mationéléments finis existante. C’est une des raisons pour justifier le choix d’utiliser
une version spatiale, l’autréetant pour raison de compatibilité avec les d́eveloppements
en poutre ([Al 98]), afin que lors de couplage (coque avec raidisseurs par exemple) la
formulation th́eorique soit identique.

4. Implantation numérique

Nous avons vu dans la partie préćedente les aspects théoriques de ce vecteur in-
crémental et nous avions aboutià la formulation matricielle du problème de Gauss̀a
résoudre.

Nous reprenons en l’état ces principaux d́eveloppements pour passer au stade de
l’implantation nuḿerique en faisant intervenir la discrétisatiońelément fini. Les acquis
sur le vecteur de rotation total nous poussentà rajouter la ḿethode nuḿerique dite des
modes incompatibles afin d’optimiser nos résultats, et dans le m̂eme but mais pour op-
timiser le stockage, rendu plus dense par cette méthode, elle sera coupléeà la proćedure
de ŕesolution śequentielle (appelée operator split).

4.1. Discrétisationéléments finis et ḿethode des modes incompatibles
géoḿetriquement non lińeaire

Pour l’implantationélément fini (voir [DT81]), nous prenonsNi, i = 1, .., 4 les
fonctions de formes isoparamétriques standard permettant d’avoir les interpolations
classiques pour le vecteur déplacement et le vecteur rotation :

ϕ

∣∣∣∣
Ae

=
nen∑

i=1

Ni(ξ, η)ϕi = Nϕe , θ

∣∣∣∣
Ae

=
nen∑

i=1

Ni(ξ, η)θi = Nθe [49]
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Mais avant cela, unéetape de plus sera ajoutée en vue d’aḿeliorer, dans le cadre de
l’implantation nuḿerique, les ŕesultats pour des maillages distordus ou des problèmes
en flexion pure. La ḿethode des modes incompatibles géoḿetriquement non lińeaire
abord́ee par Wilson ([WTDG73]) et d́ecrite dans le m̂eme cadre th́eorique par Ibrahim-
begovíc et al. ([IF94, Ibr95]), nous donnera la résolution du probl̀eme discŕetiśe aux
inconnuesδce(i) (variation des d́eplacements et des rotations), etδde(i) (variations de
param̀etres des modes incompatibles) suivant :

A
nel

e=1

(
δce

δde

)
·
{(

re − fe

he

)
+

[
Ke F e

F eT He

] (
∆ce

∆de

)}
= 0 [50]

δce =
(

δϕe

δθe

)
[51]

où A
nel

e=1

est la proćedure d’assemblagéeléments finis. Le ŕesiduétant :

re ϕ =
∫

Ae

[Nα]T
[

I [(ϕ,α + dα)×]T 0
0 [Tθ,α×]T + S(θ,α) T

]T

︸ ︷︷ ︸
[Be ϕ

]T

{
nϕ

mϕ

}
dA [52]

avec :

[Nα]T =
[

N 0
0 N

]T



I3( ∂
∂sα

) 0
0 I3

0 I3( ∂
∂sα

)




T

[53]

La matrice de rigidit́eélémentaire se compose d’une partie matérielleKe ϕ
m et d’une

partie ǵeoḿetriqueKe ϕ
g . Pour la partie matérielle nous avons :

Ke ϕ
m =

∫

Ae

[Be ϕ]T
[

Λ̄CnΛ̄T 0
0 Λ̄CmΛ̄T

]
[Be ϕ] dA [54]

la partie ǵeoḿetrique s’́ecrit de son ĉoté :

Ke ϕ
g =

∫

Ae

[Nα]T







0 −[nϕ×]T 0
T T [nϕ×] T T [(ϕ,α + dα)×][nϕ×]T 0

+R(nϕ × (ϕ,α + dα))
0 0 0




+




0 0 0
0 T T [Tθ,α×][mϕ×]T + R(mϕ × Tθ,α) R(mϕ)T

+T T [mϕ×]S(θ,α)− S(θ,α)T [mϕ×]T +T T [mϕ×]T
+Ξ

0 R(mϕ)− T T [mϕ×]T 0







[Nα] dA

[55]
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de plus nous avons les matrices annexes suivantes :

he ϕ =
∫

Ae

[
Ĝα

0

]T {
nϕ

mϕ

}
dA [56]

F e ϕ
m =

∫

Ae

[
N 0
0 N

]T

[I3, [(ϕ,α + dα)× T ]T [Λ̄CnΛ̄T ][Ĝβ ] dA [57]

F e ϕ
g =

∫

Ae

[
N 0
0 N

]T [
0
[nϕ × T ][Ĝα]

]
dA [58]

He ϕ =
∫

Ae

[Ĝα]T [Λ̄CnΛ̄T ][Ĝβ ] dA [59]

Pour interpolation des modes incompatibles nous prenons :

dα

∣∣∣∣
Ae

= Ĝαde , Ĝjα =

[
∂M̂j

∂xi
I3

]
[60]

∂M̂j

∂xi
=

∂Mj

∂xi
− 1
Ae

∫

Ae

∂Mj

∂xi
dA [61]

avec lesMj quadratiques,M1(ξ, η) = 1−ξ2 etM2(ξ, η) = 1−η2 (tel queMj∩Ni =
∅ ∀i, j).

4.2. Méthode de ŕesolution śequentielle

Nous voyons imḿediatement que le gros problème de la formulation préćedente
est le stockage de données. Nous avons besoin, pour chaque actualisation itérative des
param̀etres des modes incompatibles, de connaı̂tre les valeurs dec(i) mais aussi les
matricesFe(i), He(i) et le ŕesiduhe(i).

La méthode de ŕesolution śequentielle d́ecrite ci-apr̀es va diminuer les besoins en
mémoire. On suppose fixées les valeurs des déplacements et des rotations (données par
la résolution du système d’́equations globales), on calculh etH et de l’́equation ,

H∆d̃ = −h ⇒ d̃ = d−H−1h, [62]

on cherched annulanth, afin d’obtenir les param̀etres des modes incompatibles. Il est
important de dire qu’on obtient par la même occasionH matrice constante, et donc la
solution de (62) est calculée en une seule itération.



872 Revue euroṕeenne deśeléments finis. Volume 13 - n◦ 8/2004

Ainsi par une boucle it́erative locale sur uńelément, on a d́etermińe, sous la con-
dition h = 0, les param̀etres des modes incompatibles ; ces derniersétant maintenant
fixés pour la ŕesolution globale afin de calculer le nouvel incrément de d́eplacement et
de rotation :

[K(i) − F(i) T H(i) −1F(i)]∆c(i) = f (i) − r(i) [63]

La proćedure compl̀ete est pŕesent́ee dans le tableau (1) suivant.

– On se donneϕ(i) déplacement etθ(i) rotation fix́es, ainsi qued(i) param̀etre des
modes incompatibles.

– Actualisation des param̀etres des modes incompatibles
d(i+1) = d(i) −H(i) −1h(i)

– Calcul des incŕements de d́eplacement et de rotation
∆c(i) = (∆ϕ(i), ∆θ(i))

[K(i) − F(i) T H(i) −1F(i)]∆c(i) = f (i) − r(i)

– Miseà jour des d́eplacements ϕ(i+1) = ϕ(i) + ∆ϕ(i)

– Miseà jour des rotations θ(i+1) = θ(i) + ∆θ(i)

– Calcul des matrices orthogonales correspondantes

Λ(i+1) = cosθ(i+1) I +
sinθ(i+1)

θ(i+1)
Θ(i+1) +

1− cosθ(i+1)

θ(i+1)2
θ(i+1) ⊗ θ(i+1)

Tableau 1.Procédure de la ŕesolution śequentielle

Pour finir nous testerons cette nouvelle formulation sur certains problèmes standard
et d’autre, plus compliqúes, de flambement. Nous comparerons nos résultats avec ceux
obtenus par le vecteur de rotation total ou par le vecteur de rotation incrémental̀a cinq
ddl. d́evelopṕe par Ibrahimbegovic̀ et al. ([IBC01]).

5. Exemples nuḿeriques

Tous les calculs pour valider nos nouveauxéléments de coques ontét́e implant́es
dans la versiońelaboŕee du programme de calcul FEAP, dévelopṕee par le Professeur
R.L. Taylor à UC Berkeley (e.g.voir Zienkiewicz [ZT89]). Leséléments sont donc
deséléments de coquèa quatre nœuds avec six ddl.à chacun d’eux. La ḿethode de
résolution est celle de Newton-Rhapson, classiquement employée. Les donńees pour
les cas tests sont standardisées sauf avis contraire.
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5.1. Plaque sous forme d’anneau

Cet exemple pŕesente de grandes rotations pour une plaque sous forme d’anneau
ouvert, encastré à une extŕemit́e, età l’autre charǵe avec des charges verticales répar-
ties uniforḿementp = 0.1. Les caract́eristiques ḿecaniques choisies sont :

module d’Young
E = 2.1× 107

coef. de Poisson
ν = 0.

rayon int́erieur
Ri = 6

rayon ext́erieur
Ro = 6

longeurl = 3.048
épaisseurh = 0.03

Figure 4.Configuration initiale et d́eforḿee d’une plaque en forme d’anneau soumise
à un chargement vertical̀a son extŕemit́e libre

Cet exemple, proposé par [BD92a] et [BR92], est un très bon test de la capacité
desélémentsà tenir compte des grandes rotations. L’analyse est accomplie avec un
maillage de16 × 2 éléments, pour la charge augmentée soixante fois par rapportà la
charge initiale. Le ŕesultat obtenu pour l’allure déformée finale est dessiné sur la figure
ci-dessus.

Le diagramme charge-déplacement est présent́e sur la figure (5), ainsi que les ré-
sultats obtenus avec un nombre d’éléments pluśelev́e32× 4 par [Ibr95], et ceci pour
les deux points de l’extrémit́ee libre. Nous remarquons que nous obtenons des déplace-
ments pluśelev́es pour le point A sur le rayon intérieur, tandis que le point B du rayon
ext́erieur converge vers le résultat des autres ḿethodes ; soit avec notre vecteur de ro-
tation incŕementale une valeur du déplacement en15.6931, pour une valeur de15.647
par la ḿethode du vecteur de rotation totale dans [Ibr95] avec un maillage de32 × 4
éléments, voir le tableau (3) comparatif des déplacements aux pointsA etB .

Une rapidéetude du taux de convergence est présent́e en tableau (2). Il est a noter
qu’en rajoutant un pas de temps intermédiaire on aḿeliore sensiblement ce taux de con-
vergence.
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vect.rot. incr. vect.rot. tot.
multi. de charge maillage16x2 maillage32x4

pointA point B pointA point B
2. 3.048 3.359 1.301 1.705
4. 4.661 5.193 2.459 3.379
6. 5.767 6.475 3.449 4.742
8. 6.618 7.475 4.294 5.902
10. 7.312 8.297 5.023 6.894
12. 7.899 8.996 5.658 7.749
14. 8.406 9.602 6.218 8.494
16. 8.854 10.138 6.717 9.149
18. 9.253 10.616 7.167 9.732
20. 9.614 11.048 7.576 10.254
24. 10.244 11.803 8.297 11.160
28. 10.785 12.447 8.917 11.922
32. 11.257 13.008 9.458 12.576
36. 11.677 13.505 9.936 13.146
40. 12.057 13.952 10.366 13.651
44. 12.404 14.358 10.760 14.107
48. 12.724 14.730 11.125 14.526
52. 13.021 15.073 11.473 14.918
56. 13.299 15.394 11.810 15.293
60. 13.560 15.693 12.132 15.647

Tableau 2.Taux de convergence pour la plaque cantilever en forme d’anneau

pasde temps t=0.5
No. norme norme norme norme
d’it é. du résidu d’́energie du résidu d’́energie
0 2.449× 10−1 8.507× 10−1 1.225× 10−1 2.127× 10−1

1 7.603× 103 4.179× 102 1.894× 103 2.618× 101

2 7.737× 102 1.182× 100 9.241× 100 7.455× 10−3

3 6.611× 101 4.429× 10−2 4.007× 100 6.108× 10−5

4 3.191× 102 1.348× 10−1 5.102× 10−1 1.599× 10−6

5 2.706× 100 3.468× 10−3 1.514× 10−2 2.218× 10−9

6 7.535× 101 1.026× 10−2 2.585× 10−5 4.867× 10−15

7 1.906× 10−1 1.873× 10−6 6.569× 10−10 4.744× 10−25

8 3.729× 10−2 3.612× 10−9

9 7.174× 10−8 3.077× 10−18

Tableau 3.Déplacements enz pour la plaque cantilever en forme d’anneau
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Figure 5.Diagramme de charge-déplacement pour la plaque en forme d’anneau
soumisèa un chargement vertical̀a son extŕemit́e libre

5.2. Cylindre encastŕe pinće

Une coque cylindrique est encastréeà une extŕemit́e, et est soumisèa l’action de
deux forces opposées pincantes̀a l’extrémit́ee libre. Les caractéristiques ḿecaniques
choisies sont :

module d’Young
E = 2.0685× 107

coef. de Poisson
ν = 0.3

rayonR = 1.016
longeurl = 3.048
épaisseurh = 0.03

charge 6 ddl. 5ddl.
tot. vect.rot. incr. vect. rot. tot. vec.rot. incr.
40. 1.595× 10−2 1.588× 10−2 1.670× 10−2

80. 3.512× 10−2 3.494× 10−2 3.721× 10−2

... ... ... ...
1560. 1.547× 100 1.546× 100 1.589× 100

1600. 1.561× 100 1.559× 100 1.605× 100

Tableau 4.Déplacements sous la charge

En raison des conditions de symétrie, un quart de la structure seulement seraétudíee
et repŕesent́ee par un maillage de16 × 16 éléments. La charge totale appliquée est
Ftot = 1600, au moyen de quarante pas de tempségaux de charge partielleFpar = 20.
Nous regardons les résultats avec les trois ḿethodes : vecteur de rotation totaleà six
degŕes de libert́es (ddl.), vecteur de rotation incrémentalèa 5 et 6 ddl., objet de ce docu-
ment, nous remarquons que les résultats sont sensiblementéquivalents, et surtout qu’ils
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sont pratiquement confondus entre les deux méthodes̀a six ddl, voir le tableau com-
paratif des d́eplacements sous la charge.

Nous retrouvons sur le diagramme (voir figure (6)), les différents ŕesultats obtenus
par ces trois ḿethodes : ainsi que l’allure déformée pour la structure totale sous force
R. La convergence est excellente, en six itérations on atteint1×10−10 de norme ŕesidu-
elle, pour notre ḿethode.
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Figure 6.Diagramme de charge-déplacement pour le cylindre pincé. Allure d́eforḿee
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5.3. Analyse de post-flambement d’un arc circulaire

L’analyse de flambement et post-flambement d’un arc circulaire, avec un appui sim-
ple à une extŕemit́e et l’encastrement̀a l’autre, est effectúee pour une force verticale
appliqúee au milieu. Les caractéristiques ḿecaniques choisies sont :

module d’Young
E = 9.6× 107

coefficient de Poisson
ν = 0.

rayonR = 100
angle centralφ = 145o

longeurl = 10.35
largeurb = 1
épaisseurh = 0.5

¡
¡

¡
¡

¡
¡µ

?

R

P

``̀ÃÃÃ
φ d

Figure 7 .Arc circulaire avec force verticale appliquée au milieu : une extrémit́e sim-
plement appuýee l’autre encastŕee

Le résultat nuḿerique pour la charge critique est obtenu commePcr = 904, pour un
maillage de quarantéeléments de coques̀a quatre nœuds (voir figure (8)), et ce pour
l’ élément de ŕeférence et le n̂otre à six ddl., ce qui correspond bienà la solution de
référence (voir [DS75])Pref = 897. Le résultat de l’́elémentà cinq ddl. quant̀a lui
est une charge critique dePcr = 878., plus que conforme lui aussi. Le diagramme
charge-d́eplacement calculé pour le point òu la charge est appliquée, est dessiné sur
la figure (8) avec le ŕesultat de ŕeférence. Il est́evident qu’un tr̀es bon accord de ces
deux ŕesultats est obtenu non seulement pour la valeur de la charge critique, mais aussi
pour tout le diagramme charge-déplacement. Le résultat de l’́elémentà cinq ddl, bien
qu’inférieur, permet d’encadrer les données. Par la figure (8), il estégalement́evident
que de tr̀es larges d́eplacements préćedent l’́etat critique. Ainsi, ce problème doitêtre
traité comme un problème de flambement non linéaire.

6. Conclusions

Lors de ces tests, nous avons pu vérifier la convergence de notreélément vers les
solutions connues pour des problèmes standard mais aussi la vitesse de convergence
qui s’av̀ere bien̂etre quadratique. Les résultats sont comparablesà ceux obtenus par les
deux autres ḿethodes vecteur de rotation total et vecteur de rotation incrémental̀a cinq
ddl. Pour d’autres tests, nous pouvons voir Batoz ([BD92b]) avec l’état de l’art dans
le domaine des coques ou, dans le même cadre th́eorique, Ibrahimbegovic̀ ([Ibr97]).

Nous pouvons conclurèa la bonne tenue de notreélément ainsi que sa robustesse
dans les cas des grandes rotations tridimensionnelles mais aussi lors de problème plus
sensible de flambement ou de post-flambement.
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Figure 8.Configuration initiale et d́eforḿee. Diagramme force-déplacement au point
sous la charge

Cette validation supplémentaire en vecteur de rotation incrémental renforce donc
le cŕedit de la th́eorie ǵeoḿetriquement exacte des coques non linéaires, d́ejà valid́ee
pour les deux types de paramétrisation repris en test.

L’analyse dynamique des coques est le cadre naturel pour beaucoup de problèmes
non linéaires, notamment la dynamique des systèmes multicorps et le claquement de
coques. L’obstacle principal pour aborder ce problème, la dynamique du groupe des
rotations finies, a d́ejà ét́e enlev́e (e.g., voir [SK92]).
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Les perspectives sont donc ouvertes et nous comptons sur les futurs travaux qui
vont aborder la dynamique de coques en rotations finies.
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[Ibr97] A. Ibrahimbegovíc. Théorie ǵeoḿetriquement exacte des coques en rotations finies et
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