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RESUME. Nous abordons le probleme d’ optimisation topologique de forme, par I'approche
des matériaux fictifs. Cette approche conduit & une formulation de matériaux a blocage, qui
est traitée numériquement par ééments finis, comme un probléme d’ élaticité non linéaire.
La topologie étant inconnue et e probléme fortement non linéaire, le temps de calcul et la
qualité de la solution dépendent trés fortement du maillage. C’est pourquoi nous utilisons
une méthode de raffinement de maillage local automatique, ce qui permet de cerner
rapidement la topologie optimale sur un maillage grossier, puis d'affiner la solution aux
fortes non-linéarités géométriques ou numériques. Nous testons en premier lieu des critéres
de raffinement liés & la physique du probléme, comme I’ épaisseur ou le gradient d’ épaisseur,
puis des critéres issus d'un calcul d’erreur a posteriori développé par R. Verfirth, cette
derniére approche s avérant trés performante.

ABSTRACT. We present the problem of topological optimization with fictitious materials. This
approach leads to a formulation of blocking materials that is treated numerically by finite
elements as a problem of non-linear dasticity. The computing time and the quality of the
solution depend strongly on the mesh, because the topology is unknown and the problem is
highly non-linear. For these reasons we use a local automatic mesh refinement method that
allows to quickly determine an optimal topology on a coarse grid and then to refine the solution
according to strong geometrical or numerical non-linearities. We test initially some refinement
criteria related to the physics of the problem, such as the thickness or the thickness gradient, and
then a criterion resulting froma posteriori error analysis developed by R. Verfirth.

MOTSCLES: optimisation topologique, ééments finis, raffinement de maillage, erreurs a
posteriori.
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1. Introduction

L’ optimisation topologique de forme est un probléme récurrent en ingénierie :
comment déterminer, a chargement et volume donnés, la forme d'une structure
dlastique qui présente la rigidité maximale ? Ce probléme, abordé initialement par
des techniques de variations de frontiéres, I'est depuis quelques décennies par des
méthodes de relaxation, sans a priori quant a la topologie de la structure. La
relaxation par homogénéisation en est la plus étudiée (Allaire et al., 1993, 1997 ;
Bendsoe, 1995 ; Bendsoe, 2002). Elle autorise des approches de multichargement,
de mécanismes, d’optimisation de matériaux... Pour notre part, nous étudions le cas
de structures planes qui peuvent étre traitées par une approche de matériaux fictifs
(Golay et al., 2001), ce qui conduit a une formulation de matériau a blocage, traité
numériquement par éléments finis comme un probléme d' éasticité non linéaire. On
constate que la qualité de la solution et la convergence du schéma numérique sont
conditionnées par le maillage utilisé.

C'est pourquoi nous utilisons par la suite une procédure de raffinement de
maillage automatique couplée a un critére de raffinement issu de la physique du
probléme ou d'une estimation a posteriori. En effet, dans le but de s affranchir de la
définition du maillage et de maitriser la qualité des calculs éléments finis réalisés, les
travaux sur les estimateurs d’ erreur a posteriori connaissent depuis (Babuska et al.,
1978) un essor justifié. Trés éudié par les mathématiciens, (Pichelin et al., 2000 ;
Bernardi et al., 2000 ; Verflrth, 1996...) le domaine d application est en général la
mécanique des fluides et curieusement plus rarement des applications en mécanique
du solide (Aubry et al., 2002). Trois approches principales peuvent étre discernées :
I’ approche hiérarchique, I’ approche loi de comportement et I’ approche des résidus.
Nous n’avons pas utilisé les approches hiérarchique (Pichelin et al., 2000) et loi de
comportement (Ladevéze et al., 1999) qui nécessitent des patchs d'ééments, ce qui
est contraignant dans I’ écriture de notre code. Nous avons préféré la méthode des
résidus qui permet une approche locale, et en particulier des estimateurs d erreur a
posteriori adaptés aux problémes elliptiques quasi linéaires du second ordre
proposés dans les travaux de (Verfurth, 2000). Ces travaux sont a I’origine, par
exemple, d'estimateurs sur des problémes de p-Laplacien (Liu et al., 2001),
probléme similaire a notre approche.

Comme nous le constaterons, |’ utilisation d’un maillage a raffinement adaptatif
permet de diminuer e temps de calcul et d’ appréhender les singularités du probléme.
Les performances de la démarche sont conditionnées par la qualité du remaillage et
le choix du critére de raffinement.

2. Approche des matériaux fictifs

Dans cette section, nous rappelons les étapes principales qui conduisent a la
formulation du probléme d optimisation topologique que nous considérons, une
démonstration détaillée se trouvant dans (Golay et al., 2001).
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2.1. Problemeinitial

Soit une plaque plane d’ épaisseur variable h(x) occupant un domaine, constituée
d’un matériau élastique homogéne isotrope, de module d' Y oung E et coefficient de
poisson v. Sous I” hypothése des contraintes planes, I’ énergie élastique s écrit :

| %sv(x) :D:e (X) h(x) ds, [n
Q

ou v et un champ de déplacement cinématiquement admissible,
g, = (VV+VTV)/2€St le tenseur des déformations et D est le tenseur d'élasticité
sous |” hypothéese des contraintes planes.

La plague est soumise a une densité de force F s appliquant le long d’une ligne £
et a des conditions de Dirichlet bloguant au moins les déplacements rigides. A
I”équilibre, le champ de déplacement u solution du probléme d’ éasticité minimise
|”énergie potentielle,

Jv,h)= jlsv(x) :D:e (X) h(x) ds— [F.vdl 2]
02 c

et |I'énergie dastique £ peut s écrire

&(h) = —-J(u, h) = —Inf J(v,h) = jleu(x) :D:e, (X) h(x) ds=Lirud. [3
\Y 92 Zﬁ

Nous cherchons, pour un volume V et un chargement F donnés, la répartition de
matiére qui maximise larigidité de la plaque, ou encore, de maniére équivalente qui
minimise |'énergie éastique. Le probleme d optimisation topologique de forme
s écrit donc :

Inf & (h). (4]
h>0

[hds=Vv

Q

2.2. Formulation matériau a blocage

Nous alons montrer rapidement comment le probléme d’optimisation peut se
reformuler en un probléme de type matériaux a blocage. En injectant (3) dans (4),
puis en utilisant le théoréme du « min-max », le probléme d’ optimisation devient :
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—Inf Sup J(v,h). (5]
V' h=0
[hds=V
Q

Pour maximiser (2), a un champ de déplacement cinématiquement admissible v
donné, il suffit de concentrer h 1a ou |’ énergie élastique locale est maximale. Donc,
(5) est réécrit :

- |nf{1||ev(x) :D:e ()~ [Fv dl} . (6]
\Y 2 o L

Et enfin, aprés un changement de variable normalisant (6), hous aboutissons a :

2

—% Inf —jF.WdI} . 171
w

HSWZDZSWH <1 ‘

oo

Donc, avec (4) nous cherchions la répartition de matiére h(x) qui minimisait la
compliance (travail des forces extérieures) pour un volume V donné; ce que nous
reformulons en la recherche du champ de déplacement éastique cinématiquement
admissible w minimisant la compliance pour une énergie locale bloquée.

3. Formulation éémentsfinis

3.1. Relaxation du probléme

Pour résoudre numériquement (7), nous proposons de régulariser lanorme infinie
en introduisant une fonction indicatrice I(t), telle que:

_Jeosit>1
I(t)_{OSinon ’

que I’on approchera par la fonction polynomiale tP/2p (p grand). Le probléme de
minimisation devient alors:

. 1
Inf{— (Fwdl+ [I(e_:D:e )dst= lim Inf{— [Fwdl + [—(e_ :D:e )Pds}. [8
\';]v{ i w +£J2(sw €y) s} pﬁﬂo\?\/{ £ w +£J22p(sw €y s} [8]

Pour un paramétre p donné, la formulation variationnelle de (8) s écrit :

[H(u)e,:D:e, ds= [Fwdl [9]
Q c
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ou
H(u)=(e,:D:e )P, [10]

On reconnait en (9) la formulation variationnelle d’ un probléme d' éasticité sous
I" hypothése des contraintes planes, ou I’ épaisseur H dépend de la densité d’ énergie
élastique (10). Par identification, H représente I'épaisseur h du probléme
d’ optimisation topologique (4) que nous recherchons. Le probléme (9) et (10) est
certes non linéaire, mais sa formulation permet aisément I’ application d’ une méthode
ééments finis. Plutét qu’un algorithme itératif d’ optimisation sous contraintes, nous
pourrons donc utiliser trés simplement les outils numériques classiques en
mécani que des structures.

3.2. Formulation éémentsfinis

Gréce ala relaxation du probléme d’ optimisation topologique sous la forme (9)
et (10), nous pouvons facilement mettre en oauvre une formulation éléments finis. En
utilisant les notations habituelles (Dhatt et al., 1984, Batoz et al., 1995), nous notons
{u}le vecteur des inconnues nodales et N° les fonctions d'interpolation de

I’élément e. Alorsle champ de déplacement est approché sur e par :
u(x) = [Ne0 fut [11]
et par différentiation nous définissons la matrice € émentaire B® telle que :
£,09 = [Be(x)}{u 3 [12]
En utilisant (11) et (12) ladensité d’ énergie élastique sur un élément e s’ écrit :
e D, ={up[sef[p][se]{w}= T ke]w [13)

oll K® représente la matrice de rigidité éémentaire en éasticité plane. Nous
décomposons aors le domaine Q en élémentsfinis e, de support V7, et laformulation
variationnelle (9) devient :

g (e bl [ -z 1 W [we] . g
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Comme (14) est écrit quel que soit le champ de déplacement w, nous cherchons
en definitive le champ de déplacement u qui annulelerésidu R, ,

bowbz (6ol ke Joko-s 1 [vT o s

par une méthode de Newton-Raphson, dont |la matrice tangente est calculée
explicitement par :

B 2o e .
vap-us 1 el e Jul [ ke o

eye

[16]

Comme annonceée, la programmation de (15) et (16) est trés simple a implanter
puisqu’ elle ne nécessite que les matrices et vecteurs élémentaires d’ une formulation
éémentsfinisde |’ éasticité classique.

Le probléme est fortement non linéaire, s bien que le schéma de Newton-
Raphson ne converge pas pour une forte valeur de p. Cest pourquoi, nous
initialisons le calcul par la solution élastique (p=1), puis nous incrémentons
progressivement le paramétre p. Le calcul de la matrice tangente a chaque itération
est nécessaire, en particulier au début du calcul.

4. Validation
4.1. Exemple analytique

Afin de valider notre modeéle numérique, nous le confrontons a un probléme
résolu analytiquement (Golay et al., 2001). On considere une plague carrée, centrée
a I'origine, de c6té 2, soumise & une pression sur sa frontiére (F(x1y)=(2+y?),
F(x,21)=(2+x*™). La solution analytique du probléme d’ optimisation topologique
est delaforme:

1 N 1
+x)4 (2+y)4'

h(x,y) = \/ 7 [17]
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RN

Figure 1. Pression

Pour initialiser le calcul nous annulons (15) pour p=1, qui est la solution
élastique, puis nous incrémentons p de 2 et résolvons (15) par un schéma de
Newton-Raphson ; puis I'incrémentation/résol ution est réitérée jusqu’alavaleur de p
désirée. Si les premiers calculs (p = 2,4,...) nécessitent une vingtaine d’itérations car
le systéme est fortement non linéaire, trés rapidement le schéma converge en 4 a
5 itérations. Nous avons étudié cet exemple sur trois grilles réguliéres & interpolation
quadratique (20x20, 40x40, 80x80).

Norme L2 de |’ erreur
[
o

@

Figure 2. (a) Ecart relatif Analytique/Numérique maillage80x80 (p = 20) (b) Norme
L2 del’erreur en fonction du paramétre p pour 3 maillages

L'analyse de I'erreur relative entre les solutions numériques et anaytiques en
chacun des points du domaine a été faite pour chacune des trois grilles (figure 2a) ce
qui valide la formulation numérique du probléme d optimisation topologique. En
comparant lanorme L2 de | erreur sur |’ épaisseur de la plague pour les trois types de
grilles, on constate une bonne convergence lorsque le paramétre p augmente
(figure 2b). Méme dans le cas ou p est petit (environ 10), la conception obtenue est
proche de la solution exacte. |1 est donc pertinent de calculer les premiéres solutions
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en se basant sur un maillage grossier, puis de raffiner le maillage afin d’ obtenir une
meilleure précision, car la qualité du maillage permettra ou non d' atteindre certaines
valeursde p, ¢’ est-a-dire la convergence du schéma de Newton-Raphson.

4.2. Exemple du moyeu

Nous cherchons dans un domaine Q infini, la répartition de matiére optimale
pour résister & trois forces eégales et concourantes. C'est le cas par exemple d'un
moyeu d’ hélicoptére reprenant les efforts dus alarotation des pales (figure 3).

Figure 3. Position du probléme

La géométrie obtenue respecte bien les symétries (figure 4), s bien qu'un
raffinement de maillage a été effectué en tenant compte des symétries afin d’ utiliser
le plus grand nombre d’'éléments possible, pour atteindre de grandes valeurs du
parameétre p. On constate que trés rapidement (p = 25) la topologie optimale est
définie, méme sur un maillage grossier (figure5). Une plus grande précision
nécessite une augmentation du paramétre p, augmentation qui est conditionnée par la
finesse du maillage. De plus, on constate que le point d application des forces
présente numériquement une singularité qui perturbe le systéme et donc la
convergence du schéma de Newton-Raphson. On passe en ce point brutalement
d’une forte épaisseur adu vide (point B).

Figure 4. Epaisseur (Foncé épais, blanc pas de matiére)
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Epaisseur

Figure 5. Epaisseur sur un axe de symétrie pour 3 valeurs du paramétre p

En définitive, nous constatons d’ une part, que les premiéres étapes de la méthode
(environ jusqu'a p = 10) sont trés colteuses en temps de calcul mais permettent de
définir latopologie ; puis, d’autre part, que I’augmentation du paramétre p affine la
géométrie si le maillage I’ autorise. C'est pourguoi, par la suite, nous utiliserons une
technique de raffinement de maillage, permettant de calculer les premiéres étapes sur
un maillage trés grossier, puis d’ affiner la topologie sur un maillage adéquat suivant
des critéres a définir.

5. Raffinement de maillage
5.1. Principe

Notre but ici n'est pas de recréer et optimiser un maillage global (par exemple,
(Frey et al., 1999), mais de raffiner localement un maillage existant (créé par un
logiciedl du marché) suivant des critéres a définir. Pour des raisons purement
d’architecture logicielle, nous appliquerons ces critéres sur les éléments et non pas
les arétes des éléments. Le logiciel que nous codéveloppons, SIC, par son approche
«orientée objet » (Breitkopf et al., 1992) est plut6t adapté a une approche locale. La
procédure de raffinement de maillage est particuliérement simple a énoncer, méme si
dans lesfaits la procédure est plus astucieuse :

1) Définir les @éments araffiner ;

2) Raffiner les éléments;;

3) Vérifier laconformité de chagque élément et arréter en cas de succeés;

4) En cas de non-conformité d'un éément, subdiviser cet élément s possible,
puisrefaire |’ éape 3.

Lors de I'étape 1, nous choisissons le pourcentage d'éléments du maillage a
raffiner, ainsi que le critére de raffinement a utiliser.
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Pour raffiner les éléments lors de I'éape 2, nous subdivisons un éément
quadrilatére en quatre éléments quadrilatéres et un éément triangulaire en trois
éléments triangulaires (figure 6). La qualité des éléments triangulaires générés est
maitrisee par deux critéres. D'une part, nous contrdlons la géométrie des ééments
par le rapport entre le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle circonscrit de
I’élément. D'autre part, nous contrlons la disparité de taille des ééments du
maillage par le rapport du rayon du cercle inscrit de I’éément et |e plus grand rayon
des éléments du maillage. Dans le cas des quadrilatéres, nous utilisons les rayons des
triangles contenus dans e quadrilatére.

- A@

Figure 6. Raffinement élémentaire

Lors de I'éape 3, nous nous ramenons a une des configurations présentées ci-
aprées (figure7), afin de subdiviser au minimum les éléments ayant des noauds

R
LEHED A
Lk L

Figure 7. Mise en conformité des é éments

Cette procédure de raffinement a été développée pour des éléments 1D ou 2D, &
interpolation linéaire ou quadratique. Gréce a I'approche orientée objet du code,
chaque noaud créé sur une aréte hérite des propriétés, des conditions aux limites ou



Optimisation topologique et raffinement 891

sollicitations et des degrés de liberté interpolés des noauds de I'aréte; de méme
chaque élément créé hérite des propriétés, des sollicitations et des variables internes
de I’élément initial. Le maillage ainsi obtenu est enfin améioré en rééquilibrant la
position de certains noauds ou en inversant des triangles aplatis (figure 8).

ﬁ ﬁ
Figure 8. Inversion des triangles

5.2. Critéres de raffinement

5.2.1 Critére d’ épaisseur moyenne

Dans un premier temps, il parait intuitif et ssimple de chercher araffiner laou il y
a de la matiére. C'est pourquoi nous utilisons comme critére de raffinement, sur
|”élément e, |’ épaisseur moyenne :

/lezde. [18]
ee

Ce critere est assez efficace sur le cas anaytique, mais il est peu performant en
cas de sollicitations ponctuelles avec de fortes variations de matiére. En particulier la
transition vide/matiére est mal appréhendée.

5.2.2. Critere de Zienkiewicz

Dans un deuxiéme temps, nous nous inspirons de |"approche de (Zienkiewicz et
al., 1991), qui cherche en éasticité a qualifier I'écart entre le champ de contrainte
numérique discontinu obtenu par le calcul éléments finis, et un champ continu
I’approchant au mieux. Par analogie, nous cherchons donc I'épaisseur continue
h.(x,y) qui minimise en tout point du domaine d'étude I'écart avec |’ épaisseur
numérique discontinue H:

Ivrl1icn|H—hC|. [19]

Pour résoudre ce probléme, nous utilisons une méthode éléments finis. A partir
delaformulation variationnelle,
vo, [H-h )pde=0;: [20]
Q

nous construisons une formulation numérique, avec I’ interpolation,
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.0 = N6 ] h - 21

et nous obtenons le systéme :
> {NQP{NQ}{hC}js=2 f{Ne}Hds. [22]
eye eye

Le calcul du critére (23) nécessite donc larésolution d' un systéme linéaire (22) dont
la matrice de rigidité est une matrice masse, et dont le second membre est | épaisseur
discontinue du probléme d optimisation. Le maillage utilisé pour ce calcul est bien
évidemment exactement le méme que pour le probléme d' optimisation, s bien que la
numérotation est déja optimisée. Nous avons donc testé e critére :

%j(H—hc)zde. (23]

La construction de ce champ continu, nous autorise par ailleurs a déterminer
facilement le gradient de I’ épaisseur sur chague élément e, qui est un autre critére
gue nous avons testé.

2

Lilon| de [23]
ee

Les premiers tests effectués ne permettent pas de différencier significativement
les trois criteres (18), (22), (23) exposés ici. Dans I'ensemble ils sont appropriés,
sauf alafrontiére de latopologie calculée, ou un maillage plus fin serait souhaitable.
C'est pourquoi, par la suite, nous étudions un critére issu d'un calcul d'erreur a
posteriori.

5.2.3 Critére de Verfirth

Travaillant avec des ééments a interpolation quadratique, nous ne souhaitons pas
utiliser des estimateurs d’erreur a posteriori hiérarchiques, et pour garder un critére
local élémentaire nous écartons également les critéres de type loi de comportement.
Nous avons donc préféré la méthode des résidus, et en particulier les travaux de
(Verfirth, 2000) qui propose des estimateurs d'erreur a posteriori adaptés aux
problémes elliptiques quasi linéaires du second ordre. (Verfiirth, 2000) propose donc
sur I’élément e, d' arétes a de normale n, I’ estimateur local suivant :

3
{reszﬁdSJrlz ngdl} [24]
e 2 a a
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ou re représente le rayon de I’élément, R, le vecteur résidu élémentaire et R, le
saut de contrainte normale sur |’ aréte; soit avec notre formulation élémentsfinis:

jR%de=| H(u)[Ke]{ue}r ds [25]
et

jR%de= f{<na>H(u)[D][Be}{Jeﬂ d. [26]
6. Résultats
6.1 Cas analytique

Pour traiter ce cas test (figurel), nous partons d'un maillage grossier de
96 noauds, puis nous raffinons successivement 20 % du maillage pour p = 4,8,12,16,
s bien gu'au final nous résolvons le probléme avec 933 ncauds. Nous constatons
d’une part que le critére de Verfirth est le plus précis (figure 9), et le plus rapide
(figure 10). D’ autre part, ce critére uniformise sur le domaine |’ erreur commise. Si
on résout dés le départ e probléme avec le maillage optimisé, on atteint p = 10 aprés
22 secondes et p = 20 aprés 35 secondes. La procédure de raffinement automatique
est évidemment plus rapide au début pour une précision analogue, mais surtout, au
final, le temps de calcul est comparable malgré tous les calculs supplémentaires
inhérents au raffinement automatique.

0,04
.\ —e— Epaisseur discontinue|_|
5 o \ —=— Gradient d' épaisseur | |
5 \ —a— Zienkiewicz
g "\ —e— Verfirth
N 0,02
[S]
Z 0,01
0 - . . .
0 4 8 12 16 20
Paramétre p

Figure 9. Ecart par rapport a la solution analytique pour quelques critéres
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50
9 45 T —=—Epaisseur discontinue /
'g 40 17— —e— Verfirth
2 35 933n

30
=
5 s 626 noeuds
o 20
-§_ 15 ‘/.J
5 10 =
[l 5 96 noeuds 207 noeuds

0" w
0 4 8 12 16 20

Paramétre p

Figure 10. Temps de calcul pour les critéres‘ épaisseur’ et 'Verfurth’

Wi 4 i Y Y i ViV

@ (b) (© (d) €

Figure 11. Critéres 'épaisseur’ : maillage (a) p=0; (b) p=4; (c) p=8;
(dp=12; (e p=16

7 3]
= B i
- fEszml o :
H S I:Thﬁmi %
@ (b) (c) (d) (e

Figure 12. Criteres ’Verfirth: maillage (@) p=0; (b) p=4; (c) p=38;
(d)p=12;(e)p=16

6.2. Cas du moyeu
Sur cette étude (figure 13), nous cherchons a vérifier que la procédure de

raffinement automatique permettra d'appréhender correctement I'interface
vide/matiere (figure 13d). Le maillage initia utilisé est quelcongue (figure 13c), puis
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nous raffinons aprés trois incrémentations du paramétre p. Le premier raffinement
concerne 20 % du maillage et les suivants 10 % du maillage. Les critéres d’ épaisseur
moyenne ou de Zienkiewicz, raffinent essentiellement aux points d’ applications des
forces. Ces critéres ne sont efficaces que si lataille de |’ éément le plus petit reste de
I’ordre de 1/20, sinon le raffinement est trop localisé. Le critére de Verfurth par
contre, raffine non seulement [a ou il y a de la matiére, mais il permet de plus

d’approcher au mieux la frontiere vide/matiére, c’'est pourquoi nous ne présentons
que cesrésultats (figure 14).

© (d)

Figure 13. (a) Probléme initial (b) Conditions aux limites (c) Maillage initial
(d) Solution

Avec ce maillage, nous constatons que le schéma de Newton-Raphson converge
plus rapidement. Ainsi une simulation utilisant le critere de Verfirth nécessite
50 secondes CPU au lieu de 65 secondes avec le critére de Zienkiewicz. Dans
certains cas, lorsque p est grand, la reprise des calculs est perturbée par
I’interpolation du champ solution. Un lissage du maillage devrait étre envisagé.

P=0,2,4 P=4,6,8 P=8,10,12 P=12,14,16
399 noauds 708 noauds 1016 nceuds 1472 ncauds
130 éléments 257 éléments 389 éléments 589 ééments

Figure 14. Evolution du maillage pour le critére de Verfurth
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7. Conclusion

Aprés avoir présenté le probléme d'optimisation topologique de forme par
I’ approche des matériaux fictifs et sa formulation éléments finis, nous avons propose
une procédure de raffinement automatique de maillage. Les critéres de raffinement
testés sont issus de la physique du probleme ou d’'une estimation derreur a
posteriori. On constate que cette procédure permet une meilleure convergence du
schéma numérique, car le maillage est mieux adapté (erreur uniforme). De plus le
temps de calcul est globalement conservé, voir fortement diminué pour des calculs
ou p est de I'ordre de 10. Notre procédure pourra étre enrichie par une éape de
lissage du maillage, améliorant la géométrie des ééments par déplacement des
ncauds et par une meilleure interpolation de la solution sur les noauds créés.
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