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RESUME. Dans ce travail, nous présentons un modele capable de prendre en compte a I’échelle
de la structure deux types de phénomenes dissipatifs : une dissipation volumique ayant lieu
a I’échelle de la structure et une dissipation surfacique ou localisée ayant lieu a des échelles
beaucoup plus fines : I’échelle des bandes de localisation. Ceci est réalisé par I’introduction de
champs de déplacements discontinus. L’originalité de la méthode est de considérer deux types
de dissipation : une dissipation volumique produite a I’échelle « macro » gérée par des modéles
continus classiques et une dissipation surfacique localisée a I’échelle « micro » et gérée par des
lois discrétes.

ABSTRACT. In this paper, we present a model capable of taking into account both diffuse dis-
sipative mechanisms taking place at the structure scale and localized dissipative mechanisms
taking place at finer scale: the localization zones. This is achieved by introducing in a contin-
uum domain discontinuities of the displacement field. The method proposed herein is capable of
combining two types of dissipation: a volumic one taken into account by a classical continuum
model and a surfacic one taken into account by the introduction of discrete type laws.
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1. Introduction

Lors du chargement d’une structure jusqu’a rupture, il est fréquent d’observer I’ap-
parition de zones de faible épaisseur (dites zones de localisation) dans lesquelles se
concentrent les déformations. Ces zones a forts gradients de déformation sont le siege
de phénomenes dissipatifs localisés qu’il est nécessaire de prendre en compte pour es-
timer correctement le comportement de la structure. Toute la difficulté est alors d’étre
capable de représenter a la fois les phénomenes diffus qui ont lieu & I’échelle de la
structure (ou échelle « macro » ) et les phénomeénes localisés ayant lieu a des échelles
beaucoup plus fines (ou échelle « micro ») et ce, en conservant une finesse de maillage
compatible avec la taille de la structure étudiée. L’approche proposée ici s’appuie sur
une analyse multi-échelle du comportement anélastique ou I’échelle « micro » n’est
prise en compte a I’échelle « macro » que par la dissipation anélastique qui s’y produit.

Il est a noter que I’on traite ici de problemes de comportement anélastique ou ap-
paraissent des phénomenes d’adoucissement, cette approche peut ainsi étre également
interprétée comme une méthode dite « limiteur de localisation ». La nécessité d’avoir
recours a de telles méthodes dans le cas des matériaux adoucissants est désormais bien
connue ([BOR 92],[BAZ 84],[NEE 88], [P1J 87]), les modeles classiques de milieux
continus échouant dans la représentation objective des phénomeénes de localisation des
déformations.

Ainsi, le modele proposé s’appuie sur des travaux récents concernant les pro-
blémes de localisation ([IBR 03], [JIR 01],[WEL 01]) : les zones de localisation des
déformations sont prises en compte par I’intermédiaire de I’introduction de disconti-
nuités du champ de déplacement. L originalité de I’approche proposée est de pouvoir
combiner deux types de dissipation : une dissipation volumique produite a I’échelle
«macro » (« process zone ») et une dissipation anélastique surfacique trouvant son ori-
gine a I’échelle « micro » (sur la discontinuité). Ceci est plus général que les méthodes
largement utilisées aujourd’hui telles que les méthodes PUM ou XFEM ([MEL 96],
[BEL 99]) qui ne permettent de gérer que la rupture de structures minces (sans pro-
cess zone) pour lesquelles la mécanique de la rupture linéaire est adaptée. La dissipa-
tion volumique résultant de phénomeénes de plasticité ou d’endommagement diffus est
prise en compte par I’intermédiaire de modéles continus classiques. La dissipation sur-
facique produite au niveau des zones de localisation est, quant a elle, prise en compte
par une loi discréte « traction-saut de déplacement ». Nous présentons ici la formula-
tion d’un tel modeéle dans le cadre des matériaux plastiques ainsi qu’endommageables.
Dans une premiere partie, apres quelques rappels sur I’écriture des modéles continus,
nous nous attardons sur les modifications liées & I’introduction d’une discontinuité du
champ de déplacement, les conditions d’introduction d’une telle discontinuité ainsi
que les lois discrétes « traction-saut de déplacement ». L’ implantation numérique d’un
tel modéle est, dans un deuxieme temps, présentée. Enfin, nous présentons quelques
exemples numériques considérant des matériaux élastoplastiques et endommageables.

Divers qualificatifs sont utilisés dans le reste de I’article afin de définir les mo-
deles, champs de déplacements et champs de déformation. Concernant les modéles, le
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modele relatif au matériau hors discontinuité, celui relatif a la discontinuité sera qua-
lifié de « discret ». Pour ce qui concerne les déplacements, le champ de déplacement
se décompose en une partie continue et une partie discontinue conduisant ainsi & un
champ de déformation se décomposant en une partie réguliére et une partie singuliére
(au sens des distributions).

2. Formulation théorique

Comme nous venons de I’évoquer dans I’introduction, I’approche proposeée ici est
capable de tenir compte simultanément de deux types de dissipation :

— une dissipation volumique ou diffuse qui a lieu a I’échelle de la structure ou
échelle « macro » et qui sera décrite par I’intermédiaire des modeles continus clas-

siques.
— une dissipation surfacique ou localisée qui a lieu a I’échelle des zones de lo-

calisation ou échelle « micro » et qui sera prise en compte par I’introduction de lois
discrétes « traction-saut de déplacement ».

Les grandeurs relatives a ces deux classes de modéles sont, dans la suite, respec-
tivement surmontées d’une barre et deux barres. Aprés quelques rappels concernant
I’écriture des modéles continus classiques de plasticité et d’endommagement, nous
présentons les modifications nécessaires a la prise en compte d’une discontinuité du
champ de déplacement.

2.1. Phénomenes dissipatifs diffus : les modéles continus classiques

Nous allons, dans la suite, nous attacher a définir et rappeler les ingrédients néces-
saires a la construction des modeles continus classiques utilisés dans le cadre de notre
étude.

2.1.1. Modeles élastoplastiques

Nous considérons un modele continu élastoplastique avec écrouissage isotrope.
Le critére de plasticité retenu est le critére de von Mises. Le tableau 1 résume les
différents ingrédients nécessaires a la construction d’un tel modele : 4 est un multi-
plicateur de Lagrange et K = d?Z(€)/d&?. Les équations d’évolution des variables
internes sont déduites de I’expression de la dissipation plastique par I’utilisation du
principe du maximum de dissipation.

2.1.2. Modeles continus d’endommagement

Nous considérons un modéle d’endommagement isotrope [MAZ 84]. Les points
clés de I’écriture d’un tel modele sont consignés dans le tableau 2. Le modeéle est écrit
de facon parfaitement paralléle aux modeles de plasticité présentés précédemment.
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Modéle constitutif

Variables d’état/associées (€, 0), (€7, o), (&, q)
Energie libre de Helmholtz P(Ee,€) = %ge -Ce° +2(§)
Fonction seuil 3(o,q) = \/§|| devio]| - (5, — ) <0
Equations d’évolution
Dissipation plastique 0<D=0c:&P+q¢
Equations d’évolution er =492 — 3, /3 ” 321[[‘;]] H
des variables internes £ = *g_fI} =%
Equations d’évolution des contraintes | ¢ = C°P : &
CeP =C*® siy =
Ce. 9% ® Ce. 92 .
PO G DL ‘9,")2 siy >0
9¢ .Ce: 9¢ +K(a_<§)

Tableau 1. Modéle élastoplastique

Ceci permet, entre autres, de g

arantir la robustesse de I’implantation numérique du

modele et permet I’écriture du module tangent. Les variables internes du modéle sont
le tenseur de complaisance du matériau D (D = C~! ou C est le tenseur d’élasticité
éventuellement endommagg) et la variable d’écrouissage .

Modeéle constitutif

Variables d’état/associées
Energie libre de Helmholtz
Fonction seuil

Equations d’état

(€.0), DY), &0

@(éD&):%é D :&e+E(§)

¢(0,9) =yo:D° a0 ——1(5;-q) <0
lolpe

c=D & e q:fd%é(g)

Equations d’évolution

Dissipation 0<D=4e:D Letaq
Evolution des variables internes | D = 52 @ 96 1 . ¢ _ 509
: : _ 9o © 9o Tolpe aq
Evolution des contraintes o = Cedg
Cd=D 'si5=0
_pt P E)e(P ) 5>0
%:571:%4—]7((2—3})2

Tableau 2. Modéle élastoendommageable

Y note la force thermodynamique associée 8 D. On a dans le cas traité : Y

1
20®0'.



Modélisation de phénomeénes localisés 465

2.2. Discontinuités de déplacement : les phénomenes dissipatifs localisés

Les phénomenes localisés & I’échelle des bandes de localisation sont, quant a
eux, pris en compte via I’introduction de discontinuités du champ de déplacement.
A I’échelle de la structure, les bandes de localisation de faibles épaisseurs peuvent, en
effet, &tre vues comme des discontinuités du champ de déplacement. Afin de prendre
en compte, a I’échelle « macro », les phénomeénes dissipatifs ayant lieu a I’échelle
« micro » (bandes de localisation), une loi de comportement dissipative reliant trac-
tion et saut de déplacement sur la surface de discontinuité est introduite. Dans la suite,
nous présentons les modifications liées & I’introduction d’une surface de discontinuité
de déplacement dans un milieu continu. L’écriture de la loi de comportement associée
a la surface de discontinuité ainsi que I’obtention de la condition d’introduction de
cette surface sont ensuite discutées.

2.2.1. Cinématique de la discontinuité

Considérons un domaine €2 séparé en deux sous-domaines Q™ et Q~ par la surface
Iy, surface de discontinuité du champ de déplacement. Le champ de déplacement et
le champ de déformation s’écrivent :

u(x,t) = u(x,t)+u(x,t)Hr, ete(x,t) = Vou(x,t) = &(x,t)+(a ®@n)’ ir, [1]

ol n est le vecteur normal a la surface de discontinuité, Hr_ est la fonction de Heavi-
side (Hr,(x) =0six € Q™ et Hp,(x) = 1six € Q) et dp, note la distribution
de Dirac et u le saut de déplacement sur I's. Le champ de déplacement u(x, t) est
continu.

Il est alors possible de montrer, & partir de cette expression du champ de défor-
mation et en tenant compte du fait que le champ de contrainte doit rester borné (afin
d’assurer que la puissance des efforts intérieurs reste finie), que les variables internes
peuvent se décomposer en une partie réguliere correspondant au modéle continu et
une partie singuliére associée a la surface de discontinuité :

v(x,t) = v(x,t) + v(x,t)dr. (x) [2]

ou v désigne le vecteur des variables internes. De la méme fagon, le multiplicateur de
Lagrange - est décomposé en une partie continue et une partie discontinue :

4 =4+ 6r, (%) [3]

2.2.2. Analyse de la dissipation

Il est alors possible de décomposer I’énergie libre de Helmholtz en une partie
continue et une partie singuliére de telle fagon que :

U(e,v) = (&, V) + (&, V)dr, (x) [4]

oul 1) est associée au modele continu et ) correspond au modeéle discret associé a la
surface de discontinuité.
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En considérant I’expression de la dissipation :

d
OSD:U:éfa’I/J(E,V) [5]

et les expressions des déformations et de I’énergie libre, on peut également décompo-
ser la dissipation en une partie singuliére et une partie réguliére :

0<D—0ié- Lo (t o %wﬁ,%)) b, [6]

D

D

oll tr, = o - n|r,. D rend compte de I’énergie dissipée dans le volume alors que D
représente I’énergie dissipée a I’échelle « micro » au niveau de la bande de localisation
matérialisée par la surface de discontinuité.

2.2.3. Loi discréte sur la discontinuité

La dissipation D qui a lieu au niveau de la surface de discontinuité est prise en
compte et contr6lée par I’introduction d’une fonction seuil pour la discontinuité. Le
domaine élastique est alors défini, de facon générique, par :

B(tr,.§) = oltr.) — (57— ) < 0 [7]

Dans notre travail, la fonction ¢ choisie pour représenter le comportement des
bandes de cisaillement dans le cas des matériaux élastoplastiques est une loi du type
loi de Schmidt [ASA 83] de fagon a représenter un mode de fonctionnement localisé
du type mode Il. Dans le cas de I’analyse réalisée sur le modele de matériau endomma-
geable, la fonction seuil choisie s’écrit sous la forme d’un critere a deux surfaces : une
surface permet de relier les composantes normales de la traction et du saut de dépla-
cement, I’autre relie les composantes tangentielles. Ces deux surfaces sont couplées
par I’intermédiaire de la variable associée a I’écrouissage sur 'y : G :

biltr,, @) = ltr, | = (57— @) <0
Sa(tr., @) = br, -m — (4 — g—;@ <0 (8]

La construction des modeles discrets permettant de reproduire le comportement
des bandes de localisation se fait de facon tout a fait similaire aux modéles continus
classiques présentés précédemment et ce, en s’appuyant sur la thermodynamique des
interfaces. Ceci fournit I’évolution des variables internes, les lois d’état et les équa-
tions d’évolution des tractions.

Il est a noter que la fonction seuil [8] permet de définir, outre I’évolution du do-
maine élastique, le critére d’introduction de la surface de discontinuité : cette derniére
est introduite dans 2 dés que |tr, - n| = 5.
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3. Implantation numérique

Nous allons essentiellement nous attarder sur les modifications nécessaires a la
prise en compte de discontinuités du champ de déplacement dans les méthodes élé-
ments finis.

3.1. Enrichissement cinématique : la méthode des modes incompatibles

Avant I’introduction de toute discontinuité, la discrétisation des équations d’équi-
libre conduit a la résolution de I’équation dont les inconnues sont les déplacements

nodaux :
Nel

A int,e __ pext,e —
A £ (1) — £<(1)] = 0 o

avec f'"0¢(t) = / Bl (t)dQe, t € 0,T)
Qe

ou (-)e*te et (-)™he désignent respectivement les contributions élémentaires aux ef-
forts extérieurs et intérieurs. L’opérateur « A » est I’opérateur d’assemblage et Q¢
est un domaine élémentaire. Les valeurs de o (t) sont obtenues par intégration des
équations présentées a la section 2.1.

Lorsque la localisation est détectée, la base des fonctions de forme de I’élément
concerné doit étre enrichie par une fonction de forme présentant une discontinuité.
Une telle fonction M(x) est représentée pour un élément triangulaire & 3 nceuds sur
la figure 1.

Figure 1. Fonction de forme M pour un élément TRI3

L’interpolation des champs de déformation réels et virtuels est alors donnée par :
e(x,t) = Bd + G4, de(x,t) = Bw + G [10]

oll G,(x) = LM avec L la matrice associée a I’opérateur VS. w et 3 désignent,
respectivement, le champ de déplacement et le champ de saut de déplacement virtuels.
G, est une fonction de mode incompatible modifiée qui garantit la vérification du
« patch test » [IBR 91] :

1
Gy=G;— — [ G.dO° [11]
Q° Jo
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WVu la forme de M, G, se décompose en une partie continue G, et une partie
discontinue G- (il en est de méme pour G.). Avec ce choix d’interpolation pour les
champs de déformation réels et virtuels, le probléme discrétisé prend la forme des
équations obtenues dans le cadre de la méthode des modes incompatibles (JWIL 90],
[WIL 73]) :

Kl
fint,e t) — fewt,e Hl =0
Alrre -l =0 -
he = [ GLodqr +/ Gy tr.dl'y =0,Ve € [1, Nel|
Qe s

L’équation d’équilibre global est complétée par une équation d’équilibre local
écrite pour chaque élément localisé qui correspond a la forme faible de I’équation
de continuité des tractions le long de T';. o et tr, sont calculées a partir des équa-
tions présentées dans le tableau 2 et des mémes équations écrites pour la surface de
discontinuité.

3.2. Résolution globale et locale

La linéarisation de la deuxieme équation du systeme [12] conduit a I’équation :

L(h®) = he®) 4 FvT(i)Ad(i) +HDAG®

" t
/ Gy SdF Ad( >+/ Gy aFSdF AR =0 [13]
%,_/
K;” K

Le systéme linéarisé a résoudre s’écrit alors sous forme matricielle :

K(z) Fr(l) Ad(z) fert _ fznt(z) [14]
FVT(i)+K£ii) H(i)_i_K(()j) Aa®| — —he®

ou,
K = / BTCP/*“BdQ)  F, = / BT CeP/¢4G,dQ
. ) ) ) [15]
F, = / BTC/IG,d0 H = /Q GTCP/*1G,d0
Q Q

avec C°P/? |e module tangent consistent élastoplastique ou élastoendommageable.

L’équation d’équilibre local est résolue au niveau élémentaire de facon a détermi-
ner le saut de déplacement a. Aprés condensation statique, la résolution du probléme
se réduit & la résolution de I’équation classique :
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~ . . . X A\ —1 . .
W K® = KO — F.(0) (H(” + KS)) (va) + Kf])) prend en compte au ni-
veau « macro » le comportement a I’échelle de la bande de localisation.

Le schéma de résolution comprend ainsi trois niveaux : le niveau global permet
de déterminer le champ de déplacements nodaux, le niveau élémentaire permet, par la
résolution de I’équation d’équilibre élémentaire, de calculer le saut de déplacement,
enfin, I’intégration des lois de comportement au niveau des points de Gauss fournit
I’état de contrainte et de traction.

4. Quelques résultats numériques
4.1. Test de cisaillement simple sur matériau élastoplastique

Ce premier exemple présente les résultats obtenus pour un test de cisaillement
simple en déformations planes. La géométrie est maillée avec des éléments Q4, I’in-
terpolation des déformations est modifiée en utilisant la méthode B-bar ([HUG 79],
[HUG 87]) de fagon a pallier les problémes de blocages liés a la quasi-incompressibilité
des déformations. De plus, pour mettre en évidence I’ objectivité de la solution par rap-
port & la discrétisation, le calcul est mené pour deux maillages différents (figure 2).

U

maillage a maillage b

Figure 2. Maillages considérés et conditions aux limites

La géométrie testée est un rectangle de 20 cm sur 10 cm. Les parametres matériau
utilisés pour réaliser le test sont donnés dans le tableau 3. Pour la partie continue
du comportement, une loi d’écrouissage exponentiel avec saturation (0 et 5.,) a été
choisie.

La courbe de réponse pour les deux maillages considérés (figure 3) permet de
conclure & I’objectivité de la solution vis-a-vis de la discrétisation EF : les courbes de
réponse sont quasi identiques; I’évaluation de la charge limite ultime et de I’énergie
dissipée donnent, dans les deux cas, les mémes résultats. Les deux mécanismes de
dissipation sont reproduits : on observe trois phases dans le comportement :

— une premiére phase correspond a la réponse élastique de la structure;
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— la deuxieme phase correspond a la phase de dissipation diffuse entamée des lors
que la fonction seuil est violée. Cette phase se poursuit jusqu’a I’apparition d’une pre-
miére surface de discontinuité (matérialisé par les points sur la courbe). Les surfaces
se propagent alors pour traverser de part en part le barreau, le pic de la courbe effort /
déplacement est alors atteint ;

— la derniére phase du comportement est alors entamée. La structure entre dans la
phase post-pic de son comportement, seules les surfaces de discontinuité sont actives.

80
70
B
60 A
~
1S
50
£
Eauf
N—r
hmm - 4
— maillage a
» .- maillage b ||
a sans Bbar
10 ™ ™ |
] 0‘.5 ‘1 1U’(mﬁ1) 2‘5 C‘s 3‘.5 4

Figure 3. Réponse effort/déplacement imposé sur le bord haut de la barre

Modéle continu

Module d’Young 210 GPa
Coefficient de Poisson | 0.4999
Oyl Goo 0.55 GPa/0.75 GPa
81K 200/-1.8 GPa
Parametre de la loi discréte

K -0.05 GPa/mm

Tableau 3. Parametres des modeles continus et discrets

Afin de mettre en évidence I'importance du couplage de la méthode a la méthode
B-bar, un calcul est réalisé en ne considérant que la méthode a discontinuité forte. La
courbe de réponse, dans ce cas, présente une rigidité plus importante dans la phase de
dissipation volumique. Ceci est caractéristique des phénomeénes de blocage liés a la
quasi-incompressibilité.



Modélisation de phénomeénes localisés 471

4.2. Test de traction simple

On considére pour le matériau un modéle d’endommagement isotrope [MAZ 84]
tel que celui présenté précédemment. Un test de traction simple est réalisé sur un
barreau de 20 cm sur 10 cm (épaisseur unitaire). Un défaut a été introduit en réduisant
la contrainte limite 5+ de deux éléments situés sur la partie basse du maillage. La loi
d’adoucissement choisie pour la discontinuité est une loi exponentielle qui conduit a
une relation linéaire « traction-saut de déplacement ».

A nouveau, afin de mettre en évidence le caractére régularisant de la méthode, le
test est réalisé en considérant deux maillages (figure 4) : I’un grossier et non structuré
et I’autre fin et structuré.

| Modele continu

Module d"Young 38 GPa
Coefficient de Poisson | 0.18
af 2 MPa
K 1000 MPa
| Modeéle discret |
oy 2.55 MPa (2.5 MPa (élément affaibli)
0s/0f 0.3

By 2.55 MPa/mm

Tableau 4. Propriétés du matériau hors discontinuité et sur la discontinuité

(a) Maillage grossier (b) Maillage fin

Figure 4. Maillages, conditions aux limites et éléments affaiblis

La figure 5 donne I’évolution de I’effort en fonction du déplacement imposé . La
encore, la méthode permet de reproduire, jusqu’a rupture compléte, le comportement
de facon indépendante de la discrétisation.

Le calcul de la longueur cumulée de surface de discontinuité pour les deux mailla-
ges donnent ¢ = 157 mm pour le maillage grossier et ¢ = 133 mm pour le maillage
fin. Malgré cette différence, les courbes de réponse effort/déplacement et I’énergie
dissipée restent les mémes pour les deux maillages. La méthode permet donc la régu-
larisation de la solution de fagon robuste.
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300

=or _i- Maillage grossier

—o— Maillagefin

200

150

F (N/mm)

L L L L
0 20 40 60 80 100 120

U x 100 (mm)

Figure 5. Courbes effort mesuré/déplacement imposé a I’extrémité libre

Notons que pour des cas de chargements plus complexes, il n’est pas nécessaire
d’affaiblir des éléments, I’hétérogénéité du chargement suffit a déclencher la localisa-
tion et donc I’introduction de surface de discontinuité.

5. Conclusion

Le modele proposé est donc capable de prendre en compte a I’échelle de la struc-
ture des phénomeénes dissipatifs ayant lieu a des échelles beaucoup plus fines dites
échelle « micro » correspondant aux zones de localisation. Ceci est réalisé par I’intro-
duction de discontinuités du champ de déplacement au niveau desquelles est prise en
compte la dissipation surfacique localisée. Cette méthode permet de rendre compte,
du point de vue de I’énergie dissipée, de phénoménes ayant lieu a des échelles tres
différentes tout en conservant une finesse de maillage compatible avec la taille de la
structure étudiée.

D’autre part, la prise en compte d’une dissipation volumique i.e. de la contribution
des « process-zones » permet de mieux définir I’orientation des fissures conduisant a
la rupture finale de la structure, dans le cas de structures massives.
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