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RESUME Dans le cadre des systemes multicontacts, et en particulier des milieux granulaires, la
méthode de dynamique des contacts (Non Smooth Contact Dynamics) integre un solveur de type
Gauss Seidel non linéaire a chaque pas de temps. Nous proposons ici deux implémentations de
cet algorithme aux comportements différents dans leur version paralléle. Un nouvel algorithme
de type Gradient Conjugué, intrinséquement paralléle, est également présenté.

ABSTRACTIN the context of multicontact systems, especially in the case of granular media, the
Non Smooth Contact Dynamics method uses a Non Linear Gauss-Seidel algorithm at each time
step to solve the contact problem. We present two kinds of implementation and their influence
on multithreading. A new Conjugate Gradient type algorithm is introduced.
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1. Motivations

L'utilisation du calcul paralléle pour la simulation de systéemes multicontacts tels
que les milieux granulaires s’avére un moyen efficace pour garder des temps de simu-
lation raisonnables devant des modélisations numériques de plus en plus importantes
en nombre d’éléments et de plus en plus réalistes. Pour donner un ordre d’idée, la
reproduction bidimensionnelle d’'une simulation analogique de boite a sable (utilisée
par les géophysiciens [KUK 02] pour reproduire et comprendre I'évolution des plis
de la croGte terrestre) de dimensidifisx 3 centimétres (largeux hauteur) nécessite
plus de60 000 particules.

V=cte

=)

Figure 1. Modélisation numeérique réduite d’une boite & sable : échantillohi@)0
particules

Des techniques de calcul paralléle dédiées aux éléments discrets ont déja été expé-
rimentées, toutes basées sur la décomposition de domaine et la distribution des taches
[BRE 99, OWE 00]. Nous n’exploiterons pas cette approche ici, excluant toute sous-
structuration géométrique difficile & mettre en ceuvre tout au long d’'un processus. Les
résultats présentés sont issus de simulations réalisées avec la plate forme logicielle
LMGC90(“Logiciel de Mécanique Gérant le Contact”, écrit en Fortran90), code dé-
dié a la simulation de probléemes de contacts, développé par M. Jean et F. Dubois
[DUB 03]. Une analyse de la consommation du terifBU, pour différentes géo-
métries et dynamiques, permet de distinguer les parties du code consommatrices en
tempsCPU. Il s’est avéré que pour les systémes “denses” (compactage et tambour),
ou la notion de systéeme multicontact trouve pleinement sa signification, le solveur est
le plus grand consommateur de temps de calclutgbleau 1). C’est la raison pour
laquelle notre principal effort s’est d’abord porté sur le solveur.

Aprés avoir effectué un rappel sur la méthode et I'algorithme utilisés dans la sec-
tion 2, nous présentons et comparons les deux types d’'implémentation mis en place
(section 3) et leur comportement face a une exécution parallele (section 4). Toujours
en vue d'une optimisation du temps de résolution, un nouvel algorithme intrinséque-
ment paralleéle basé sur une approche de type Gradient Conjugué est introduit dans la
section 5; les premiers tests comparatifs sont présentés.
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probleme solveur convergence détection
brassag¢e = 1) 18,6 2,9 47,4
compactage 84,7 2,4 9,8
tambour tournant 85,7 2,5 1,9

Tableau 1.Répartition du temps écoulé dans différentes parties du cdde)(e :
coefficient de restitution)

2. Dynamique non réguliere

La démarche utilisée par M. Jean et J.-J Moreau, et appldaeSmooth Contact
DynamicqJEA 99, MOR 93], préserve le caractére non régulier lié aux actions inter-
granulaires régies par des lois dont les graphes possédent des pentes “raides” [CAM 01]
(choc, condition unilatérale, frottement de Coulomb). Les équations de la dynamique
linéarisées écrites sur l'intervall¢, 1] pour la configuratiory du systeme, privi-

Iégient la variable vitessg¢ comme inconnue cinématique,

Mgt — &) = hR%,,, + R, (1]

ree

ol i désigne lindice du pas de temps,‘IVeprésente la matrice de masse du sys-
téme (composantes de masse et d'ineri),,, les efforts extérieurs sans prise en
compte des efforts de contat!*! 'impulsion de contact moyenne, inconnue dans
un schéma implicite, €t le pas de temps. La matrice de masse étant aisément inver-
sible (matrice diagonale), nous pouvons réécrire I'équation (1) de la fagon suivante,

4 = &y + (MTHR™L 006, = &'+ A(IMTYRY,,, 2]

ou g}, désigne la “vitesse librele. la vitesse calculée avec les seuls efforts ex-
térieurs. Le probléme d’interaction est résolu au niveau local (contacts) en termes de
variables localesv,,, vitesse relative au contact entre deux particules, @npulsion

au contactd désigne le numéro du contact). Ce niveau est préféré au niveau global,
celui des corps. Dans la configuration locale notre systéme devient

ne
TR i1
sz_ - V;,free + E Waﬁrlﬁ ’ [3]
A=1

ol W,5 = Hi(q")(M~")"Hg(q') (2 x 2 en 2D et3 x 3 en 3D) etv’, ;... =

H¢,(d')d5,.., H* étant une application linéaire passant du repére local au repér.e glo-
bal. Nous sommes alors amené a résoudre contact par contact le systeme suivant (4)
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conformément a une stratégie de type Gauss Seidel non linéaire par blocs (Non Linear
Gauss Seidel - NLGS),

V£+1 — WaaI‘Z"'l = Vu,f’r'ee + Z[}<a Waﬁrg+1 + Zﬁ>a W(xﬁrg
LoiContacto[vETY, v 1] = true

-[4]

Pour alléger les notations, I'indice tempoteadst omis; I'indicek est relié aux itéra-

tions. Le termeloiContact]., .| décrit les lois de contact frottant intervenant locale-
ment (Loi de Signorini et Coulomb). Pour des problémes bidimensionnels, il peut étre
résolu par intersection de graphe affine. Dans le cas de problémes tridimensionnels,
nous utilisons une méthode de Newton généralisée [ALA 97].

3. Implémentation

Limplémentation de I'algorithme NLGS au sein du code peut se faire de deux fa-
cons différentes. La premiére méthode consiste a ne construire que les matrices blocs
W, sur la diagonale. Le calcul du second membre dans la premiere équation de
(4), notéb,, par la suite, ne s’effectue pas a l'aide des matricegsWais par des
échanges entre les niveaux local (contacts) et global (graia$®s opérateurs I,

H?, et les torseurs des efforts appliqués sur chaque solideRnopéur le solidej), et

ce avant et aprés la résolution du systeme local (4). Cette méthode sera appelée ELG
(Echange Local Global La seconde méthode consiste a calculer au préalable toutes
les matrices non nulles Y. L'information pour calculer le termb,, est alors sto-

ckée au niveau local, et aucun échange entre les deux niveaux n’est nécessaire. Nous
appellerons cette méthode SD&téckage Données Loca)eka méthode ELG mini-

mise la charge mémoire mais augmente le nombre d'opérations a effectuer. Par contre
la phase de préparation de la méthode SDL est plus colteuse que celle de la méthode
ELG. Letableau 2 représente les différentes étapes de I'algorithme de la méthode
ELG. C'est lors des phasés) et (iv) du tableau 2 que les passages local-global sont
effectués. Lors de la pha¢g, pour le contactr nous descendons chercher des infor-
mations au niveau des torseurs des deux particules en contact pour pouvoir exprimer
le second membrb,,. La phasgiv) consiste a actualiser les torseurs des patrticules
précédentes a partir de la nouvelle impulsion locale calculée. Le tableau 3 représente
I'algorithme de la méthode SDL. Les étagépet (iv) du tableau 2 sont supprimées.

Elles sont prises en compte dans I'étape de préparation lors du calcul des matrices
W, 5. L'étape(i) est alors remplacée par une somme de produits matrice vecteur. Ce
sont par ailleurs les seules différences entre les deux algorithmes.

Une étude comparative a été faite entre les deux méthodes. Nous avons réalisé dif-
férentes simulations faisant varier le nombre et la taille des grains pour représenter un
processus identique (dép6t sous gravité). Le nombre de contacts e8T@et 100,

8200, 17100, 33 500, 70 400 et 137 040. Les deux technigues d’'implémentation sont
testés sur chaque échantillon. La figure 2 représente I'évolution du rapport de diffé-



Solveurs paralléles et multicontacts 695

nouveau pas de temps
Evaluation de ¢,¢. ainsi queve, free (o =1,nc)
Calcul des matrices blocs diagonales, W
[ k =k + 1 (iteration NLGS)
[ o = a + 1 (indice de contact)
(i) Calcul dev,, 445 €n identifiant les deux corps en contact :
a = jl etva g = HL[(M;)T'RY — (M) 'R
(#¢) Evaluation déb,, (membre de droite)
ba = Vo, free + Vo,auzr — Waar];
(#i7) Résolution du probléme local avec (4),
les inconnues étart~ 1 rktl),
(tv) Actualisation deR ; et deR;

k+1 k
R; _| Ry k41 ok
{ R, } N [ R; } Halr ra)

L fest de convergence polr= 0...k;qq
Evaluation day‘*! grace a (2).

Tableau 2. Algorithme de la méthode ELG

nouveau pas de temps
Evaluation dej . ainsi quev,, free (@ =1, n0)
Calcul des matrices blocs Wy
[k =k + 1 (iteration NLGS)

a = a + 1 (indice de contact)

(i) Evaluation déb, (membre de droite)

bo = —Va,free = Ypea Wasth™ = 3500 Wagrly

(i4) Résolution du probléme local avec (4),

les inconnues étarft" 1 rktl).

| Test de convergence pokir= 0...kmaq
Evaluation daj**! grace a (2).

Tableau 3. Algorithme de la méthode SDL

rentes grandeurs en fonction ¢y, du nombre de contaet. : T's correspond au
temps d’'une itération ELG sur le temps d’une itération SDLcorrespond au temps
total de la méthode ELG sur celui de la méthode SDk et > le nombre d'itéra-
tions ELG moyen sur le nombre d'itérations SDL moyen (encadré droit de la figure
2). Les simulations ont été réalisés sur deux types de calculatalirs €t SG1) afin
d’évaluer l'influence de I'architecture machine.
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Pour les deux types d’architecture, la méthode SDL reste plus performante que
la méthode ELG sur I'ensemble des simulatioi's €t 7't restent presque toujours
supérieurs a). Toutefois on peut noter une différence de valeur pBdrsuivant
gue I'on soit sousSUN ou SGI, les valeurs obtenues sol§§:1 sont supérieures
a celles obtenues so3%/ N. Pour les simulations effectuées sdi$ v, pour de pe-
tits échantillons#,. < 4000), la méthode SDL apparait comme étant envitoh
fois plus rapide que la méthode ELG. Ce rapport diminue pour des échantillons plus
conséquentsi(. > 100 000) pour atteindre une valeur de3. SousSGI, le rapport
T's varie moins et reste proche de6 avec un pic proche de pour des valeurs de
n. voisines del0000. Si I'on observe le rapport du nombre d’itérations moyen des
méthodes ELG et SDL, on s’apercoit qu'il est relativement constant : il peut subir
toutefois des crises (cas de I'échantillona100 contacts sou$U N ou le solveur
a du mal a converger), ce qui se répercute ensuite sur le temps total de la simulation
(grapheratio(log(nc))). Les différences entre les performances obtenuessoug
et SGI sont liées a I'espace mémoire disponibles; étant défini comme un rapport
de temps de calcul, la vitesse des processeurs n'intervient pas. L'espace utilisé étant
plus important sou$GI, la méthode SDL est privilégiée (il n’en est pas ainsi sous
SU N) justifiant I'écart entre les courbes de la figure 2.

— 0.8

— 0.6

log(nc)

Figure 2. Rapport du temps des simulations ELG et SDL en fonctioriogy, du
nombre de contactsT's est le ratio du temps relatif passé dans le solv&urest le

ratio du temps total. En insert, rapport du nombre moyen d’itérations obtenu avec les
des deux techniques d'implémentation

Sur la gamme d’étude, la méthode SDL apparait donc comme étant la plus ef-
ficace. Toutefois I'évolution du ratio nous laisse supposer que pour des échantillons
encore plus conséqueni®f, 106 particules, ...) les deux méthodes pourraient devenir
équivalentes, voire la méthode ELG pourrait devenir plus performante que la méthode
SDL. Notons que ce constat est bien entendu tributaire de la machine utilisée puisque
le facteur pénalisant pour la méthode SDL est la place mémaoire. Il faut aussi noter que
I'étape de préparation SDL est plus colteuse que celle ELG. Ainsi a temps équivalent
dans la partie solveur, il devient plus intéressant d'utiliser I'implémentation ELG.
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4. Multithreading

Le solveur Gauss Seidel non linéaire est par nature séquentiel (résolution d'un
contact apres I'autre), contrairement a un solveur de type Jacobi par exemple (réso-
lution simultanée de tous les contacts). Cet aspect a été abordé dans [REN 04b] in-
dépendamment du choix de la programmation, ELG ou SDL ; on a montré que d'un
point de vue algorithmique le nombre d’itérations nécessaire a la convergence n’était
gue faiblement affecté par la parallélisation. Plus précisément, sur la base d’'une pro-
grammation ELG, un découpage “simple” de la boucle des contaetsles direc-
tives OpenMP utilisables par des ordinateurs multi-processeurs a mémoire partagée,
entraine une Iégére perturbation du nombre d'itérations mais également fournit des
solutions différentes a chaque lancement du code, du fait de la renumérotation engen-
drée par le découpage émeadset a la multiplicité des solutions du probléeme mé-
canique. Il engendre aussi des acces simultanés a la mémoire machine par différents
processeurdRace Conditioh; I'une des valeurs n’est alors pas prise en compte. Tout
ceci ne nuit toutefois pas a la qualité macroscopique de la solution, et permet de re-
trouver les mémes grandeurs physiques (compacité, anisotropie) [TRO 02, RAD 93].
L'application dumultithreadinga la version SDL différe en ce point de la méthode
précédente : le phénoménelace Conditiorest écarté puisque les échanges avec le
niveau global sont supprimés lors du processus itératif. Pour apprécier I'efficacité des
codes paralléles, nous avons évalugdeed-upelatif défini par la formule suivante :

Tse q
Tp

L p < It >y
ou = 5
Pa = s, [5]

Sp = py
ou Tp, respectivement It >p, représente le temps de calcul, respectivement le
nombre d’itérations moyer? désignant le nombre de processeurs utilisés (I'indice
seq désignant un calcul séquentieh)’ représente la performance algorithmique. En
d’autres termesSp représente le rapport des temps de calcul d’une itération séquen-
tielle sur une itération paralléle.

REMARQUE— Les grandeurs indicées pBAr = 1 et seq sont différentes. En effet,

il s'avére que l'utilisation d’un code compilé avec des directives OpenMP utilisé en
monoprocesseur prend plus de temps qu’un code compilé sans directives OpenMP ; le
rapport des temps de calcul pouvant varier, suivant I'architecture et la taille de I'échan-
tillon, de1,05a1l, 2.

Les différents graphes de la figure 3 fournissent I'évolution de ces grandeurs sui-
vant le nombre de processeurs utilisés. Les tests ont été réalisés sur un calculateur
SGI Origin 3800 a processeurB14 000/500M hz. Les courbes de la partie gauche
de la figure 3 illustrent I'évolution d&,, pour les deux méthodes. Limplémentation
ELG possede un meilleur comportement en paralléle que la méthode SDL, la courbe
se rapprochant de la droite de comportement optimal (droite de pgpur ELG
et s’en écartant pour SDL. L'augmentation de la taille des échantillons contribue a
I'amélioration duspeed-uprelatif comme montré dans [REN 04b] observé ici pour
les deux méthodes. La partie droite de la figure 3, vient en compléter la figure 2, en
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comparant les deux techniques d'implémentation lors d’une exécution paralléle sur
des échantillons d&0 000 particules soumis a un compactage a surface libre et a un
essai bi-axial. On retrouve ainsi le comportement observé sur la figure 2 pour une exé-
cution séquentielle, a savoir un temps plus raisonnable avec I'implémentation SDL
observé quel que soit le nombre de processeurs. Ce gain en temps vdispode

une exécution séquentielle chute avec I'augmentation du nombre de processeurs pour
atteindre un rapport proche del avecl6 processeurs. On peut observer également
grace a l'insert gauche de la figure 3, que la performance algorithmique reste proche
del, n’engendrant ainsi pas de grandes différences entre les deux techniques d'implé-
mentation au niveau du nombre d’itérations moyen (insert droit de la figure 3). L'allure
des courbes laisse supposer que pour une utilisation paralléle ma3sive0) I'im-
plémentation ELG sera préférable a I'implémentation SDL.

20

16

12— —

sp b T i

8~ 7 25 T T T T T T T T

L o o H L I R ]
_-O" PR e E‘
B 2 A B —
O /
4 Ao 0--DELG-1000 || _qg E
/.0 O--O SDL - 1000
L O—0 ELG - 10000 | 15 I
O—O SDL - 10000
o—o comp. s.l. T
0 —L L1 1 == biaal | ___
0 4 8 12 16 | 1 I [ I I

P 0 4 8 12 16

Figure 3. A gauche : Speed-Up relatif en fonction du nombre de processeurs pour les
deux techniques d’implémentation. A droite : rapport des temps d’'une itération ELG
et SDL en fonction du nombre de processeurs. En inserts : évolution de la performance
algorithmique (haut-gauche) et rapport du nombre d'itérations moyen ELG/SDL (bas-
droite)

La figure 4 met en évidence I'évolution du codt du solveur dans le co(t global en
fonction du nombre de processeurs. En particulier la part de la détection des contacts —
elle aussi parallélisable — devient prépondérante. Ainsi pour une simulatibf gto-
cesseurs, la partie occupée par le solveur est minime, et dans ce cadre-la, passer a 32
processeurs serait sans intérét. La parallélisation de la détection est donc primordiale
pour espérer avoir un code parallele performant. On pourra bénéficier a ce titre de mé-
thodes de détection de contacts efficaces pré existantes et déja parallélisées [CHR 03] .
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3] NSCD
Il DETECTION

1 2 4 6 8 16 Np

Figure 4. Comparaison du temps passé dans la détection des contacts et dans le sol-
veur lors d’une utilisation paralléle

5. Gradient projeté conjugué
5.1. Formulation

Pour les problemes linéaires, I'algorithme de type Gradient Conjugué est plus ra-
pide que Gauss-Seidel pour peu qu'il soit préconditionné, et est de plus intrinséque-
ment paralléle (produits matrice-vecteur) mais son comportement sur des problémes
non linéaires utilisant des projections reste a déterminer.

Deux difficultés sont a surmonter. La premiére concerne les propriétés “impar-
faites” de la matrice W, qui tout en étant symétrique n’est généralement que semi-
définie positive, singularité traduisant I'indétermination de systémes de collections
denses de rigides. Mais si cette propriété ne facilite pas I'analyse mathématique de la
convergence des méthodes itératives [CAO 02], elle n’est cependant pas un obstacle
irrémédiable a la convergence pratique des méthodes itératives ; en témoigne le bon
comportement dBISCD[MOR 99]. La deuxieme difficulté provient du couplage du
contact unilatéral et du frottement de Coulomb qui ne permet plus de formuler un
probléme variationnel classique. Nous optons cependant pour écrire un probléme de
quasi-optimisation [ALA 91] contraint ou le convegedes contraintes dépend de la
solution elle-mémé€ = C(r) (on parle aussi d'inéquation quasi variationnelle)

1
r = argmingec(y) 55.\Ws —b.s. [6]

Pour des systémes bidimensionnels, cadre dans lequel nous restersts,un poly-

edre convexe. On peut classifier les méthodes de gradients sur des problemes d’optimi-
sation sous contraintes en introduisant successivement des améliorations : projection
de l'itéré, projection du gradient (Rosen), conjugaison [REN 04a]. En définitive, I'al-
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gorithme du gradient projeté conjugué (Conjugate Projected Gradient - CPG) s’écrit
alors

¥t = proje {r* + o*{proj(u*; Te(e")) + B proj(p* " Te(x*))}}  [7]

L'adaptation au gradient conjugué s’effectue en projetant sur le cone simultanément
le résiduu” et le gradient précédept*—! avant de procéder a la “conjugaison” qui
s'effectue alors dans le cone tangent&ra C par le calcul dg3* puisp” (cf. tableau

4).

[ Calcul deu® = b — Wr?
Initialisation dew® = u°, p® = u°
k = k + 1 (iteration GPC)

- k ok
k= u”.p
. p*.Wp*
rhtd — pk | gktipk
. 1
"t = proje (rft2)

uftl = b — Wkt
WL = proj(ukt L Te (rH+1))
2"t = proj(p*; Te(r**1))
whktl Wp*
pF . Wpk
I pk+1 — WkJrl +6 +1zk+1
| Test de convergence jusquig, .. fixé

6k+1 —_

Tableau 4. Algorithme du gradient projeté conjugué (CPG)

L'algorithme proposé differe donc du gradient conjugué linéaire par les seules pro-
jections, de l'itéré sur le convexe, des gradients sur le cdne. Ces projections sont lo-
cales (.e. par contact) et indépendantes, donc parallélisables, tout comme les produits
scalaires et matrice-vecteur. La conjugaison des gradients joue pleinement son role
dans l'efficacité de la méthode tant que le cdne tangent (ensemble des contraintes ac-
tives) ne change pas, en particulier quand il coincide avec celui de la solution. Or nous
avons remarqué que l'algorithme NLGS peine a converger y compris quand le statut
solution (contraintes actives) a été trouvé. Sur les itérations précédant ce statut, on
ne peut présumer de l'efficacité de notre méthode, la conjugaison n'opérant pas. On
trouvera dans [MAY 86, DIL 88] des approches similaires pour le seul contact unila-
téral. Une extension consistante au contact frottant nécessite des développements non
détaillés dans cet article et que I'on peut trouver dans [REN 04a].
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5.2. Tests numériques

Nous présentons ici les premiers résultats numériques réalisés avec la méthode
CPG. Nous avons déposé sous pesanteur des disques dans une boite, et une fois
I'échantillon au repos, procédé a une rotation3dé instantanée; le coefficient de
frottement grain-grain et grain-paroi est respectivemettt dest 0, 5.

iterations iterations
1050 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 1050 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
L B e e B B e e —r T T T [ T T T

— normm — normm

loge loge

Figure 5. Comparaison des convergences des deux méthodes sur des échantillons de
32 disques (gauche) et 750 disques (droite) : Les courbes de convergences du NLGS
sont lisses mais trés lentes a atteindre le critére contrairement aux courbes du CPG
qui converge rapidement mais de fagon plus erratique

Sur ces premiers tests, la convergence du CPG, quoique chahutée, est beaucoup
plus rapide que NLGS. Ces premiers résultats encourageants nous ont poussé a pour-
suivre plus loin les simulations. On trouvera dans [REN 04a] une étude comparative
plus détaillée.

6. Conclusion

La premiére version parallele de la méthdd8CDdonne des résultats intéres-
sants, notamment avec la méthode ELG. La programmation SDL fournit un code pré-
sentant un moins bon potentiel en exploitation parallele. Le stockage de W doit étre
amélioré afin d'y remédier car cette approche présente I'avantage d’encapsuler le sol-
veur et donc de le rendre indépendant du contexte d'utilisation, ici milieux granulaires.
Les premiers résultats obtenus avec la méthode CPG en séquentiel sont trés positifs et
le Gradient Projeté Conjugué constitue donc une alternative intrinsequement paralléle
a la méthode de Gauss Seidel non linéaire.
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