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en évidence l'influence de ces améliorations sur la qualité locale de I'estimateur.
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1. Introduction

Pour les problemes linéaires, de nombreux travaux ont proposé, depuis plus de 20
ans des estimateurs d’erreur de discrétisation. Ces estimateurs permettent d’évaluer la
qualité globale d'un calcul éléments finis en donnant une évaluation de la norme en
énergie|U,, — U, || de I'écart entre le champ de déplacement exagt et le champ
de déplacement éléments fildis,.

Plus récemment des méthodes d’évaluation de la qualité locale d’une solution élé-
ments finis ont été proposées [RAN 97, LAD 99, PER 98, PRU 99, STR 00, OHM 01,
DIE 03]. Généralement, elles sont basées sur le calcul approché d’'un opérateur de
Green.

Néanmoins, dans le prolongement de la démarche conduisant aux estimateurs
d’erreur en relation de comportement, une méthode d’estimation de I'erreur locale
sur les contraintes a été proposée en élasticité 2D dans [LAD 97] et en 3D dans
[FLO 02a, FLO 02b], Cette méthode repose sur une amélioration des techniques de
construction des champs admissibles et évite ainsi le recours a un opérateur de Green.

L'objet de cet article est de présenter une étude systématique de ces améliorations
afin d’évaluer leur intérét pour I'estimation de la qualité locale des contraintes élé-
ments finis.

Le probléme de référence (élasticité linéaire) et le probléeme éléments finis associé
sont rappelés au paragraphe 2. Les fondements de I'erreur en relation de comporte-
ment et les grandes lignes de sa mise ceuvre sont rappelés au paragraphe 3. Cette mise
en ceuvre repose essentiellement sur la construction, a partir des données et de la so-
lution éléments finis d’'un champ de contraigteigoureusement en équilibre. Cette
construction comporte deux grandes étapes :

— construction de densités d’effdi‘tsur les interfaces des éléments
—construction locale de la restrictian, dea sur chaque élement E.
Nous rappelons au paragraphe 4, la construction classique d’'un chauiputilise
une construction quasi explicite des densitést une construction analytique explicite
deo. Ces techniques conduisent a un estimateur qualifié de "standard". Au paragraphe
5 nous présentons les techniques d’amélioration de ces constructions :
— optimisation du calcul des densi@s
— détermination numérique @, sur chaque élément.

qui conduisent & un estimateur que nous appellerons "estimateur optimisé".

Dans un premier temps, ces deux estimateurs sont compareés sur des cas tests ou la
solution exacte est connue (paragraphe 5).

Au paragraphe 7, nous examinons en détail I'influence de la construction numé-
rique dea),, sur les qualités globale et locale de I'estimateur en relation de comporte-
ment et au paragraphe 8 l'influence de I'optimisation du calcul des densités.
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L'ensemble de ce travail montre que I'estimateur optimisé a un excellent compor-
tement, aussi bien d’un point de vue global que d’un point de vue local. En particulier,
si o;, est la contrainte éléments finiseet, la contrainte exacte, on a numériquement :

||0765; - @—thD',E < C”& - mh||0aE

ou|| - ||lo,z est la norme en énergie shret C' une constante de I'ordre de 1.

Une mise en ceuvre et des exemples d'utilisation de cet estimateur pour les pro-
blemes d’élasticité 3D peuvent étre trouvés dans [FLO 02a].

2. Probleme de référence
On considére une structure élastique qui occupe un dontauhe frontiereos.
Les actions de I'environnement sur la structure sont schématisées par :

— un déplacement impogg&, sur une partie); (2 de la frontiére,
— une densité volumique de forgg donnée dang,
— une densité surfacique de forEg donnée sut;2 = 9Q2 — 01 12.

On noteK l'opérateur de Hooke du matériau. Le probléme peut alors étre formulé de
la facon suivante :

Trouver un champ de déplaceméht, et un champ de contrainte., définis sur,

qui satisfont :

— les liaisons cinématiques :
Qeaz |(91Q = Qd (1)
— les équations d’équilibre :

Pour toutU *nul surd; 2
/ Tr{Gops(U*)]dQ = / fUtAo+ [ F Uds @)
Q Q (2239

— la relation de comportement :

Tex = K$ (Qex) (3)
£(U) représente la déformation linéarisée associée au déplacdiiento. ) est le
couple solution de ce probleme de référert€g,, o;,) est le couple solution approché
éléments finis de ce probléme de référence.
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3. Erreur en relation de comportement

> Erreur en solution :

On cherche & connaitre la qualité de la solution discré{iS¢eas;, ) en tant qu'ap-
proximation de la solutio(U , ,,, @) du probléme continu correspondant. On définit
classiquement une mesure de I'erreur en solution sur la structure :

7,Q (4)

ou|| e ||+, représente la norme énergétiquesdsir .

en = llepllng = Uy = Upllno = l0ex — onl

> Erreur estimée :

Cette erreur est estimée par I'erreur en relation de comportement. Le concept
d’erreur en relation de comportement repose sur la séparation des équations en deux
groupes :

— les équations d’admissibilité : liaison et équilibre (1, 2),
— la relation de comportement (3).

La relation de comportement a un statut particulier. Dans la pratique, elle est sou-
vent la moins fiable des équations. Un couple admissililer) vérifiant le premier
groupe d’'équations est construit. La non vérification de la relation de comportement
permet alors de définikgyc. Cette estimation est une somme de contributions élé-
mentaires :

2 _ 2
€RdC = E €RdC.E
EcE

acp = /E Tr([(@ - Ke(U)) K15 — Ke(U))]dE

=6 - Ke(U)|? & (5)

3.1. Construction d’un couple admissible

Le déplacemerit est généralement pris égdlg . Ceci est possible car la solution
éléments finis vérifie les équations de liaison :

~

U=U, (6)
Le point principal de la méthode basé sur I'erreur en relation de comportement est

de construire une contraingequi vérifie les équations d’équilibre, a partir dg et

des données. Dans le cadre de I'élasticité, la technique proposée dans [GUE 82], et
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développée depuis dans [LAD 97, LAD 01, ROU 89, MAR 91, COF 87] permet de
s'affranchir de cette difficulté. La construction d’'un champ de contrainte statiquement
admissible se décompose en deux étapes :

— Construction de densités d'efdetdéfinies sur les bords de chaque élément. Ces
densités sont calculées pour étre en équilibre avec les charges données du probléme
de référence, c’est-a-dire qu’elles vérifight= F; sur 9,2 et :

VU%s champ de solide sur E

/fd.gng+/ FU%r =0 7)
E oOF

Ces densités peuvent étre obtenues d’au moins deux maniéres. La premiére consiste
a choisir un jeu de densités a moindre co(t, en se donnant une régle qui pr@ljonge
eno (méthode standard). La deuxiéme consiste a retenir un jeu de densités optimal
parmi une famille de jeux de densités possibles (méthode optimisée).

— Construction de a partir deF’ en résolvant un probléme local (sur chaque
élément) de petite taille. Les densités déterminées précédemment interviennent ici
comme des charges connues. La encore, au moins deux maniéres de résoudre peuvent
étre envisagées. On peut résoudre analytiquement en prenant une forme simple pour
(méthode analytique), on peut aussi résoudre numériquement ce probleme en utilisant
une méthode d’éléments finis (méthode numérique).

3.2. Propriétés

Avec ce choix de champs admissibles, en utilisant le théoréme de Prager-Synge
[PRA 47], on montre la majoration de I'erreur en solution globale par I'erreur en rela-
tion de comportement :

en < €rdc (8)

Si on souhaite estimer I'erreur locale sur un élénfént

Hwez - (Uh| o, FE (9)

on peut utiliser les informations obtenues lors de la construction de 'erreur globale
lo —Ke(U)||2 5. En effet, a condition de construire un chaghgde meilleure qualité
queay, C'est-a-dire tel que :

|lo — oexllo.e = Allon — Oexllo. g avec 0<A<1 (10)

Alors :

Hafh - @—ew| o,FE < ||O7h - a||J,E + AHOh - wez”a,E (11)
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Et donc, il existe une constante:

~ 1
lon = Oeallop < Cllo —onllop  avec C=_—p (12)
LorsqueA < 1, la majoration (12) est obtenue av€c> 1. De plus, plusA est petit
et plusC est proche dé.

3.3. Qualité d’'une estimation d’erreur

Un des principaux critéres intrinséques de qualité, aujourd’hui communément ad-
mis est 'indice d’efficacité. L'indice d’efficacité est défini par :
__mesure estimee de 'erreur
~ mesure de I'erreur en solution

¢

En pratique, pour un bon estimateur, I'indice d’efficacité global doit étre proche de
1. Pour évaluet, la méthode la plus sidre consiste a utiliser des probléemes tests ou la
solution exacte est connue analytiquement. Une autre technique largement répandue
consiste a prendre comme solution "exacte" une solution éléments finis obtenue sur un
maillage tres fin. Pour obtenir des résultats fiables, il est indispensable que ce maillage
soit nettement plus fin que le maillage sur lequel I'erreur est estimée, et il faut prendre
quelques précautions pour transférer les champs d’'un maillage a l'autre.

Plus précisément :
_ g —anlloen €RdC

(= = (13)

H@'ea: - O'hHo.,Q €h

Lorsque I'objectif est d’estimer I'erreur locale réellement commise sur un élément
E d’'un maillage, on introduit un indice d’'efficacité locgt. Il permet de connaitre
la qualité de I'estimation. L'objectif est atteint si la contributiog,c z conduit &g
proche del.
0 — Ohl||o,E €RdC,E
(o= o= tler a4)

B ||@—ew - @—h”a,E €h,E

4. Construction d’'un champ de contrainte statiquement admissible standard

L'estimateur en relation de comportement basé sur une construction d'un champ
de contrainte statiquement admissible standard conduit & un estimateur standard. La
construction des champs de contraintes statiquement admissibles (SA) pour un esti-
mateur d’erreur standard 2D est détaillée [LAD 91, ROU 89].

L'idée est de construire le plus simplement possible un champ de contagmte
équilibre, a partir de la solution E.&;, et des données. On construit dans un premier
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. . ~Std P L1 4
temps un jeu de densités d’effdft ~ en équilibre sur le bord de chacun des éléments
E. On construit ensuite un champ de contraintes en équdiarelytiquement élément
par élément.

. aStd
> Construction des densitds  en équilibre

Une condition dite de "prolongement” a été proposée dans [LAD 75]. L'idée est
de déterminer localement (donc a moindre co(t), les projections des dersitdes
fonctions de bases éléments fipis.

/ neF ¢;dS = sDinhﬂdS—/ faeidV (15)
OB OF BT

Les densités peuvent alors étre complétement déterminées si 'on suppasesgue
décompose uniqguement sur ces fonctions de base. Cette détermination est faite a treés
faible codt, en résolvant des petits systémes locaux [ROU 89].

> Construction de la contrainte

. L aStd L
Pour un jeu de densitds  en équilibre avec les charges intérieures, on cherche
un champ de contrainte en équilibre sur chacun des éléments E.
Il s’agit de construire une contrainte qui vérifie sur E :

gesS
div(a) +f,=0 swrE (16)

S Sad.ﬁ

on = nEE sur OE

Puisque les densités sont en équilibre ai/;dl existe une infinité de solutions pour

@. Pour construire de maniére analytique une solution simple, lorsque les charges in-
térieuresf , sont polynomiales, I'idée consiste a chercher une solutipolynomiale

par morceaux [GUE 82, ROU 89].

5. Construction d’'un champ de contrainte statiquement admissible optimisé

L'estimateur en relation de comportement basé sur une construction d’'un champ de
contrainte statiquement admissible optimisé conduit & un estimateur optimisé. L'idée
de base consiste a se donner plus de souplesse lors de la construction [LAD 99,
LAD 97, LAD 01], ceci afin d’obtenir une contrainte de meilleure gqualité. La mo-
dification proposée revient a abandonner la condition de prolongement associée aux
noeuds sommets. Comme on le verra, ceci conduit a une amélioration notdble de
donc des.

L'idée présentee dans [LAD 97] est d"affaiblir la condition de prolongement, en la
faisant porter uniquement sur les nceuds non sominetd : il en résulte une plus
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grande liberté dans la construction des densités qui va étre utilisée pour minimiser
I'erreur en relation de comportement.

. . ~Opt N
> Construction des densités P en équilibre

On noteH la partie deE correspondant aux fonctions de base des noeuds non
sommets. La partie complémentaire est ngiée I - H.

La partieH peut étre déterminée complétement en utilisant la condd@®pro-
longement affaiblie. Pour cela, les techniques développées pour la condition de pro-
longement forte [ROU 89] sont utilisées.

On détermine I'ensemble des inconnues restalites minimisant I'énergie com-
plementaire de la structure entiere. Cependant, sur chaqueffaeepeut étre choisi
de maniéere quelconque. En effet, il doit conduire a un chahgm équilibre avec les
charges du probléme initia{; et f ). On a donc a résoudre un probléme de mini-

misation sous contrainte. Ce probleme est détaillé dans [LAD 97]. Ce jeu de densités
s . s . ~Opt
conduit a un jeu de densités optimige " .

> Construction de la contrainte

On peut alors construire un cha partir de ce jeu de densitﬁsopt. Pour cela,
on cherche une solution au probleme (16). Une maniére de faire est de retenir parmi
tous les champs statiguement admissibles celui qui minimise I'énergie complémen-
taire sur chacun des éléments.

Par dualité cela revient & minimiser I'’énergie potentielle élément par éléments.
Nous retenons une approximation éléments finis de ce probléeme en maillant un élé-
ment (degré&) par un élément de degré plus élevé (degré 3). Cette construction
conduit a des résultats de qualité suffisante comme le montre [BAB 94]. La contrainte
est ainsi obtenue numériquement= Ke(U,,5)-

6. Comparaison des deux estimateurs

L'estimateur standard (basé sur la construction standard) est moins colteux que
I'estimateur optimisé (basé sur une construction optimisée). Dans la plupart des situa-
tions courantes, I'estimateur standard utilisé depuis de nombreuses années, conduit a
une bonne estimation globale de I'erreur [LAD 01], les indices d’efficacité sont tou-
jours supérieurs a 1 par construction sont numériquement proches de 1. Par contre,
lorsque les éléments s’aplatissent, I'estimateur standard a tendance a surestimer lar-
gement I'erreur réellement commise. L'exemple suivant illustre cette remarque, et
confirme les résultats déja obtenus dans [LAD 97].

Il s’agit d'une structure rectangulaire soumises a des efforts sur son bord. Le
maillage de la structure est réalisé avec des éléments triangles a 6 nceuds (figure 1(b)).
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(a) Structure rectangulaire (b) Maillage utilisé

Figure 1. Structure étudiée

Les conditions limites en effort sont définies sur tout le bord de la structure de
facon que la solution exacte du probleme soit de la forme (17) :

2x — (22 + o2
oo — y (2® +y°) (17)
—(2* +y?) 2zy

L'erreur en solution étant connue, on peut évaluer les indices d’efficacité globaux.

En faisant varier les parametres géométriquest H, correspondant respective-
ment a la largeur et & la hauteur de la structure rectangulaire on se place dans diffé-
rentes situations d’aplatissement.

On constate (figure 2) que I'estimation reste correcte pour les forts aplatissements
avec le nouvel estimateur. Différentes techniques et approximations sont utilisées pour
construire des champsen équilibre. Il s'agit d’estimer ici leurs influences respectives
sur la qualité de I'estimation d’erreur associée.

Dans tous les cas, on construit d’abord un champ de densité en éq@lihnele
4 . ~Std | . .
bord des éléments. Dans la version standard, on construita partir de la condition

. L ~Opt | .
de prolongement forte. Dans la version optimisée on consﬂuﬁ a partir de la
condition de prolongement affaiblie et d’'une optimisation numérique.
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300 : .
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200 +
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Figure 2. Indices d’efficacité comparés en fonction de I'aplatissement

Dans chacune des situations, on cons#uat partir d’'un jeu de densités. Dans
le cas standard on cherche une forme polynomiale de maniére analytique. Dans le cas
optimisé, on retient une résolution numérique.

Pour ces deux constructions @eplusieurs parametres varient. On cherche a pré-
sent & savoir quels sont leurs roles relatifs, dans la qualité de I'estimation de I'erreur
globale et dans celle de I'erreur locale. A partir de chacun des jeux de densité, on

construit différents champs de contraingefigure 3). A partir du jeuEStd, on peut
obtenir un champ de contraingepar la construction analytique et par la construction
numérique. A ces constructions localesaltnumérique” et "analytique”, on ajoute
pour les tests une troiseme construction dite "quasi exacte" qui nous servira de réfé-

- : o . - ~ Std
rence, ou I'on cherche la contrairtesur I'élémentE qui est en équilibre aveE
etf, (16), et qui minimise I'énergie complémentaire (cette construction est décrite au
. . ~Opt . .
paragraphe 7). A partirdu jeli ~ , on peut obtenir un champ de contraiatear la
contruction numérique. Pour les tests, nous introduisons également une construction
" . " ., ~Opt . . .
quasi exacte" associéefa . Ceci permet de conclure sur la pertinence du choix :

— de la méthode pour la construction de contrainte,
—du jeu de densités utilisé.



Qualité locale d’estimateurs d’erreur 771

Esm (Prolongement fort)

~

A ~
N L N

AR @ constr. "quasi exacte"

A
A Y

X

@ constr. "Analytique” @ constr. "Numérique"

E°"" (Prolongement faible)
N

@ constr. "Numérique" & constr. "quasi exacte"

Figure 3. Différentes constructions étudiées

On étudie d’abord la résolution numérique en la comparant a une résolution exacte,
puis en la comparant & la résolution analytique ; ceci avec un jeu de densité fixé (pa-
ragraphe 7).

On étudie ensuite les conséquences du choix de I'un ou I'autre des jeux de densités
avec un type de résolution fixé (paragraphe 8).

7. Etude sur la résolution numérique

On montre dans ce paragraphe que la résolution numérique proposée est de suf-
fisamment bonne qualité pour étre utilisée dans un estimateur d’erreur en relation de
comportement. Cette vérification est capitale. En effet, on s’appuie sur le fai que
vérifie les équations d’équilibre, pour prouver notamment la majoration de I'erreur en
solution globale. Cette construction est validée par comparaison a une construction
guasi exacte de référence. Dans [COO 99], on peut trouver une premiére comparaison
entre la construction analytique et la construction numérique approchée. Les erreurs
obtenues different peu sur les cas tests traités. Ici notre objectif est de comparer la
construction numeérique approchée avec la construction théorique qui utiliserait la so-
lution exacte du probléme dual.

7.1. Résolution quasi exacte de la contrainte & partir de densités

Nous proposons de résoudre quasi exactement le probléeme de minimisation de la
construction d’'une contrainte a partir d’'un jeu de densité en équilibre sur un élément
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FE du maillage. Pour cela nous utilisons une discrétisation obtenue par adaptation de
maillage (-génération), ce qui permet de garantir ainsi une qualité fixée.

Cet estimateur d’erreur de référence est construit ici uniguement pour la démons-

. . ., ~Opt . ~ , N .
tration. A partir des densitéds ~ , on construit don@ en résolvant de maniére quasi
exacte le probléme de minimisation. En se fixant une qualité donnée faible, on re-
maille chaque élément en le considérant comme une structure.

Plus précisément, pour chacun des éléments, on définit le probléme suivant :

min JEWU |g)

(18)
U|pe U (E)

ou JF estI'énérgie potentielle associée au probléme sur un élément
ouU™ < (E) est un espace de discrétisation qui garantit une erreur en solution infé-
rieure aeg SUrk.

Une technique de remaillage adaptatif a été employée pour garantir cette qualité.
Chaque élément de la structure initiale est considéré comme une structure a part en-
tiere vis-a-vis du remaillage. La figure (figure 4) montre le maillage obtenu pour un
des éléments de la structure rectangulaire, I'objectif fixé du remaillageegtant %

Figure 4. Maillage respectant un objectif dg = 5 % sur I'élément

On contréle donc parfaitemeng et 'approximation ainsi faite. Pout suffi-
samment petit, on conclura que la solutidmbtenue correspond a une construction
exacte.
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7.2. Comparaison entre résolution numeérique et résolution quasi exacte

On compare ici la résolution numérique et la résolution quasi exacte. On montre

N . ~ . ~Opt . , , . L.
qu'apartirdunmémejelr’  ,laconstruction basée sur larésolution numérique etla
résolution quasi exacte conduisent a une estimation trés proche. Q) patBindice
d'efficacité de I'estimatiom,,..., basée sur la résolution numérique. De méepg, et
(qex SONt respectivement I'erreur et I'indice d’efficacité associés a la résolution quasi
exacte. On définit le rapportdes estimations :

€gex qua:
Au niveau local, pour chaque élémefitd’'un maillage on peut définir la quantité
analogue g :

rp = €E,num _ CE,num (20)
€E . qex CE,qu;

Sur I'exemple de la structure rectangulaire décrit précédemment, on vérifie que les
rapportsr, relatifs aux différents aplatissements, sont proches de 1 :

0.92 <r < 0.95 (21)

Ceci montre que I'hypothése cinématique réalisée (maillage avec un élément de degré
plus élevé p + 3) lors de la résolution numérique est valable.

Pour 'ensemble® € E, les rapports g sont proches de 1 aussi. Il n'y a donc pas
de phénoméne de compensation entre les éléments. Pour 'ensemble des éléments E,
ona:
093 <rg <097 (22)

Cet exemple illustre la validité de la construction numérigue. Cette méme étude
peut étre menée a partir d’'un autre jeu de densités. Par exemple, si on fait la méme

. ~Std , . )
étude a partirdé¢’ , les conclusions sont identiques :
0.89 <r<0.95 (23)

Les rapports'ry sont également proches de 1. Il n'y a donc pas de phénomene de
compensation entre les éléments. Pour I'ensemble des éléments du niilkaBe

0.86 < rg < 0.97 (24)

La construction numérique est valide. Quel que soit le jeu de densités et quel
gue soit I'aplatissement, la résolution numérique conduit & des résultats proches de
la construction exacte.

La résolution numérique de type+ 3, c’est-a-dire une résolution approchée de
maniére cinématique, conduit & un chathge bonne qualité. En effet, la norme éner-
gétique de la contrainte obtenue est trés proche de celle qu’on obtient par une résolu-
tion quasi exacte.
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7.3. Intérét de la résolution numérique par rapport a la résolution analytique

7.3.1. Relation avec I'aplatissement

On montre dans ce paragraphe que l'utilisation de la résolution numérique amé-
liore I'indice d’efficacité par rapport a la résolution analytique, dans le cas des mail-
lages fortement anisotropes. Pour cela, on compare l'indice d’efficacité obtenu en
construisang de maniére numérique et de maniére analytique, a partir d'un méme

. ., ~Std R . N R :
jeu de densitég” . Il est a noter que la premiére estimation correspond a une esti-
mation standard de 'erreur en relation de comportement.

Pour I'exemple de la structure rectangulaire, on trace les indices d’efficacité en
fonction de I'aplatissement (figure 5).

300
Construction
250 Analytique .
Pt
'g 200 A
.2
=
hd.)
= 150 | i
3
2
=
"~ 100 | A
50 _ i
Construction
Numérique
O 1 1 1 1 T

0 20 40 60 80 100 120 140
Aplatissement H/L

Figure 5. Evolution des indices d’efficacité en fonction de I'aplatissement

On constate que la construction analytique conduit a des indices d’efficacité net-
tement supérieurs a ceux obtenus en utilisant la construction numérique. En effet,
I'estimateur standard peut conduire dans les cas de maillages fortement anisotropes a
des indices d'efficacité supérieurs a 250. L'estimateur basé sur une construction nu-
mérique donne des indices nettement plus proches de 1. Cette constatation met en
évidence que l'estimation d’erreur associée a la construction analytique est sensible a
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Figure 6. Zoom : évolution des indices d’efficacité

I'aplatissement des éléments. Ce n’est pas le cas pour la résolution numérique avec le

méme jeu de densité:éStd. Pour comparer ces résultats a ceux de la figure (figure 2),

un zoom est nécessaire, on constate sur la figure (figure 6) que, si le gain le plus im-
portant est d0 a I'utilisation d’'une construction numérique, I'optimisation des densités
apporte néanmoins un gain supplémentaire. On reviendra sur ce point au paragraphe
8.1.

7.3.2. Différences entre résolution analytique et numérique

On compare deux approches différentes pour construire la con@airaeconstruc-
tion analytique des sous forme polynomiale respecte rigoureusement les équations
d’équilibre. En ce sens, c’est une construction statiquement admissible rigoureuse. La
construction numérique est une construction statiquement admissible approchée. On
détermine un champ de déplacement puis la contrainte est ensuite calculée en utilisant
la relation de comportement.

En particulier, dans le cas de la résolution analytique, un élément est sous-découpé
au niveau du sommet, ceci pour respecter la symétrie (@figure 7(a)).
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F,+F,

(a) Singularité pour la résolution (b) Régularisation pour la résolu-
analytique tion numérique

Figure 7. Singularité en pointe d’un élément

Pour avoir un chamg régulier, il faut que les densités vérifient la condition de
compatibilité :

El-ﬂz = E2 Ty (25)

OUF, etn, sontla densité et la normale extérieure sur le eaté

Comme cette condition n’est pas imposégriori, une singularité artificielle, qui
peut étre tres sévere si I'on utilise des éléments aplatis, est ainsi introduite. Par la
technique de résolution numérique, le coufl® , F',) ne joue que par sa somme
@1 + Eg) dans le travail des efforts extérieurs,,;, pour une formulation en dé-
placement du probléme. En effet, o1, = @1 + Eg) - U. Toute construction
de & basée sur une hypothese cinématique de résolution du probléme de minimisation
régularise le problem&emarque
Sans précaution particuliére, une analyse éléments finis (comme celle menée lors de
la résolution numérique) ne permet pas de garantir les valeurs en tout\pointy
(et en particulier au sommet, lorsque les densités ne respectent pas (25)) :

(M) # Tea(M) (26)

La comparaison entre les champs\/) et o., (M) est faite au travers de la norme
énergétique sur I'ensemble de I'élément

1@(M)]lo,5 = [|oee(M)llo,n (27)
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Il s'agit d’une équivalence au sens du travail sur 'ensemble de I'élément. En effet,
dans la procédure d’estimation d’erreur, seules des énergies élémentaires sont utili-
sées.

8. Comparaison des jeux de densités

On a mis en évidence que le choix de la méthode de construction de la contrainte a
partir d'un jeu de densité donné joue un réle clé. La méthode numérique de résolution
est validée au paragraphe précédent. Il s’agit ici de comparer les deux jeux de densités

. ~Std ~Opt . , R
construits¥ et F . Pour effectuer la comparaison, on résout le probleme de

. , L, ) ~Std . ~Opt
construction avec une méthode fixée, successivementravecpuisF .

8.1. Amélioration de I'indice d’efficacité global

On donne (figure 8(a)) les indices d’efficacité globaux en construisale ma-
niére quasi exacte a partir des deux jeux de densités. On constate que I'amélioration
de l'indice d’efficacité global est comprise entre 17% et 26% pour I'ensemble des
aplatissement& / L retenus (figure 8(a)).

LN Esm EOpt LN Esm EOpt

2 3.51 | 2.89 2 3.35| 2.75
16 | 11.18| 8.34 16 | 999 | 7.85
128 | 2.33 | 1.92 128 | 2.16 | 1.77
(@) Résolution quasi (b) Résolution numé-
exacte, théorique rique

Figure 8. Indice d’efficacité globaux

Des résultats comparables sont obtenus si I'on utilise la construction numérique
pour les deux jeux de densité (figure 8(b)).

e L, .., ~Opt - . . .
L'utilisation de densités optimiséds =~ améliore sensiblement I'estimation d’er-
reur globale, puisque l'indice d’efficacité se rapproche de 1. Ces densités étant dé-
terminées de maniére a minimiser I'erreur en relation de comportement, on obtient
systématiquement une erreur inférieure ou égale a celle obtenue en utilisant le jeu de

oy, ~ Std . , . L, .
densités standarfl  associé a une résolution numérique.

Opt Std

[6(E ") — onllo < I6E) — onllan (28)
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8.2. Amélioration de l'indice d’efficacité local

8.2.1. Amélioration de la répartition de I'erreur

ez Aa e . . ~Opt , - . e
L'intérét principal des densités =~ est d’améliorer la qualité locale de I'estima-
teur d’erreur en relation de comportement. On trace sur ce méme exemple les indices

d’efficacité locaux pour chacun des éléments de la structure rectangulaire, dans le
, . . ~ Std . ~Opt
cas d'un aplatissement de 2 (figure 9), en blanc gour , en gris pour’ . Par

symétrie nous n’étudions que les huits éléments correspondant au quart de structure
rectangulaire (figure 1(b)).

3.5}
@ 3}
N HiL=2 |E"|E™
%2_ moyenner 3.40 | 2.87
:él,s. écart-typer | 0.62 | 0.20
1l o/T 0.18 | 0.07
0.5
0

3 4 3
numéro d’élément

Figure 9. Indices d’efficacité locaux comparés (H/L=2)

—
oo

_ =
>~

Std ~Opt

S
=)

H/L =16
moyenner | 11.06| 8.41
écart-typer | 4.07 | 1.58
o/T 0.37 | 0.19

oo

indice d’efficacité
—
S

~

NS}

1 2 3 4 5 6 7 8
numéro d’élément

Figure 10. Indices d’efficacité locaux comparés (H/L=16)
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On observe que les estimations locales sont meilleures pour le jeu de densités

Ao
. En effet, les indices d’efficacité locaux sont en moyenne plus proche de 1. lls
sont aussi mieux distribués puisque I ecart type est plus faible. Ces deux constatations

témoignent d’'une qualité locale Ileel_%

Cette meilleure distribution des indices d’efficacité locaux est également remar-
guée lorsqu’on fait varier le niveau d’aplatissement (figure 10).

vl [T
y l l 22222222222 Figure 12. Maillage du quart de la struc-
ture

Figure 11. Sructure trouée, chargement

8.2.2. Estimation de I'erreur réellement commise

Sur un autre cas test, une structure trouée, on met en évidence la propriété locale

) L, ) .. ~Opt R ~Std o
qui est conférée a I'estimateur utilisafit i plutét queF . La structure étudiée est
soumise a des déplacements (figure 11). Le quart de la structure seulement est maillé,
étant données les symétries du probléme (figure 12).

On compare l'erreur obtenue en construisantde maniére numérique a partir de
~Std ~Opt Std

F eF Au niveau global, I'indice d'efficacité est d285 pour le JeuF et
de2.21 pourF , Ce qui représente un gain de 42 %.

Au niveau local, les indices d’efficacité sont nettement meilleurs sur cet exemple,
lorsqu’on utilise les densités optimisées. On trace les histogrammes des indices d’ef-

ficacité pour chacun des deuxjeﬁi(gtd (figure 13) etEOpt (figure 14).
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Figure 13. Densités standard Figure 14. Densités optimisées

On remarque sur (figure 14) que tous les indices d’efficacité locaux sont supérieurs
a 1, ce qui indique que 'estimation d’erreur conduit en pratique & une majoration de
I'erreur réellement commise.

Cecin’estpas le cas sur (figure 13), puisque par exemple 15 éléments ont un indice
d’efficacité quasi nul. Sur cet exemple, une propriété locale conférée a I'estimation par
I'optimisation des densités. En effet, I'estimation standard est mise en défaut, alors
gu’au niveau global elle donne un niveau d’erreur satisfaisant.

8.2.3. Comparaison avec un autre estimateur

Les différents exemples illustrent les bonnes propriétés locales d’'un estimateur
basé sur le concept d’erreur en relation de comportement, ceci a condition d’utiliser
des densités optimisées. Les contributions peuvent étre utilisées pour estimer la qualité
locale d’une contrainte en norme énergétique.

Dans [LAD 97], cette propriété est illustrée par des exemples 2D. La comparaison
est d’ailleurs faite, dans ce méme article, avec un estimateur de type SPR. Cet estima-
teur basé sur le lissage [ZIE 92], bien que trés performant au niveau global, ne permet
pas d'obtenir une estimation fiable au niveau local.

A titre d'illustration, nous effectuons sur un cas test simple la comparaison entre
I'estimateur basé sur I'erreur en relation de comportement et I'estimateur de type SPR.
Il s’agit d'une fissure sollicitée en mode 1 (figure 15) Etant données les symétries,
I'étude est menée sur une moitié seulement (figure 16) .

L'erreur en solution, obtenue avec un maillage de référence, est sur cet exemple
de 1.8914 %. Lestimateur d’erreur SPR a un indice d'efficacité global excellent :
(spr = 0.987 alors que I'estimateur basé sur I'erreur en relation de comportement
est moins performant¢,,,,. = 2.433.

On trace I'histogramme des indices d’efficacité locaux en utilisant les contribu-
tions élémentaires pour chacun des deux estimateurs (figures 18 et 17).
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On constate qu’'un nombre important d’éléments ont une erreur locale largement
sous-estimée par l'indicateur SPR, ce qui n'est pas le cas pour I'estimateur d’erreur
en relation de comportement.

9. Conclusions

L'étude présentée dans cet article, permet de comparer les propriétés de deux ver-
sions de I'estimateur en relation de comportement : la version standard et la version
optimisée. Cette derniére s’appuie sur :

— une optimisation de la partie linéaire des densités d’efforts sur les interfaces,

— une construction locale du champ de contraihigar une méthode numérique
duale, en déplacement, basée sur des éléments

L'utilisation d’'une méthode numérique conduit a construire un champ de contrainte
@ quin’est plus rigoureusement en équilibre, cependant les résultats présentés montrent
que l'erreur obtenue est peu différente de celle que I'on obtient par une résolution
quasi exacte de construction@eau niveau élémentaire. De plus, cette méthode numé-
rique permet d’améliorer de fagon significative le comportement de I'erreur globale,
par rapport a la construction analytique, lorsque les éléments s'aplatissent.

Les tests numériques présentés montrent également que l'introduction de I'opti-
misation des densités en équilibre est nécessaire pour que I'estimateur correspondant
présente une qualité locale satisfaisante.

Cette étude, financée par le ministére de la recherche frangais, a été réalisée dans
le cadre du contrat "FIABILITE" du réseau RNTL en collaboration avec EADS,
SAMTECH-France et le CEA.
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