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RÉSUMÉ. L’objectif de cet article est double. Dans un premier temps, il s’agit de présenter les
méthodes d’éléments finis espace-temps que nous avons développées et de les comparer aux
méthodes existantes. Ensuite, une technique de remaillage développée dans le cadre de ces
méthodes d’éléments finis espace-temps sera présentée. Cette nouvelle méthode de remaillage
est basée sur une notion de “front espace-temps”. Elle permet d’adapter le maillage à la fois
dans l’espace et dans le temps tout en gardant, au plus, le même nombre de degrés de liberté
que celui obtenu dans le cas des méthodes de remaillage classiques.

ABSTRACT. The aim of this paper is double. Firstly, a space-time finite element method is pre-
sented and compared with the other existing methods. Then, a mesh adaptation method devel-
oped for this space-time finite element approach, is presented. This new re-meshing method is
based on a “space-time frontal” solver. It allows to adapt the mesh in space and time, keeping
linear system sizes as small as in the “classical” mesh adaptation methods.
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1. Introduction

Le remaillage, au sens de la méthode des éléments finis “classique”, apparaît
comme indispensable dans la plupart des problèmes de mécanique et notamment en
mise en forme des matériaux. Dans ces procédés, les déformations sont telles qu’il de-
vient absolument nécessaire de développer des méthodes de maillage adaptatif. L’es-
sentiel des techniques de remaillage développées jusqu’à présent sont basées sur des
approches incrémentales. Le remaillage s’effectue à des pas de temps donnés. On
peut citer les méthodes ALE et maillages dynamiques, (Donea et al., 2001), (Chenot
et al., 1998), (Farhat et al., 2002), (Lesoinne et al. 1996) qui apportent une réponse à
l’adaptation du maillage en grandes déformations dans l’espace à des temps fixés. La
méthode proposée ici est compatible avec ces approches et apporte en plus, la possibi-
lité d’une adaptation du maillage dans le temps. Dans cet article, nous proposons une
approche non incrémentale basée sur une méthode d’éléments finis espace-temps. Le
maillage est évolutif à la fois dans l’espace et dans le temps.

La Méthode des Eléments finis Espace-Temps (STFEM) se distingue des autres
méthodes d’éléments finis classiques par une interpolation de même nature sur l’es-
pace et sur le temps.

Dans les premiers articles parus tels que (Oden, 1969), un effort de généralisa-
tion de la méthode des éléments finis sur le domaine espace-temps est réalisée, sans
que l’on puisse parler réellement de STFEM. De nouvelles idées émergèrent en ce
qui concerne l’intégration en temps. Les variables temps et espace sont interpolées
par des fonctions différentes et séparées. La première approximation complètement et
clairement espace-temps est réalisée pour un exemple de vibrations structurelles par
Kaczkowski et Langer, (Kaczkowski et al., 1975), (Kaczkowski et al. 1980). Dès lors,
il est possible d’avoir des variables temps et espace interpolées par des fonctions dé-
pendantes à la fois du temps et de l’espace. Ainsi nous pouvons parler d’une méthode
qu’on appellera la Méthode des Eléments Finis Espace-Temps. La STFEM n’est pas
une méthode très répandue. Elle peut être considérée comme une extension de la mé-
thode des éléments finis “classique”. La STFEM est une méthode d’éléments finis un
peu particulière, dans le sens où elle s’applique à un problème aux limites issu d’un
problème d’évolution. Actuellement plusieurs approches existent on peut citer : la mé-
thode à grands incréments de temps (LATIN), la méthode de “Galerkin Discontinue”,
et la nôtre que l’on nommera “méthode de Galerkin Semi-Discontinue”. Dans la plu-
part des publications sur la méthode de Galerkin Discontinue (Li et al. 1998), (Karao-
glan et al., 1997), (Brokken et al. 1998), les fonctions d’interpolation sont considérées
comme étant le produit de fonctions d’espace et de temps. Nous montrerons que dans
ce cas, et pour certains maillages espace-temps, utiliser la méthode de Galerkin Semi-
Discontinue revient tout simplement à appliquer un schéma d’intégration numérique
de type Newmark.

Nous verrons dans cette étude qu’une attention particulière sera portée à la non sé-
paration des variables espace et temps. La raison de ce choix n’est pas motivée par des
questions de précisions de résultats, mais plutôt par ce qui constitue le fond de notre
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étude, à savoir le remaillage. Nous montrerons, en effet, que ce type d’interpolation
est adapté au remaillage. Le remaillage espace-temps est basé sur la construction de
maillages espace-temps non structurés.

Dans la plupart des articles sur la STFEM, écrits par C. Bajer et C. Bohatier, (Bajer,
1989), (Bajer et al., 1995), des maillages structurés sont utilisés. Mais déjà, une notion
de remaillage espace-temps est proposée, (Bajer et al., 1993). Nous en présenterons
dans cet article une généralisation.

Ce remaillage sera appliqué à différents problèmes mécaniques et notamment de
contact avec frottement. Lors de problèmes de contact, il est nécessaire d’avoir un
maillage fin autour de la zone de contact. Le plus souvent, cette zone de contact est
évolutive. Ainsi pour gagner du temps de calcul, il apparaît nécessaire de construire
un maillage évolutif qui suivrait la zone de contact.

2. Méthode des éléments finis espace-temps

Dans ce paragraphe, la formulation variationnelle du problème mécanique est pré-
sentée sous deux formes différentes. Dans la première, l’inconnue principale est le
déplacement alors que dans la seconde, c’est la vitesse. Nous parlerons d’approche en
déplacements et d’approche en vitesses. Pour chacune des approches, une discrétisa-
tion par éléments finis espace-temps est proposée.

fs

fs

ud

udfv

fv

Ω
1

Ω
0

Ω
0Ω

1

D
0

D
1

x

y

t
Ω

Ω
D

t = 0

t = T

Figure 1. Exemple d’un domaine espace-temps en 2D

Nous considérons le mouvement d’un corps élastique dans les hypothèses des pe-
tites perturbations (figure 1). Soit

�
le domaine occupé par ce corps. Le corps est

soumis à une densité volumique � � , à une densité surfacique � � sur ��� � et à un dé-
placement � 	 sur ��
 � . Sur un intervalle de temps �������� , notons que � est égale à��� �������� , ��
 à ��
 ��� �������� et ��� à ��� ��� �������� . Le problème dynamique local à ré-
soudre est le suivant : trouver le déplacement � et le tenseur des contraintes de Cauchy� tels que :
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�     !      "
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L’objectif de cette étude étant d’appliquer une méthode d’éléments finis, le pro-
blème d’évolution est à considérer comme un problème aux limites sur le domaine
espace-temps UWVYX�Z�[�\�] . Dans ce problème aux limites, la condition sur la vitesse ini-
tiale (à ^`_aZ ) et une éventuelle condition sur la vitesse finale (à ^b_c\ ), par exemple si
le système est arrêté brutalement, sont considérées comme des conditions aux limites.
Ces conditions peuvent mener à des discontinuités de vitesse où du point de vue dual
à des impulsions. De la même manière que dans la méthode de Galerkin discontinue
(Hughes et al., 1988), (Karaoglan et al., 1997) et que dans la méthode à grands incré-
ments de temps (LATIN) (Boisser et al., 1990), (Jourdan et al. 2000), la formulation
variationnelle est établie sur le domaine espace-temps UaVdX�Z�[�\�] .
2.1. Approche en déplacements

Dans cette approche, l’inconnue principale est le déplacement. La formulation va-
riationnelle en déplacements peut s’écrire :
Trouver le déplacement e fQgihkj tel que :lnmK l�o (�:9<= = p 2qS T ( = /sr6T ( = p /utv3 5 = p /)#w+�#%.-8 lxmK l�y{z1o 3 G = p #%|}#%.1,> = p @�~ K� J [2]

Afin de tenir compte, dans la formulation variationnelle, de la condition sur la
vitesse initiale, le travail virtuel des quantités d’accélérations est intégré par parties
par rapport au temps. Ce qui donne,lFmK l o :9<= = p #w+�#%.-8 t lxmK l o :sP= P= p #w+�#%.2 lNoR� :w& m ('+�/ = p ('+-,1��/ut�:w& K ('+�/ = p ('+7,�Lw/���#w+ [3]

L’approximation proposée dans cette étude est de type Galerkin en temps et en
espace. L’interpolation espace-temps est construite à partir de polynômes de Lagrange.
Les éléments finis sont isoparamétriques. Sur un élément fini espace-temps �E� (figure
2), le déplacement vérifie :
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Figure 2. Elément fini de référence en 2D espace-temps de type simplex

e �0�R[E^��s_��� �'�A�R� �� ���A[E^���e �� [4]

où � est le nombre de nœuds de l’élément ��� , � �� sont les fonctions d’interpolation
et e �� les déplacements nodaux. La même interpolation est utilisée pour les déplace-
ments virtuels e � , ce qui constitue une variante par rapport aux approches développées
par Bajer et Bohatier (Bajer et al., 1993), (Bajer et al., 1995). La discrétisation espace-
temps de la précédente formulation variationnelle mène au système linéaire suivant :��X � �4�w]N�aXE�� �w]��{�%g���_ �M¡A���`�¢�¤£I� [5]

où X � � � ] est la matrice relative aux efforts d’inertie, X �� � ] la matrice relative aux
efforts intérieurs, �M¡ � � le vecteur nodal relatif aux efforts extérieurs, �¤£I� le vecteur
nodal relatif aux conditions aux limites en vitesses et �)g�� le vecteur nodal des dépla-
cements. En annexe, est donné le détail des calculs des matrices élémentaires, sur un
maillage 2D espace-temps.
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Figure 3. Exemple d’un maillage 2D espace-temps

Considérons un maillage espace-temps construit par couches successives d’élé-
ments dans le temps. On pourra parler de maillage “stratifié”. Si de plus les numéros
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des nœuds qui ont les mêmes coordonnées temporelles sont proches les uns des autres
(figure 3), alors le membre de gauche du système [5], se met sous la forme :��X � � � ]N�aX �� � ]��{�%g���_¥X \�]1�%g��¦_

§¨¨¨¨© � �7H1H1� � �7H'ª}� L L L L� ��ª}H1� � ��ª1ª}� � ��ª1«�� L L LL � ��«1ª}� � ��«1«�� � ��«1¬}� L L     L L L � ��®°¯±®°² H � � ��®°¯±®M� � ��®°¯±®6³ H �L L L L � ��®6³ H ¯±®°� � ��®¤³ H ¯1®¤³ H �
´}µµµµ¶
§¨¨¨¨©¸· ~9K¤¹· ~sH�¹· ~ ® ¹

´}µµµµ¶
Par exemple, pour le maillage espace-temps de la figure 3, on a :

· ~9K¤¹¦8
§¨© = H= ª= «= ¬

´}µ¶ , · ~iHE¹¦8
§¨© =%º=%»=%¼=%½

´}µ¶¿¾ . · ~9ª¤¹¦8
§¨© =)À= H'K= H1H= H'ª

´}µ¶
En utilisant ce type de numérotation, la matrice totale X \�] et les sous-matrices X \ ��Á ]

sont de type bande.

REMARQUES. — Le fait de choisir une interpolation de Lagrange pour les déplace-
ments implique que les déplacements sont continus mais que les vitesses sont disconti-
nues. Par conséquent l’intégration par parties [3] n’est pas exacte, il faut plutôt utiliser
la formulation de la méthode de Galerkin discontinue, ce qui revient à écrire la dérivée
de la vitesse au sens des distributions. Dans la suite nous conserverons la formulation
[3], sachant que l’erreur commise est du même ordre que dans le cas d’éléments finis
en espace classiques. En effet, avec une interpolation de Lagrange, le déplacement
est continu alors que la déformation est discontinue. De plus, on peut montrer, dans
le cas d’une interpolation linéaire, que la méthode de Galerkin discontinue et celle
développée dans cet article donnent les mêmes résultats.

— Utiliser un maillage stratifié tel que nous l’avons défini permet de ne pas assembler
la matrice totale X \�] , mais seulement les sous-matrices X \ ��Á ] . Ceci réduit considéra-
blement la taille des systèmes à résoudre. En fait, la taille de ces systèmes linéaires
est exactement la même que celle obtenue dans le cas des approches couplant les mé-
thodes incrémentales de type différences finies en temps à la méthode d’éléments finis
en espace. Ces approches seront appelées dans la suite : méthodes FD-FE.

— Ensuite, il convient de préciser que le vecteur nodal relatif aux conditions aux
limites en vitesses �6£�� est de la forme :�¤£I��_Â�E�¤£¦Ã6�Ä[}Z�[6ÅÆÅ�ÅÆ[}Z�[k�6£�Ç��M�±È
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et que �¤£ Ã � est donné à partir des conditions sur la vitesse initiale, alors que �¤£ Ç �
est inconnu. Par conséquent, la résolution du système [5] est effectuée de la manière
suivante : le premier système d’équations,X \ �}� ]1�%gÉÃM�`�ÊX \ ��Ë ]1�)g � ��_ �M¡sÃ6�`�¢�¤£¦Ã6�`[
donne �%g � � , les systèmes d’équations,X \ �ÍÌ��0ÎR� ]1�%g ��Î9Ë �`�aX \ �'Ì�� ]1�%g �0ÎA� �`�aX \ �'Ì��ÍÏA� ]±�)g � �Ð_ �M¡ �0ÎR� �ÒÑ�ÓÊÔsÓxÕ�[
donnent les déplacements �%g � � et le dernier système d’équations,X \ Ç ÏA��Ì Ç ]±�)gRÇ ÎA� �`�aX \ Ç ÏA�EÌ Ç ÏA� ]1�%gRÇ7��_¥�w¡AÇ-�`�¢�¤£�Ç9�`[
donne �¤£ Ç � .
— Notons enfin que les matrices de résolution X \ �'Ì��'ÏA� ] sont généralement non sy-

métriques, alors que la matrice totale X \�] est symétrique. Ainsi, pour l’algorithme
présenté ci-dessus, il faut utiliser un solveur non symétrique. Cela peut paraître péna-
lisant en termes de temps de calcul. Cependant, comme l’objectif est d’utiliser cette
approche pour traiter des problèmes de contact avec frottement et que la résolution
non linéaire que nous avons développée (Adélaïde, 2002) est de type Gauss Seidel
non linéaire, ces non-symétries n’affectent pas les temps de calcul.

2.2. Approche en vitesses

Dans cette approche, l’inconnue principale est la vitesse. La formulation variation-
nelle en vitesses peut s’écrire :
Trouver la vitesse Ö fQ×�hkj telle quel mK l o (�:sP& & p 2ØS T r6T (�& p /utv3 5k& p /w#w+�#%.98 l mK l y}z1o 3 G & p #%|}#%.E,>�& p @�Ù K� J [6]

Comme pour l’approche en déplacements, on utilise une interpolation de Lagrange
pour les vitesses réelles et les vitesses virtuelles. Ceci implique que les vitesses de
déformations sont discontinues. Une des difficultés de cette approche en vitesses est
le calcul de la déformation Ú . En effet, en HPP, Ú est de la forme :Ú����A[1^��s_cÚMÃ�� lWÛÃ Ú���Ö����A[�Ü�����Ý�Ü [7]

Pour calculer la déformation, il faut donc intégrer la vitesse de déformation sur l’in-
tervalle de temps X�Z�[E^1] et si cet intervalle de temps traverse plusieurs éléments finis
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espace-temps, c’est-à-dire plusieurs zones de discontinuité de vitesses de déforma-
tions, le calcul devient techniquement compliqué à gérer. Ce cas de figure se rencontre
lorsque le maillage espace-temps est constitué de “simplex de type 1”, c’est-à-dire
d’éléments finis linéaires.

La seconde difficulté liée à cette approche en vitesses concerne la gestion du
contact. La loi de contact que nous avons adoptée est celle de Signorini et sa variable
naturelle associée est le déplacement. On retombe sur le même type de problème que
pour le calcul de la déformation. Cependant, dans le paragraphe suivant nous propo-
sons des éléments de réponse.

La discrétisation espace-temps de la formulation variationnelle en vitesses, mène
au système linéaire suivant :��X � �4Þ6]��ÊX �� Þ6]��}�)×���_¥�w¡RÞ)�`�x�w��Ã6� [8]

En utilisant un maillage espace-temps stratifié et le même type de numérotation
qu’au paragraphe précédent, on obtient, sur chaque couche temporelle X ^ � [1^ �'ÏA� ] , le
système linéaire suivant : X�ßu]1�%×���_¥�w¡RÞ)�`�x�w��Ã6�áàâ X�ß �'Ì�� ] X ß �'Ì��'ÏA� ]X ß �'ÏA��Ì�� ]ãX�ß �'ÏA��Ì��'ÏA� ]�ä â �%× � ��)× �'ÏA� �dä _ â �w¡RÞ6å0�`�c�M��Ãæå0��w¡RÞ6å�ç z �`�c�M��Ãæå�ç z �Qä Å

Contrairement à l’approche en déplacements, le premier système d’équations ne
sert pas au calcul de �)× �'ÏA� � , car la vitesse virtuelle �)×��� � au temps ^ � est supposée
nulle. C’est donc le deuxième système d’équations qui donne �%× �'ÏA� � . Ensuite, avec
la relation [7], on calcule la déformation au temps ^ �ÍÏA� , qui devient la déformation
initiale, permettant ainsi de calculer le nouveau vecteur �M�èÃ6� et ainsi de suite.

REMARQUES . — L’algorithme précédent apparaît comme un algorithme sur un pas de
temps, alors que celui de l’approche en déplacements est un algorithme sur deux pas
de temps. Toutefois, à cause du calcul de la déformation, on montre dans le paragraphe
suivant qu’il s’agit aussi d’un algorithme sur deux pas de temps.

— Notons aussi que le fait d’utiliser des maillages espace-temps stratifiés revient à
appliquer une méthode incrémentale. Ne serait-il pas tout simplement une approche de
type FD-FE ? Un des objectifs du paragraphe suivant est de répondre à cette question.

3. Comparaisons avec les méthodes de type FD-FE

Les méthodes présentées dans le paragraphe précédent sont incrémentales dès que
l’on utilise des maillages espace-temps stratifiés. La question est de savoir si elles ont
un lien avec les méthodes incrémentales classiques de type FD-FE. Ces dernières sont
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basées sur une séparation des variables espace et temps. Elles couplent la méthode
des éléments finis pour la discrétisation spatiale avec les méthodes de type différences
finies pour la discrétisation temporelle.

Avant d’effectuer ces comparaisons et pour faciliter la présentation, proposons les
terminologies suivantes :

- Nous appellerons “simplex de type Õ ”, un élément fini espace-temps admettant
des fonctions d’interpolation polynomiale de degré Õ . Par exemple, un triangle à trois
nœuds ou un tétraèdre à 4 nœuds sont des simplex de type 1 (figure 4).

- Nous appellerons “multiplex”, un élément fini espace-temps admettant des fonc-
tions d’interpolation qui sont le produit d’une fonction du temps par une fonction de
l’espace. Par exemple, un quadrangle à 4 nœuds ou un hexaèdre à 8 nœuds sont des
multiplex (figure 4). Les éléments finis espace-temps 4D ne sont pas représentables.
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Figure 4. Exemples d’éléments finis espace-temps de type 1

- Nous appellerons maillage espace-temps “régulier”, un maillage stratifié dont le
temps est constitué de strates identiques. Par exemple, les maillages des figures 5 et 6
sont des maillages espace-temps réguliers.

De plus, pour faciliter la lecture des résultats, rappelons l’algorithme d’intégration
de Newmark. Il est défini comme suit :



436 Revue européenne des éléments finis. Volume 12 - n
�

4/2003

�  !   " X��c]±��ég �'ÏA� �`�aX � ]1�%g �'ÏA� ��_aZ��êg �ÍÏA� ��_¥��êg � �`�nëì^�í0��î�ï4ð%�7�`ég � �`�;ð��`ég �'ÏA� �¤ñ�)g �'ÏA� _¥�)g � �`�xëì^k� êg � �`�Fëì^ Ë í�ò �Ë ïQó6ô�� ég � �`�Fó)� ég �'ÏA� �¤ñ
REMARQUE. — Selon l’approche utilisée, en déplacements ou en vitesses, la topolo-
gie du maillage peut avoir une influence sur les matrices élémentaires, par conséquent
sur les matrices de résolutions. Quand l’approche utilisée est en vitesses, la topologie
a une influence sur les calculs, ce qui n’est pas le cas en déplacements (voir annexe).
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Figure 5. Maillages 2D espace-temps réguliers composés de simplex
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Figure 6. Maillages 2D espace-temps réguliers composés de simplex

3.1. Comparaisons pour l’approche en déplacements

En ce qui concerne l’approche en déplacements, on peut montrer qu’en utilisant
un maillage espace-temps régulier, constitué de multiplex, l’algorithme présenté au
paragraphe 2.1 est équivalente à une méthode FD-FE implicite de type Newmark avecð�_ �Ë

et ó�_ �õ . Il s’agit de la méthode d’accélération linéaire. Ceci est vérifié quelle
que soit la dimension du problème. Notons que ce schéma d’intégration est stable sous
condition sur le pas de temps, (Dautray et al., 1988).

Par contre, avec des éléments finis de type simplex, le résultat des comparaisons
est moins intuitif. En effet, en 2D espace-temps ���A[1^�� , pour un maillage régulier tel
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que ceux des figures 5 et 6, la STFEM devient une méthode explicite de Newmark
avec ð�_ �Ë

et ó�_¥Z . Il s’agit de la méthode des différences finies centrales avec ma-
trice de masse diagonale. Si l’on augmente la dimension du problème, on ne retrouve
pas d’équivalence avec les méthodes FD-FE. On constate tout de même que l’algo-
rithme n’est pas totalement explicite. En effet, il existe des termes de la matrice X �� �°]
relative à la rigidité dans les matrices de résolution X \ �'Ì��'ÏA� ] . Néanmoins, les résultats
numériques tendent à montrer que le pas de temps ëì^ doit être suffisamment petit
pour assurer la stabilité de l’algorithme.

3.2. Comparaisons pour l’approche en vitesses

De la même manière, on peut montrer qu’en utilisant un maillage espace-temps
régulier, constitué de multiplex, l’algorithme présenté au paragraphe 2.2 n’est autre
qu’une méthode FD-FE implicite de type Newmark avec ð�_ Ëö et óØ_ �÷ . Ceci est
vérifié quelle que soit la dimension du problème. Ce schéma d’intégration est stable
sous condition sur le pas de temps.

En ce qui concerne les maillages constitués de simplex, contrairement à l’approche
en déplacements, en 2D espace-temps ���A[1^�� , pour un maillage régulier tel que celui
de la figure 5a, la STFEM devient une méthode implicite de Newmark avec ðd_ùøõ
et ód_ Ëö . Ce schéma d’intégration est inconditionnellement stable. Pour obtenir ce
résultat, il faut que le calcul du déplacement et de la déformation soit effectué de la
manière suivante :

On considère le problème d’une barre de longueur ú¦[ de section ß et de module
de Young ��[ encastrée en son extrémité gauche et libre en son extrémité droite. Pour
fixer les idées, considérons le maillage espace-temps constitué de 2 simplex (figure 7).
Le détail du calcul des matrices élémentaires I et II se trouve en annexe. Notons que
ce maillage espace-temps est construit à partir d’un maillage espace constitué d’un
seul élément à 2 nœuds. Le cas où le maillage espace-temps est constitué de plus d’un
élément dans l’espace, se traite de la même manière.
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Figure 7. Maillage 2D espace-temps élémentaire
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Avec cette discrétisation, on obtient la matrice totale suivante :

û ükýkþ;ÿ�����
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z
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z
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z
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z
� ���

z
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z
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z
� ���

z
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z
� ��� �

z
� � ü�
����� �

z
� ��� �

z
� � ü�
�� �

z
� ��� ç z� � ü�
�� �

�������
et le second membre� îÑ �Qß�ëì^�Ú � [æï îÑ �dß�ëì^�Ú � [ îÑ �Qß�ëì^ÄÚ � [uï îÑ �Qß�ëì^�Ú ��� È

Sachant que les vitesses des nœuds 1 et 3 sont nulles, du système linéaire [8], on
obtient l’équation suivante à résoudre :

ï � ú! × � � â � ú! � ��ß#" Ë$ ú ä × �'ÏA� _ ï �ìß%"Ñ Ú � [9]

où × � est la vitesse du nœud 2 (vitesse de l’extrémité droite de la barre au temps ^ �
), × �ÍÏA� est la vitesse du nœud 4 (vitesse de l’extrémité droite de la barre au temps ^ �'ÏA�
) et Ú � est la déformation dans la barre au temps ^ � . Cette équation donne × �'ÏA� et pour
calculer Ú �'ÏA� , on utilise la relation [7] avec la vitesse de déformation êÚ'&(& de l’élément)*)

. Ce qui donne, Ú �'ÏA� _xÚ � � l,+ �'ÏA��-/.�/. êÚ &0& Ý�Ü�_cÚ � � "9× �'ÏA�ú Å
Notons qu’il s’agit d’un choix de calcul pour la déformation. En procédant de la même
manière pour le calcul du déplacement, on obtient les relations suivantes :g �ÍÏA� _¥g � �1"9× �'ÏA� [ Ú � _ g �ú Å
En posant 2 Ë _ ö(3%4576  , l’équation [9] donne l’algorithme suivant :

��î�� Ñ$ 2 Ë " Ë �}g �ÍÏA� _¥��Ñèï î$ 2 Ë " Ë �}g � ïFg ��ÎA� Å
On peut montrer aisément qu’il s’agit du schéma de Newmark annoncé précédem-
ment.

De plus, si l’on augmente la dimension du problème, on ne retrouve pas d’équiva-
lence avec les méthodes FD-FE.
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3.3. Synthèse des résultats

Les comparaisons présentées dans les deux précédents paragraphes sont résumées
dans le tableau suivant :

Approche en déplacements Approche en vitesses

Dimension Simplex Multiplex Simplex Multiplex
1D �Æ^�� Accélération Accélération Newmark Newmark

linéaire linéaire 8 8 ª« , 9 8 H¬ 8 8 ª« , 9 8 H¬
2D ���A[E^�� Différences Accélération Newmark Newmark

centrales linéaire 8 8 ¼» , 9 8 ª « 8 8 ª« , 9 8 H¬
3D ���A[(:�[E^�� ? Accélération ? Newmark

? linéaire ? 8 8 ª« , 9 8 H¬
4D ���A[(:�[(;�[E^�� ? Accélération ? Newmark

? linéaire ? 8 8 ª« , 9 8 H¬
Tableau 1. Comparaisons entre la STFEM et les méthodes FD-FE

Au vu des résultats précédents (tableau 1), la STFEM peut apparaître comme une
généralisation des méthodes FD-FE. Pour affirmer que la STFEM est une généralisa-
tion des méthodes FD-FE, il faut trouver, pour chaque schéma de différences finies,
un maillage et une interpolation espace-temps donnant un algorithme équivalent.

Notons aussi que lorsque les maillages sont non réguliers, on ne retrouve pas les
schémas de type FD-FE.

En ce qui concerne l’utilisation d’éléments finis plus riches, nous nous sommes
limités à une comparaison numérique en 1D espace-temps (vibrations d’un oscillateur
simple) utilisant une interpolation quadratique (figure 8). Dans ce cas, on constate
(Adélaïde, 2001) que pour un même nombre de pas de temps, la STFEM donne des
résultats numériques environ 10 fois plus précis que ceux obtenus par la méthode de
l’accélération linéaire.

Enfin, on constate aussi qu’avec les multiplex, le schéma d’intégration est conservé
quelle que soit la dimension du problème (tableau 1). Par contre, cette propriété n’est
pas vérifiée par les simplex. Les résultats sont surprenants. En effet, pour l’approche
en déplacements, on passe d’un schéma d’intégration implicite en 1D à un schéma
d’intégration explicite en 2D. Pour l’approche en vitesses, on passe d’un schéma d’in-
tégration implicite en 1D, conditionnellement stable à un schéma d’intégration impli-
cite en 2D, inconditionnellement stable, (Dautray et al., 1988). La raison essentielle de
ces changements est que suivant la dimension du problème, les simplex ont des topo-
logies différentes. En effet, sur une couche temporelle X ^ � [1^ �'ÏA� ] , suivant la dimension
du problème, on traverse une ou plusieurs zones de discontinuité (figure 9).

Par contre, avec les multiplex, sur une couche temporelle on traverse un seul mul-
tiplex, donc aucune zone de discontinuité (figure 9).
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4. Remaillage

Dans ce paragraphe nous détaillons les techniques de remaillage espace-temps que
nous avons développées. Dans la littérature, on trouve de nombreux articles sur le re-
maillage. Parmi ces papiers, un bon nombre parle de remaillage espace-temps. Ces
derniers utilisent la méthode de Galerkin discontinue (Aubry et al., 1999), (Li et al.
1998), (Feng et al., 2000). Mais, dans la plupart, l’approche est incrémentale. C’est
à dire que le remaillage s’effectue à des pas de temps donnés. Le plus souvent, les
valeurs des inconnues du nouveau maillage sont obtenues par approximation ou in-
terpolation de celles de l’ancien maillage, ce que nous appellerons reprojection. De
plus, l’interpolation utilisée est de type multiplex. Dans la première partie de ce pa-
ragraphe, nous présentons une technique d’adaptation de maillage incrémentale en
simplex, développée pour l’approche en déplacements. Cette technique ne nécessite
pas de reprojections. Ensuite, nous proposerons une technique de remaillage non in-
crémentale, basée sur des maillages espace-temps non structurés.

4.1. Remaillage incrémental

Pour simplifier la présentation, la technique de remaillage est présentée sur un
maillage espace-temps élémentaire. On considère les effets dynamiques d’une barre
en traction-compression, discrétisée par un seul élément fini dans l’espace. Si l’on
souhaite raffiner le maillage, en ajoutant un nœud dans l’espace, par exemple comme
dans la figure 10,

t∆

1
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43

t

L

L/2

5 7

x
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Figure 10. Remaillage espace-temps élémentaire

le système linéaire [5] devient§© X \ �}� ]ãX \ ��Ë ] ZX \ Ëæ� ]ãX \ Ë}Ë ]ãX \ Ë ö ]Z X \ ö Ë ]ãX \ ö}ö ] ´¶ §© �%g Ã ��%g � ��%g Ë � ´¶ _ §© �M¡ Ã �`�¢�¤£ Ã ��M¡ � ��M¡ Ë �`�¢�¤£ Ë � ´¶ [10]

où
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�%g Ã ��_ â e �e Ë ä [��%g � ��_ â e öe ÷ ä [��)g Ë �Ð_ §© e�<e õe ø
´¶

Le premier système d’équations :X \ ��� ]±�)gÉÃ6�`�aX \ ��Ë ]1�)g � ��_¥�w¡sÃ6�`�x�6£ Ã°�
donne g � . Le second systèmeX \ Ëæ� ]1�%gsÃ6�`�aX \ Ë}Ë ]1�%g � �`�ÊX \ Ë ö ]1�)g Ë �Ð_ �M¡ � �
admet deux équations et trois inconnues e < , e õ , e ø . Ainsi, il manque une équation
pour déterminer �)g Ë � . Mais �¤£ Ë � est une inconnue et ses composantes apparaissent
dans les trois dernières équations. Une façon de déterminer cette équation manquante,
est d’utiliser la formulation variationnelle [2] avec une fonction virtuelle eA�= associée
au point supplémentaire 8 (figure 11) . Cette fonction est choisie linéaire par morceaux
sur les zones D1, D2, D3, D4 de la figure 11.

t∆
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Figure 11. Support de la fonction
virtuelle >@?A
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Figure 12. Représentation de la
fonction virtuelle B@CD

Cette fonction B�CD vérifie : BECDGFIH au point 8 et 0 aux nœuds 1, 3, 4, 6 (figure 12).

L’équation supplémentaire nécessaire pour calculer JLK est donnée par :MN O/PRQTSEUWVXV�Y O[Z#\ B\^] \ B�CD\^]`_�a�_ ]cb VdV�Y O�egfh\ B\ a \ B�CD\ a _�a�_ ]ji Flk
ce qui donne le système d’équations suivant :monLpoqsr	m J p'q b m[n Q qtr	m J Q q b mon K qsr�m J K q Fuk
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où �wú Ã � È , �Mú � � È sont des vecteurs de dimension Ñ et �Mú Ë � È est un vecteur de di-
mension

$
. Ce système d’équations supplémentaire donne �)g Ë � .

REMARQUES . — L’équation supplémentaire obtenue par la fonction virtuelle eA�= per-
met de calculer l’accélération du nœud 6. Notons qu’il n’est pas nécessaire d’ajouter
une équation dans l’approche en vitesses.

— On peut aussi faire du remaillage sans ajouter de nœuds, seulement en les dé-
plaçant. Dans ce cas, il n’est pas nécessaire de rajouter d’équations dans l’approche
en déplacements, en élastodynamique. Par exemple, pour le maillage (figure 13), on
raffine près du nœud 6, en déplaçant le nœud 5. Il y a alors autant d’équations que
d’inconnues.
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1 3
x

t
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54 6

∆

Figure 13. Un exemple de remaillage en déplaçant les nœuds

Intéressons nous maintenant au cas particulier du remaillage pour des applications
3D espace-temps avec contact et frottement. Pour simplifier la présentation, considé-
rons le cas d’un seul nœud ajouté, par exemple le nœud numéro 12 de la figure 14.
Dans ce cas, la fonction virtuelle e � � ÷ , permettant de calculer l’accélération du nœud
12, est linéaire par morceaux sur les zones D1, D2, D3, D4 définis sur la figure 14.

D1
D2

D3

D4

y

x

t

2 4

3

6
8

7

10
13

12

11

14

Figure 14. Support de la fonction virtuelle supplémentaire eu� � ÷
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Pour ces problèmes avec contact et frottement, l’adaptation de maillage est activée
par un estimateur d’erreurs basé sur les prédictions de pénétrations. Des exemples
numériques illustrant notre technique de remaillage sont présentés au paragraphe 5.

4.2. Remaillage non incrémental

L’objectif de ce paragraphe est de proposer une technique de calcul sur des mail-
lages espace-temps non structurés et en particulier non stratifiés. Certaines équipes se
sont déjà penchées sur ce problème. On peut citer les travaux de Hugues et Hulbert
(Hughes et al., 1988) et plus récemment ceux de Idesman et al. (Idesman et al. 2000).
Ils utilisent la méthode de Galerkin discontinue. Dans les deux approches, le calcul
s’effectue sur tout le domaine espace-temps UaVQX�Z�[�\�] . Ainsi, pour un domaine U de
dimension Ý et un nombre total � de nœuds du maillage espace-temps, la dimension
du problème linéaire à résoudre est ÝáV � , ce qui devient vite grand lorsque ÝØ_ Ñ
ou ÝØ_ $ . Une solution pour diminuer le temps de résolution est d’utiliser le calcul
parallèle. C’est l’option choisie dans (Idesman et al. 2000).

Dans ce paragraphe nous proposons une solution non incrémentale, qui substitue à
la notion de pas de temps, celle de “front espace-temps”. L’idée est de réduire la taille
du problème, par l’emploi d’une résolution frontale originale.

Pour fixer les idées, prenons Ýì_Âî et considérons le maillage non structuré figure
15.
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Figure 15. Fronts espace-temps

Pour calculer les valeurs des nœuds du maillage, on procède par fronts espace-
temps. Cela consiste à calculer les déplacements des nœuds à partir des déplace-
ments des nœuds du front espace-temps précédent. Pour illustrer cette démarche,
nous utilisons le maillage 2D espace-temps figure 15. Sur ce maillage, on peut dis-
tinguer trois fronts espace-temps. Le premier front espace-temps est constitué des
nœuds (8,9,10,11,12,13,14). Leurs déplacements sont calculés à partir de ceux des
nœuds de l’instant ] FXk . Le deuxième front espace-temps est constitué des noeuds
(15,16,17,18,19,20) et le troisième, des nœuds (21,22,23,24). Les déplacements des
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nœuds du front v�� î sont calculés à partir de ceux du front espace-temps v , jusqu’à
l’obtention de tous les déplacements à l’instant final.

L’avantage de cette approche est de diminuer la taille des systèmes linéaires à
résoudre. Le premier système est de dimension 7, le second de dimension 6, etc. Par
contre, dans une approche directe, telle que proposée dans (Hughes et al., 1988), il
faut résoudre un système de dimension 17. Évidemment, sur un exemple aussi petit,
le gain de temps de calcul et de place mémoire n’est pas significatif, mais pour des
applications plus compliquées (3D et 4D espace-temps) le gain est considérable.

Pour illustrer cette méthode de calcul, nous avons traité un problème de remaillage
élémentaire sur le maillage espace-temps non structuré figure 16b.
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Fig a. Maillage espace−temps régulier et stratifié Fig b. Maillage espace−temps non régulier et non stratifié

∆t∆t/2tx691215182120171411854710131619213

∆t/2t∆xt671012151411138941235

Figure 16. Maillage espace-temps

Les résultats numériques obtenus par cette méthode frontale, sur l’exemple du
paragraphe 5.1, d’une barre en vibration, ont été comparés à ceux obtenus avec le
maillage régulier plus fin, figure 16a.

La différence relative maximum entre les valeurs des déplacements pour les deux
simulations (figure 16) est d’environ w-[9î6Z Î ö % (figure 17). Cet exemple tend à mon-
trer que cette technique de remaillage frontale n’entraîne pas de perte de précision.
L’exemple est cependant trop petit pour mettre en évidence le gain de temps de calcul.
Faute d’automatisation de cette méthode frontale, nous ne pourrons pas aller plus loin
dans nos investigations. Toutefois, l’approche apparaît très prometteuse.

5. Simulations numériques

Dans ce paragraphe sont rassemblés des exemples numériques concernant la tech-
nique de remaillage présentée au paragraphe précédent. Le premier exemple traite du
remaillage dans le cas de propagation d’ondes dans une barre. Le second, traite du
remaillage dans le cas du contact avec frottement. Les résultats numériques ont été
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Figure 17. Déplacement des nœuds issus des maillages figure 16 à l’instant 3 ëì^
obtenus par le logiciel “EFET”, développé au Laboratoire de Mécanique et Génie Ci-
vil.

5.1. Propagation d’ondes et remaillage

On considère le problème d’une barre encastrée en son extrémité gauche et admet-
tant un déplacement imposé à ^�_ Z en son extrémité droite. Son module de Young �
est égale à Ñ�î6Z%Z%Z)Z��yxhz , sa section ß à

$ [6îsw�{|{ Ë , sa masse spécifique � à Ñ�[7w ! î6Z Î <�~}^� {�{ et sa longueur ú à î¤Z%Z�{�{ . Le maillage espace-temps est constitué de sim-
plex (figures 18 et 19).

∆t

L∆
L

t

x

Figure 18. Maillage espace-temps régulier

L’idée de cette application est de construire un maillage espace-temps qui suivrait
la propagation de l’onde élastique. Ce maillage non régulier est représenté figure 19.
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Figure 19. Maillage espace-temps non régulier

Le pas de temps � ] est égale à H*�cH�k��@� s. Les déplacements des nœuds à différents
instants sont représentés figure 19. Ils donnent des informations sur la propagation de
l’onde élastique. Notons que la vitesse de remaillage � nL� � ] est de � �cH�k��������'� Q
alors que la vitesse de propagation d’onde � ehf � Z est d’environ � ��HLH�k��@�����[� Q . Ce-
pendant, le remaillage précède l’onde avec une confortable avance, ce qui lui permet
d’atteindre l’extrémité gauche de la barre avant l’onde élastique. La différence relative
maximum, obtenue entre les déplacements des nœuds du maillage régulier (figure 18)
et de ceux du maillage non régulier (figure 19) est d’environ 0,5 %. Ainsi, pour un
maillage contenant 2,5 fois moins de nœuds, la différence est négligeable.
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5.2. Remaillage avec contact et frottement

L’objet de l’exemple numérique suivant est d’illustrer notre technique de remail-
lage sur un problème de contact frottant. On considère une structure carrée, en défor-
mations planes, bloquée sur un de ses côtés et soumise à des conditions de contact,
par un poinçon sur son côté opposé (voir figure 20). Les côtés sont de longueurúQ_y�)ZG{�{ . Le module de Young � est égale à Ñ�î6Z�Z)Z%Z��yxgz , sa masse volumique� à ��[(�¦î¤Z Î õ ��}�� {|{ ö et le coefficient de frottement � à Z�[¤î�� .

Le pas de temps ëì^ est égale à ��[9î6Z Î < s. L’ajout de nœuds sur la zone de contact
est effectué par prédiction de pénétration du poinçon. Le remaillage est effectué à
partir du maillage espace initial, grossier de la figure 21b. Les résultats sont comparés
à ceux obtenus par un maillage espace initial, plus fin (figure 21a), qui prévoit dès le
départ la pénétration du poinçon.

La différence relative maximum en réaction de contact est de seulement 0,1 %
(figure 22). Cet exemple numérique est élémentaire par rapport à ceux présentés dans
le cadre de problèmes industriels (Coupez, 2000), (Lin et al., 1998),.... Toutefois, on
peut trouver des applications numériques plus complexes dans (Adélaïde, 2001) et
(Adélaïde, 2002) ainsi que des compléments sur le traitement du contact frottant que
nous avons développé.
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Figure 21. Maillages espaces
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Figure 22. Erreur relative sur la norme de la réaction avec un pas de temps ëì^ égale
à ��[6î¤Z Î <�� et différentes vitesses de poinçon Ö
6. Conclusion

Nous avons présenté dans cet article une nouvelle méthode d’éléments finis espace-
temps. Il s’agit d’une alternative à la méthode de Galerkin discontinue. Une attention
particulière a été portée à la non-séparation des variables espace et temps. L’étude
a montré qu’avec certaines discrétisations (maillages espace-temps réguliers), la ST-
FEM apparaissait comme une méthode incrémentale de type Newmark.

Une technique de remaillage incrémentale a été développée et illustrée sur des
exemples élémentaires d’élasto-dynamique et de contact avec frottement en HPP.

De plus, une technique “frontale” de remaillage, basée sur des maillages espace-
temps non réguliers, permettant d’adapter le maillage à la fois dans l’espace et dans
le temps, a été proposée. Elle permet de garder des dimensions des systèmes linéaires
du même ordre de grandeur que dans le cas des approches incrémentales, permettant
de gagner de la place mémoire et du temps de calcul. Cette technique apparaît très
prometteuse.

Finalement, notons que nous ne sommes qu’au début d’une étude plus complexe.
Des travaux d’automatisation de la méthode frontale et de généralisation aux grandes
déformations élasto-plastiques sont actuellement en cours.

7. Bibliographie

ADÉLAÏDE L., Méthode des éléments finis espace-temps : adaptation du maillage en cours
d’évolution avec contact, Thèse de doctorat, Université de Montpellier II, 2001.



450 Revue européenne des éléments finis. Volume 12 - n
�

4/2003

ADÉLAÏDE L., JOURDAN F., BOHATIER C., « New results on mesh adaptation in Space-Time
Finite Element Method », ETCE 2002 conference Engineering Technology Conference
on Energy, Structural dynamics and vibration , Experimental and analytical analysis, 4-5
février, 2002, Houston, Référence STRUC-29042.

AUBRY D., LUCAS D., TIE B., « Adaptive strategy for transient/ coupled problems Apli-
cations to thermoelasticity and elastodynamics », Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. ,
vol. 176, 1999, p. 41-50.

BROKKEN D., AL, « Numerical modelling of the metal blanking process », Materials
Processing Technology, vol. 83, 1998, p. 192-199.

BAJER C., « Adaptative mesh in dynamic problem by the space-time approach », Comput.
And Struct. , vol. 33, n � 2 1989, p. 319-325.

BAJER C.„ BOHATIER C., « The soft way method and the velocity formulation », Comput.
And Struct. , vol. 55, n � 6 1993, p. 1015-1025.

BAJER C. , BOHATIER C., « Kinematic approach to dynamic contact problems, the geome-
trical soft way method », Eng. Transactions, Polish Scientific Publishers, vol. 43, n � 1-2,
1995, p. 101-111.

BOISSER P. , AL., « A new approach in non linear mechanics : the LArge Time INcrement
method », Int. J. for Num. Meth. Eng. , vol. 29, 1990, p. 647-663.

CHENOT J-L. , BAY F., « An overview of numerical modelling techniques », Journal of
materials Processing Technology, vol. 80-81, 1998, p. 8-15.

COUPEZ T., « Génération et Adaptation de maillage par optimisation locale », Revue Euro-
péenne des éléments finis, vol. 9, n � 4, 2000, p. 403-423.

DAUTRAY R. , LIONS J-L., « Evolution : numérique, transport », Analyse mathématique et
calcul numérique pour les sciences et les techniques, vol. 9, p. 921-922.

DONEA R., HUERTA A. , SARRATE J., « Arbitrary Lagrangian-Eulerian for fluid-rigid body
interaction », Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., vol. 190, 2001, p. 3171-3188.

FARHAT C. , DEGAND C., « A three-dimensional torsional spring analogy method for un-
structured dynamic meshes », Computers and Structures , vol. 80, 2002, p. 305-316.

FENG Y. T. , PERIC D., « A time-adaptive space-time finite element method for incompres-
sible Lagrangian flows with free surfaces : computational issues », Comput. Methods Appl.
Mech. Engrg. , vol. 190, 2000, p. 499-518.

HUGHES T. J. R. , HULBERT G., « Space-time finite element methods for elastodynamics :
formulations and error estimates », Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. , vol. 66, 1988,
p. 339-363.

IDESMAN A., NIEKAMP R. , STEIN E., « Continuous and discontinuous Galerkin methods
with finite elements in space and time for parallel computing of viscoelastic deformation »,
Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. , vol. 190, 2000, p. 1049-1063.

JOURDAN F. , BUSSY P., « Large time increment method in dynamic regularization : sheet
cutting simulations », Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. , vol. 190, 2000, p. 1245-
1259.

KACZKOWSKI L., « The method of space time elements in dynamics of structures », Journal
of Technical Physics, vol. 16, n � 1, 1975, p. 69-84.

KACZKOWSKI L., LANGER J., « Synthesis of the space-time finite element method », Arch.
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Annexe

Calcul des matrices élémentaires par une approche en déplacements

Considérons le maillage espace-temps (figure 23).

t

t

x

1 2

3 4

L

I

II

∆

Figure 23. Maillage constitué de 2 simplex

Les fonctions d’interpolation sur l’élément � sont décrites de la sorte :

����� a � ]0� FI� � Q � a � ]0� � � K � a � ]0� � � � � a � ]0�¡  F S H U ]� ] � an � ]� ] U an i
A partir de ces fonctions d’interpolation, on décrit le champ des déplacements qui

est :

B � a � ]0� F �¢� J � F£� � Q � � K � � �  �¤¥ B
Q
B MB �
¦§
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Le champ des déplacements virtuels est donné par :e � ���A[1^��s_ � & g �&
où g�& et gÐ�& sont les vecteurs déplacements nodaux réels et virtuels sur l’élément)

.
On pose :

�¨& _ ï � l l 3@© â	ª � &ª ^ ä È ª � &ª ^ ÝÄ��Ýw^
_ ï � l l 3 © ÿ� ï

�« ÛZ �« Û �� � ï îëì^ [�Z�[ îëì^ � Ý���Ý°^
_ ï � úÑ*" ÿ� î Z ï�îZ Z Zïèî Z î �� [

� & _ ��ß l l 3c© â ª � &ª � ä È ª � &ª � Ý���Ý°^
_ ��ß l l 3c© ÿ� Z �6ï �6 �� � Z�[ îú [æï îú � Ý���Ý°^_ ��ßsëì^Ñ%ú ÿ� Z Z ZZ î ï�îZ ï�î î �� [

où �¨& et
� & sont respectivement les matrices relatives aux termes d’inertie et aux

efforts intérieurs sur l’élément
)
.

Les fonctions d’interpolation sur l’élément
)*)

sont :

� &(& ���A[1^��s_ X � � ���A[E^��k[ � Ë ���A[E^��k[ � ö ���A[E^��0]-_ � î�ï �ú [ �ú ï ^ëì^ [ ^ëì^ �
Ainsi, on note :

� &(& _ ï � l l 3c©j© â ª � &(&ª ^ ä È ª � &0&ª ^ Ý���Ý°^
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_ ï � l l 3c©j© ÿ� Zï �« Û�« Û �� � Z�[æï îëì^ [ îëì^ � Ý���Ý°^¤[
� &0& _ ��ß l l 3 ©j© â ª � &(&ª � ä È ª � &(&ª � ÝÄ��Ýw^

_ ��ß l l 3c©j© ÿ� ï
�6�6 Z �� � ï îú [ îú [}Z � Ý���Ý°^¤[

Soient� &(& _¥ï � úÑ*" ÿ� Z Z ZZ î ïèîZ ïèî î ��¬ ^ � &(& _ ��ßsëì^Ñ%ú ÿ� î ï�î Zï�î î ZZ Z Z ��
où �¨&(& et

� &(& sont respectivement les matrices relatives aux termes d’inertie et
aux efforts intérieurs sur l’élément

)*)
.

Après assemblage, nous obtenons :

� _a�¨&`�x�¨&(&Ð_ ï � úÑ�" ÿ��� î Z ïèî ZZ î Z ïèîï�î Z î ZZ ï�î Z î
� ���

� _ � & � � &(& _ ��ßsëì^Ñ)ú ÿ��� î ï�î Z Zï�î î Z ZZ Z î ï�îZ Z ï�î î
�����

� � � _ ÿ��� ï � 6
Ë(. � 3%4 « ÛË 6 ï 3%4 « ÛË 6 � 6Ë(. Zï 3%4 « ÛË 6 ï � 6Ë(. � 3#4 « ÛË 6 Z � 6Ë(.� 6Ë(. Z ï � 6Ë0. � 3#4 « ÛË 6 ï 3#4 « ÛË 6Z � 6Ë(. ï 3%4 « ÛË 6 ï � 6Ë0. � 3#4 « ÛË 6

�����
Dans le cas, où le maillage est choisi comme sur la figure 24, on obtient les ma-

trices et les seconds membres élémentaires suivants :

�¨&d_ ï � úÑ�" ÿ� î Z ï�îZ Z Zï�î Z î ��®¬ ^ � &d_ ��ßsëì^Ñ)ú ÿ� î ï�î Zï�î î ZZ Z Z �� Å
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Figure 24. Maillage constitué de 2 simplex

où ¯ � et ° � sont respectivement les matrices relatives aux termes d’inertie et aux
efforts intérieurs sur l’élément � .

¯ �0� F U Z n±�² ¤¥ H U H³kU H H kk k k
¦§®´ ] ° �(� F ehf � ]± n ¤¥ k k kk H U Hk U H H

¦§ �
où ¯ �(� et ° �(� sont respectivement les matrices relatives aux termes d’inertie et

aux efforts intérieurs sur l’élément �*� .
Après assemblage, nous obtenons :

¯ F ¯ � b ¯ �(� F U Z n±�² ¤µµ¥ H k U H kk H k U HU H k H kk U H k H
¦�¶¶§

° F ° � b ° �(� F ehf � ]± n ¤µµ¥ H U H k kU H H k kk k H U Hk k U H H
¦ ¶¶§

¯ b ° F ¤µµ¥
U Zh·K(¸ bI¹%º�»R¼K · U ¹%º�»R¼K · Zg·K(¸ kU ¹%º�»R¼K · U Z ·K(¸ b ¹#º�»�¼K · k Z ·K(¸Z ·K(¸ k U Z ·K0¸ b ¹#º�»�¼K · U ¹#º�»�¼K ·k Z ·K(¸ U ¹%º�»R¼K · U Z ·K0¸ b ¹#º�»�¼K ·

¦ ¶¶§
REMARQUE. — Quelle que soit la topologie, on obtient la même matrice totale .Par
conséquent, les matrices � ½ O�¾   sont les mêmes lorsque le maillage est régulier et stra-
tifié.
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Calcul des matrices et des seconds membres élémentaires par une approche en
vitesses

Considérons le maillage espace-temps de la figure 23.

Sur l’élément I, le champ des vitesses vérifie :

Ö��0�R[E^���_ � &%×�&Ð_ X � � [ � Ë [ � ö ] ÿ� Ö
�Ö ÷Ö ö ��

Le champ des vitesses virtuelles est donné par :Ö � �0�R[E^��s_ � &�× �&
où × & et ×��& sont les vecteurs vitesses nodales réelles et virtuelles sur l’élément

)
.

On pose :

� & _ � l 6Ã l « Û¿�
���À�Á� � � & � È ª � &ª ^ Ý��7Ý°^
_ � l 6Ã l « Û¿�
���À�Á� ÿ� î�ï Û« ÛÂ6Û« Û ï Â6 �� � ï îëì^ [}Z�[ îëì^ � ÝÄ��Ýw^
_ � ú ! ÿ� ï�î Z îï�î Z îï�î Z î �� [

Sachant que la déformation vérifie Ú����A[1^��s_cÚ�Ãb�ÄÃ ÛÃ Å ÞÅ Â Ý�Ü , on note

� & _ �ìß l 6Ã l « Û¿�
���À�Á� â ª � &ª � ä È ªª � � lWÛÃ � & Ý°^ � Ý��-Ý°^_ �ìß l 6Ã l « Û¿�
���À�Á� ÿ� Z �6ï �6 �� � Z�[ ^ú [æï ^ú � Ý���Ý°^_ �ìßÉëì^ Ë$ ú ÿ� Z Z ZZ î ï�îZ ï�î î �� [
et
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��Ã & _ ï��ìß l 6Ã l « Û¿�
���ÀÆÁ� â ª � &ª � ä È ÚMÃAÝÄ��Ýw^_ ï��ìß l 6Ã l « Û¿�
���ÀÆÁ� ÿ� Z �6ï �6 �� ÚMÃAÝ���Ý°^_ ï ��ßsëì^Ñ ÚwÃ ÿ� Z îï�î �� Å
où � & et

� & sont respectivement les matrices relatives aux termes d’inertie et aux
efforts intérieurs et � Ã & le vecteur second membre relatif aux « déformations
initiales » pour l’élément

)
.

De la même façon, on obtient, pour l’élément II :�¨&(& _ � l 6Ã l ¿�
���ÀÆÁ�Ã � � &0&%�±È ª � &(&ª ^ Ý��-Ý°^
_ � l 6Ã l ¿�
���ÀÆÁ�Ã ÿ� î�ï Â6Â6 ï Û« ÛÛ« Û �� � Z�[æï îëì^ [ îëì^ � ÝÄ��Ýw^¤[

� &(& _ ��ß l 6Ã l ¿�
���À�Á�Ã âLª � &(&ª � ä È ªª � � l;ÛÃ � &0&�Ý°^ � Ý���Ý°^_ ��ß l 6Ã l ¿�
���À�Á�Ã ÿ� ï
�6�6 Z �� � ï ^ú [ ^ú [�Z � Ý��7Ý°^{[

��Ã &(& _ ïØ��ß l 6Ã l ¿ 
���À�Á�Ã â	ª � &(&ª � ä È ÚwÃRÝ���Ý°^_ ï�Ç Ë l 6Ã l ¿ 
���ÀÆÁ�Ã ÿ� ï
�6�6 Z �� Ú Ã Ý���Ý°^{Å

Soient�¨&(&Ð_ � ú ! ÿ� Z ïèî îZ ïèî îZ ïèî î �� [ � &0&�_ �ìßÉëì^ Ë! ú ÿ� î ïèî Zï�î î ZZ Z Z ��¬ ^
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� Ã &(& _aï ��ßsëì^Ñ Ú Ã ÿ� ïèîîZ �� [
où �¨&(& et

� &(& sont respectivement les matrices relatives aux termes d’inertie et
aux efforts intérieurs et �ÐÃ &(& est le vecteur second membre relatif aux déformations
initiales pour l’élément

)�)
.

Après assemblage, nous obtenons :

� _a� & �x� &(& _ � ú ! ÿ��� ï�î ï�î î îZ ï�î Z îï�î Z î Zï�î ï�î î î
�����

� _ � &`� � &(&Ð_ �ìßÉëì^ Ëú ÿ���
�õ ï �õ Z Zï �õ �õ Z ZZ Z �ö ï �öZ Z ï �ö �ö

�����
�IÃ¦_Ê��Ã & �;��Ã &0& _ ï ��ßsëì^{úÑ ÚwÃ ÿ��� ïèîîïèîî

� ��� _ �ìßÉëì^kúÑ ÚwÃ ÿ��� îï�îîï�î
� ���

ßQ_a�Â� � _ ÿ���� ï �
6 õ � 3#4 « Û õ 6 ï � 6 õ ï 3#4 « Û õ 6 � 6 õ � 6 õï 3%4 « Û õ 6 ï � 6 õ � 3#4 « Û õ 6 Z � 6 õï � 6 õ Z � 6 õ � 3#4 « Û ö 6 ï 3%4 « Û ö 6ï � 6 õ ï � 6 õ � 6 õ ï 3#4 « Û ö 6 � 6 õ � 3#4 « Û ö 6

������
Considérons maintenant le maillage de la figure 24. Dans ce cas, on obtient les

matrices et les seconds membres élémentaires suivants :

� & _ � ú ! ÿ� ïèî Z îïèî Z îïèî Z î �� [ � & _ ��ßsëì^ Ë! ú ÿ� î ï�î Zïèî î ZZ Z Z �� [
��Ã & _ ï �ìßÉëì^Ñ ÚMÃ ÿ� ï�îîZ �� Å
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� &(& _ � ú ! ÿ� ïèî î Zïèî î Zïèî î Z �� [ � &(& _ ��ßsëì^ Ë$ ú ÿ� Z Z ZZ î ïèîZ ïèî î �� [
� Ã &(& _aï ��ßsëì^{úÑ Ú Ã ÿ� Z îï�î �� Å

Après assemblage, nous obtenons :

� _a� & �x� &(& _ � ú ! ÿ��� ï�î Z î Zï�î ï�î î îï�î ï�î î îZ ï�î Z î
�����

� _ � &`� � &(&Ð_ �ìßÉëì^ Ëú ÿ���
�õ ï �õ Z Zï �õ �õ Z ZZ Z �ö ï �öZ Z ï �ö �ö

�����
� Ã _Ê� Ã & �;� Ã &0& _ ï ��ßsëì^{úÑ Ú Ã ÿ��� ïèîîïèîî

����� _ �ìßÉëì^kúÑ Ú Ã ÿ��� îï�îîï�î
�����

ßQ_a�Â� � _ ÿ���� ï �
6 õ � 3#4 « Û õ 6 ï 3#4 « Û õ 6 � 6 õ Zï � 6 õ ï 3#4 « Û õ 6 ï � 6 õ � 3#4 « Û õ 6 � 6 õ � 6 õï � 6 õ ï � 6 õ � 6 õ � 3#4 « Û ö 6 � 6 õ ï 3#4 « Û ö 6Z ï � 6 õ ï 3%4 « Û ö 6 � 6 õ � 3#4 « Û ö 6

������
Contrairement à l’approche en déplacements, cette matrice totale ß est différente

de la précédente. Ce qui prouve que dans l’approche en vitesses, la topologie du
maillage a une influence sur la matrice totale.


