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RESUME. La méthode des ééments naturels (MEN) est une nouvelle méthode dite « sans
maillage» basée sur I'interpolant sibsonien pour résoudre des équations aux dérivées
partielles. La méthode construit une interpolation strictement nodale ce qui simplifie
I"application des conditions aux limites. Cependant des difficultés apparaissent pour des
domaines non convexes: la linéarité n'est plus assurée sur les bords et des influences non
désirées peuvent apparaitre entre noaids présents sur des frontieres trés proches I'une de
I"autre dans des cas fortement concaves comme les fissures. Les solutions envisagées jusqu’a
présent ne permettent pas de traiter ce type de cas. Nous proposons une démarche ou les
fonctions de forme sont calculées en se basant sur un diagramme de Voronoi modifié, dit
«contraint », permettant de traiter des problemes de géométrie quelconque tout en
garantissant les propriétés de la méthode des é éments naturels.

ABSTRACT. The natural elements method (NEM) is a new technique considered as a “ meshless
method” based on Sibson co-ordinates for the solution of partial differential equations. The
NE shape functions are strictly interpolant which makes easy the imposition of essential
boundary conditions. However, issues occur over non-convex boundaries : interpolant is not
stricly linear over the whole boundary and interaction between nodes over close boundaries,
like cracks, can also occur. Solutions proposed so far fail in cases like these. We propose a
methodology to compute the shape functions by mean of a modified constrained Voronoi
diagram. Respect of all main properties of the natural elements methods by this way without
regard on the gometry of the domain is discussed.

MOTSCLES: méthode des éléments C-naturels, domaines non convexes, diagramme de
Voronoi contraint, critere de visibilité, conditions aux limites.
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1. Introduction

Les méthodes sans maillage (meshless ou mesh-free methods) ont été introduites
récemment et suscitent un intérét grandissant. Elles constituent une nouvelle
approche permettant d’ offrir une aternative a la méthode des éléments finis ou a
celle des volumes finis. Les approches sans maillages évitent en particulier les
fréguents et déicats remaillages en cours de simulation pour la résolution de
problémestels que ceux rencontrés en transformations finies et plus spécialement, en
présence de propagation de fissures ou de phénoménes présentant des interfaces
mobiles. Le principal attrait de ces méthodes est de construire une fonction
d’ approximation basée uniquement sur une description nodale du domaine. Une
structure de maillage sous-jacente d’ éléments n’est donc plus nécessaire. Il est ainsi
possible de résoudre un grand nombre de problémes sans remaillage, pour des cas ou
I’ application de la méthode des éléments finis (MEF) se révélait déicate. En effet,
dans ces méthodes, la qualité de I'approximation n'est pas liée a un critére
géométrique sur les éléments tel que le critére d’ angle minimal dans la MEF. De ce
fait, I’ adaptativité devient aisée, puisgu’il suffit de rgjouter des noauds dans certaines
zones suivant un critére sans effectuer de remaillage.

Plusieurs méthodes utilisant ce principe ont été développées. Nous citons de
maniére non exhaustive les méthodes suivantes : Smoothed Particle Hydrodynamics
(Gingold, 1977), The Diffuse Elements Method (Nayrolles et al., 1992), Element-
Free Galerkin (Belytschko, Lu et Gu (1994)), Reproductive Kernel Particle Method,
(Liu, Jun et Zhang (1995)), hp-clouds (Duarte et Oden (1996)), Partition of Unity
Method (Melenk et Babuska (1996)) et la Méthode des Eléments Naturels (NEM)
(Sukumar, Moran et Belytschko (1998)). La Méthode des Eléments Naturels posséde
la particularité unique, parmi toutes les méthodes citées, de construire une fonction
d’interpolation nodale. Les fonctions de forme sont des interpolants de Sibson
(Sibson, 1980) qui permettent de garantir par construction : I’interpolation nodale, la
propriété de partition de I'unité et la consistance linéaire. Les interpolants utilisés
dans les autres méthodes de type moindres carrés mobiles (MLS) ou reproductive
kernel (RK) nécessitent, quant a elles, des calculs supplémentaires colteux pour
satisfaire ces propriétés. La vérification de ces dernieres permet d’'imposer les
conditions aux limites de fagcon exacte sans traitement particulier. La méthode
possede cependant, dans sa version initiale (Braun et Sambridge, 1995),
I"inconvénient de ne conserver ses propriétés que sur les domaines convexes. En
effet, I'interpolant sibsonien se base sur la construction du diagramme de Voronoi
d’un ensemble de ncauds, cet ensemble définissant toujours un domaine convexe.
Lorsgue le domaine est faiblement non convexe, il est facile d'introduire des
variantes de la méthode originelle (Braun et Sambridge, 1995), pour lever cette
difficulté. Ces approches se révélent cependant toutes insuffisantes dans les cas
fortement non convexes comme les fissures ou les problémes d’ autocontact.

Nous proposons dans cet article une nouvelle méthode, baptisée méthode des
éléments naturels contraints ou méthode des ééments C-naturels (C-NEM en
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anglais), adaptée aux géométries quelconques. La particularité de I’ approche est de
calculer les fonctions de forme, ou interpolants sibsoniens, sur la base d'un
diagramme de Voronoi modifié, appelé diagramme de Voronoi contraint. Ce
diagramme est une construction géométrique applicable & un domaine de géométrie
quelconque, & condition de connaitre une description de sa frontiére. Sa construction
revient aintroduire un critére dit de visibilité (Organ et al., 1996) dans I’ algorithme
de construction du diagramme de Voronoi proposé a |’ origine par Bowyer (Bowyer,
1981). Ce diagramme sert alors de structure de donnée unique et fixe pour calculer
les fonctions de forme en tout point du domaine. La construction permet, en
particulier, d’ appliquer les méthodes d’ intégration récemment introduites et adaptées
acetype de représentation (Chen et al.).

Dans la section 2 nous revenons sur la définition de I’interpolation naturelle, sur
la maniére dont elle est liée au diagramme de Voronoi et sur ses propriétés
principales. La section 3 est un exposé des différents problémes qui interviennent sur
les domaines non convexes. Notre approche est présentée dans la section 5, aprés
avoir effectué, dans la section 4, une étude des solutions actuellement proposées
pour traiter les domaines non convexes. Des illustrations numériques, données en fin
de section 5, confirment la vérification du maintien des propriétés de I'interpolation
au voisinage d’ une forte concavité (la pointe d' une fissure).

2. Rappelssur I'interpolant sibsonien

Dans cette section, nous rappelons briévement |la construction des interpolants
sibsoniens ainsi que leurs propriétés principales. Des détails sur ces descriptions
peuvent étre trouvés dans (Sukumar et al., 1998). Nous montrons ensuite les
problémes induits par le caractére convexe de la construction de ces interpolants.

2.1. Construction

Le diagramme de Voronoi (ou de Dirichlet) est une construction géométrique
unique réalisée a partir d'un ensemble de noauds distincts dans un espace euclidien
de dimension quelconque EX. Pour des raisons évidentes de pratique, seuls des cas
tels que K < 3 sont ici considérés. Soit un ensemble Ny,..., Ny de noauds distincts

dans EX, on peut définir des zones T| telles que :
Ti={x€ EX:dx,np)<d(x,np), VI =1}

ou d est une distance euclidienne et T est la cellule de V oronoi associée au noaud n;.
Elle est I'intersection de plusieurs demi-espaces, chacun limités par un plan
médiateur d’un segment n, n;. De ce fait, les cellules sont convexes et polyédriques
s lencaud est al’intérieur du domaine convexe formé par I’ ensemble des ncauds, ou
ouverte si le noaud est sur lafrontiére I' de ce domaine, comme le montre la figurel.
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Figure 1. Diagramme de Voronoi d’ un ensemble de ncauds du plan

La cellule de Voronoi T, est une région de I’espace telle que tout point x a
I"intérieur de cette cellule est plus proche du noaud n, que de n'importe quel autre
noaud n;. Deux nceuds partageant une face de leurs cellules de VVoronoi respectives
sont appelés voisins naturels.

Pour construire les interpolants sibsoniens, il est nécessaire d'introduire les
cellules de Voronoi du second ordre. On peut définir une cellule du second ordre T;
delafacon suivante :

Ty={x€ EX:d(x,n) <d(x,np) <dx,ng), VK # I, VK # T}

Un point quelconque se trouvant dans Ty; a comme voisin le plus proche ny et
comme second voisin le plus proche nj . Introduisons un point x en lequel on désire
calculer les fonctions de forme naturelles. Sur la figure 2, la cellule délimitée par le
contour abcde est la cellule du second ordre associée au point x et au nceud ny.

Figure 2. Construction des inter polants sibsoniens
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Définissons k (x) une mesure de Lebesgue (longueur, aire et volume en 1D, 2D

et 3D respectivement). Soit k', |a mesure de Lebesgue de la cellule T, et K, la
mesure de Lebesgue de la cellule Ty, L’interpolant sibsonien calculé au point x
associé au voisin n; est le rapport entre la mesure de Lebesgue x , de la cellule de
Voronoi du premier ordre associée a x et la mesure de Lebesgue x ,, de la cellule
du second ordre associée a x et n;.

Kxi
K

o, (x)=

X

Si ’on considere le cas bidimensionnel de la figure 2, la fonction de forme
associée au nceud ny calculée en x est donnée par :

_ Aire(abcde)
o (x) = Aire(afghe)

Le schéma d'interpolation pour un champ u & valeurs dans un espace R
quelconque, U(X): Qe EX — R*, et delaforme:

u" (x) =Y ¢ (Nu,
1=1

Ou uyg est la valeur nodale du champ u en ny et ¢, (x) la fonction de forme

associée a ce méme nceud. On peut définir le domaine d’influence d’une fonction de
forme associée a un nceud de la maniere suivante : il s’agit de ['union des cercles
(spheres en 3D) vides circonscrits 2 des triangles (tétra¢dres en 3D) dont un des
sommets est ny, comme représentée sur la figure 3.

Figure 3. Support de la fonction de forme associée au noaud n,
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2.2. Propriétés

Nous présentons ici brievement les propriétés fondamentales des fonctions de
forme de la méthode des éléments naturels.

2.2.1. Interpolation nodale
Cette propriété peut étre exprimée par :

0 (x3)=06,

qui impligue que comme dans la méhode des ééments finis, une fonction
@, (x) vaut 1 au noaud n; et zéro en tout noaud ny tel que I#]. Cela entraine que
I’interpolation construite passe par les valeurs nodales et permet I’ application directe
des conditions aux limites de Dirichlet pour les noauds concernés. Cette propriété
que I'on peut trouver dans la littérature sous le nom de propriété du delta de
Kronecker, fait défaut dans certaines autres méthodes meshless (SPH, la méthode
des moindres carrés mobiles...). De ce fait, imposer les conditions aux limites
demande des efforts de calculs supplémentaires. Plusieurs méthodes ont été
proposées dans ce but : citons pour information la méthode du multiplicateur de
Lagrange (Belytschko et al., 1994), une méthode de pénalité (Zhu et al., 1998), la
méthode de transformation (Chen et al., 1996), |’ approche basée sur le principe de
D’Alembert (Glnther et al., 1997), I'introduction de fonction poids singuliere
(Kaljevic et al., 1997) et la méthode boundary singular kernel (Chen et al., 1998).
Nous évoqguons plus loin une approche couplant méthodes meshless et éléments finis
(Sukumar et al., 2001).

2.2.2. Partition de I’ unité

Les interpolants sibsonien, qui sont les fonctions de forme utilisées par la
méthode des éléments naturels, possédent la propriété suivante :

2¢' (x)=1 V Xe Q)
1=1

Cette propriété peut étre assimilée a une consistance linéaire d’ordre zéro ce qui
signifie que l'interpolant construit reproduit de maniere exacte les fonctions
constantes.

2.2.3. Consistance linéaire

Toute interpolation permettant de reproduire exactement une fonction variant
linéairement vis-avis des variables despace posséde la propriété appelée
consistance linéaire. Sibson (Sibson, 1980) a montré que I'interpolant sibsonien
vérifie cette propriété. Celle-ci peut s écrire de lafagon suivante :
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x=2¢I (X)x, V xeQ
1=1

De nombreuses méthodes sans maillage (SPH...) ne véifient pas, sans
introduction de traitements spécifiques, la consistance linéaire. |l est a noter que la
méthode proposée étant de type partition de I’ unité, il est possible d enrichir la base
d’ approximation pour obtenir une consistance plus que linéaire, voire sur une autre
base de fonctions que les polyndémes.

2.2.4. Linéarité stricte de I’ approximation sur les bords

Sur la frontiere d'un domaine convexe, les fonctions de forme sont strictement
linéaires entre deux noauds voisins. La fonction d approximation étant une
combinaison linéaire des fonctions de forme, celle-ci est également linéaire sur la
frontiére de ce domaine. La démonstration peut étre trouvée dans (Sukumar, 1998).

3. Problématique associée aux domaines non convexes

La méthode des éléments naturels offre donc des propriétés séduisantes, tant que
les domaines sont convexes. Maheureusement, en calcul des structures, les
domaines étudiés présentent le plus souvent des géométries non convexes. Nous
présentons dans cette section les problémes intervenant pour le cas des géométries
non CONVexes.

3.1. Non-linéarité de |’ approximation sur les bords non convexes

La propriété énoncée en 2.2.4. est due au fait que sur les domaines de géométrie
convexe, les cellules de Voronoi associées aux noauds de la frontiére ont, dans le cas
2D, des airesinfinies (en 3D des volumes infinis) comme on peut le voir sur lafigure
4. Les fonctions de forme étant calculées comme des rapports d'aires (Sukumar,
1998), la contribution des noauds intérieurs, qui elle est finie, devient négligeable
devant celle des noauds sur la frontiére. Pour un domaine non convexe, il est aisé de
vérifier, comme le montre la figure 4, que les cellules de Voronoi associées aux
nceuds le long de la frontiére ou le domaine n' est pas convexe, I'y sur lafigure 4, ont
des aires finies. La démonstration faite pour les cas convexes reste vérifiée pour T' =
I, ull; U, maisest fausse pour I, : pour un point x localisé sur I';, il existe des

contributions non nulles de la pat de noauds internes. La fonction
d’interpolationu h (x) n"est donc pas linéaire entre 2 nceuds adjacents de T';.
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Figure 4. Domaine non convexe. L'approximation u"(x) est linéaire sur
I'=T, U I3y, mais pas sur I'; (Sukumar, 1998)

3.2. Chevauchement du support des fonctions de forme au travers des fissures

Dans les cas fortement non convexes tels que les fissures, des influences parasites
peuvent intervenir de maniére tres importante et introduire des erreurs qui sont du
méme ordre de grandeur que la solution recherchée. En effet, tout point al’intérieur
du domaine d'influence d’'un noaud comme décrit sur la figure 3 subit I’influence de
celui-ci. Ains un point x (voir figure 5) peut se trouver dans le domaine d'influence
d’un noaud situé de I'autre coté de la fissure. Ces problémes n’ existent pas dans la
méthode des ééments finis, car un nocaud ne subit I'influence que des nceuds
auxquels il est connecté, il ne peut donc subir I'influence de nceuds situés de I’ autre
coté d'une fissure. Ces défauts sont présentés en détail dans (Sukumar et al., 2001 et
Cueto et al., 2000).

Figure 5. Modélisation d’ une fissure (Sukumar, 1998)
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3.3. Domaines d'intégration

Dans les méthodes dites de Galerkin I'intégration numérique est habituellement
utilisée pour évaluer les intégrales de la formulation variationnelle dite faible. Dans
la méthode des éléments finis, la méthode de Gauss est appliquée sur chague
élément. Dans ce cas, le support des fonctions de forme coincide avec le domaine
utilisé pour I'intégration. Deux difficultés apparaissent dans le cadre des méthodes
meshless: premiérement, les fonctions de forme sont généralement rationnelles
(probléme également rencontré pour de nombreux é@éments finis), la méhode de
Gauss se révéle alors non optimale. Deuxiémement, on ne peut définir les domaines
d'intégration comme dans la MEF, puisgu’'il n'y a pas de maillage. Dolbow et
Belytscko ont montré (Dolbow et al., 1998) que s le domaine d'intégration était
choisi sans lien avec le support des fonctions de forme, des erreurs considérables
pouvaient ére commises. |l ne faut donc pas utiliser la triangulation de Delaunay
comme base de I'intégration. (Chen et al., 2001) montrent que I’ intégration doit étre
effectuée pour chaque noeud sur un domaine représentatif entourant le nocaud. La
cellule de Voronoi est & ce titre un bon choix de domaine représentatif. Pour tenir
compte des limites du domaine matériel, le domaine d'intégration est défini comme
I"intersection de la cellule de Voronai et de la frontiére du domaine (voir figure 6) .

Figure 6. Diagramme de Voronoi et domaines d’intégration

Une difficulté survient dans les cas fortement non convexes, comme le voisinage
d’une fissure, lorsque le diagramme de Voronoi est construit sans tenir compte de la
frontiére. La simple intersection des cellules avec la frontiére ne définit plus alors,
comme I'illustre la figure 7, des volumes élémentaires recouvrant |I’ensemble du
domaine étudié. La méthode que nous proposons dans la section 5.2. permet de
résoudre cette difficulté de maniére smple.
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Figure 7. Exemple de non-recouvrement du domaine pour une construction des
domaines d'intégration basée sur I'intersection directe du diagramme de Voronoi
avec lafrontiére

4. Traitement des domaines hon convexes : approches actuelles

Dans ce paragraphe nous ne traitons pas de I’ approche consistant & décomposer
le domaine non convexe en sous-domaines convexes car cette approche n'est
applicable que sur des domaines possédant une ou plusieurs symétries (Sukumar et
al., 1998).

4.1. Interpolants non sibsoniens et couplages EF-EN

(Sukumar et al., 2001) proposent d'utiliser des interpolants différents, non
sibsoniens, basés sur des rapports de longueurs plutt que sur des rapports d'aires.
Les propriétés de cet interpolant induisent la linéarité des fonctions de forme sur la
frontiere que le domaine soit convexe ou non. Ce type d'interpolant a cependant
I’inconvénient de présenter une dérivée discontinue sur les cercles de Delaunay. De
plus, cet interpolant n’empéche pas les influences non désirées au travers de fissures,
c'est-&-dire pour les cas fortement non convexes.

Les mémes auteurs proposent une seconde approche pour garantir la linéarité sur
lafrontiére afin de permettre une vérification aisée des conditions aux limites. Cette
approche consiste a placer une couche d'@éments finis sur les bords. En
transformations finies il est alors nécessaire d'introduire un critére géométrique sur
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la déformation des éléments, et donc aussi des procédures de remaillage, ce qui est
en contradiction avec les raisons qui poussent a utiliser une méthode sans maillage.

4.2. Lesformesalpha

(Cueto et al., 2000) adoptent un point de vue tout a fait original et proposent de
ne pas changer I'interpolation mais de restreindre les voisins naturels intervenant
dans le calcul de I'approximation. En effet, la liste des voisins naturels d’un noaud
définit de fagon immédiate la zone d’influence de la fonction de forme associée a ce
noaud. Or, pour les domaines fortement non convexes, les difficultés proviennent
justement du fait de I’ é&endue indésirable de certains domaines d'influence.

Dans cette optique, la proposition est la suivante : éliminer de laliste des voisins
naturels tous les nceuds qui appartiennent & un tétragdre dont le rayon de la sphére
circonscrite dépasse une certaine valeur fixée a.. Cette méthode permet effectivement
de garantir la linéarité le long du bord d'un domaine non convexe et évite les
influences de noauds non désirées.

Figure 8. Restriction des voisins naturels par la méthode des formes alpha. Défaut
de la méthode pour les cas fortement non convexes

Cueto et ses collaborateurs proposent deux conditions permettant de définir la
valeur o maximale : une condition basée sur la distance entre les bords d’' une fissure
et leur axe médian (Cueto et al., 2001) ainsi qu’ une condition basée sur le rayon de
courbure local de la frontiere. La distance entre deux noauds consecutifs sur le bord
doit étre inférieure aux deux parametres cités. La densité nodale sur le bord leur est
inversement proportionnelle. L’ application de ces conditions puis la suppression des
voisins suivant la méthode des formes o garantissent, sur la frontiére, la linéarité de
I’interpolation. Cependant, lorsque la distance entre deux surfaces tend vers zé&o
(autocontact) ou lorsqu’ une surface présente un angle vif ou une pointe de fissure et
que le rayon de courbure local s'annule, la vérification des conditions précédentes
devient impossible, 1a densité local e théorique devant alors étre infinie.
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4.3. Lecritérede visibilité (Organ et al., 1996)

Les approches tentant de réaliser une interpolation naturelle a partir de la seule
description nodale se sont révélées infructueuses dans le cas de domaines trop
fortement non convexes. L’introduction de la connaissance de la frontiére en plus du
nuage de points semble nécessaire.

Plusieurs démarches visant & modifier le support des fonctions de forme, gréce a
la prise en compte de la description de la frontiére, ont été développées pour des
méthodes sans maillage, voir par exemple les approches Element Free Galerkin
(EFG) ou Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH). Ces démarches sont basées sur
I’ utilisation de criteres de visibilité visant a limiter, en un point donné, le nombre de
noauds influents (ou encore noeuds visibles). La liste des nceuds influents en un point
éant fonction de I'approche sans maillage utilisée, il est nécessaire d adapter le
traitement en fonction de I’ approche concernée.

Kryd et Belytschko ont proposé une fagon de définir le domaine d'influence a
proximité de fissures et autres domaines non convexes dans le cadre de la méthode
EFG. Ce critere est décrit en détails dans (Organ et al., 1996) et testé dans la
simulation de propagation de fissures (Fleming et al., 1997), (Belytschko et al.,
1997). Dans |’approche de Krys et Belytschko, un point x est dans le domaine
d’influence d'un noaud n, s'il remplit deux conditions. Premiérement, il doit étre
contenu dans la zone géométrique définissant le domaine d’influence d'un noeud en
général (par exemple un cercle de rayon donné dans le cas des interpolants de type
moindres carrés mobiles). Deuxiémement, le nceud n, doit étre visible pour un
observateur placé sur le point x en considérant |es frontieres opaques.

Support delafonctiol
deforme associée au
noaud n,

Figure 9. Support de fonction de forme de type moindres carrées mobiles a
proximité d’une fissure modifié par le critére de visibilitt — Fonction de forme
associée au noaud n; (Belytschko et al., 1996)
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Cette approche introduit deux types de discontinuités dans les fonctions de
forme : une discontinuité attendue en AC (figure 9), qui correspond a la fissure et
une discontinuité numérique en AB. Cette discontinuité génére des erreurs (Organ et
al., 1996). D’ autres critéres ont alors été éaborés pour supprimer cette discontinuité
numérique : les critéres de diffraction et de transparence (Organ et al., 1996).

5. Méthode des éléments naturels contraints ou méthode des éléments C-
naturels (C-NEM)

Nous proposons dans cette section une modification de la méthode des éléments
naturels permettant de réaliser une interpolation sur des domaines non convexes ou
quelconques et évitant tous les problémes énoncés dans la section 3. Nous
introduisons la notion de diagramme de Voronoi contraint qui servira de support au
calcul des fonctions de forme. La construction du diagramme de Voronoi contraint
nécessite |'application d’'un critére de visibilité analogue a celui présenté dans le
paragraphe précédent.

5.1. Diagramme de Voronoi contraint

Pour construire le diagramme de Voronoi contraint nous introduisons le critéere
de visibilité défini dans la section 5.1.2 ci-dessous. Le terme diagramme de V oronoi
borné ou contraint peut étre trouvé dans (Klein, 1996). Le terme contraint a été
chois par analogie avec la triangulation de Delaunay contrainte (Borgers), car
comme nous le verrons, le diagramme de Voronoi contraint est le dua de la
triangulation de Delaunay contrainte. C'est ce terme que nous choisirons par la suite.
La plupart des définitions données dans les références citées sont restreintes au cas
2D et utilisent pour décrire la frontiére la notion de Planar Sraight Graph qui se
référe a un ensemble de nocauds et de segments définissant le contour fermé d’'un
polygone. La définition du diagramme de Voronoi contraint que nous proposons est
par contre valable pour une dimension K < 3.

5.1.1. Définitions préalables

Nous notons I la frontiére du domaine Q étudié. Q est un ouvert de R" . I est
défini par la liste de segments en 2D et de faces triangulaires en 3D qui la
composent.

Nous notons I(n) I’ensemble des nceuds intérieurs a Q et E(n) I’ensemble des
nceuds appartenant a I

5.1.2. Définition du critére de visibilité

Un point x est visible d’un nceud ny si et seulement si il vérifie I’'une des trois
conditions suivantes :
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—ng € I(n) et il N’ existe aucune intersection entre le segment xng et I'
-x € Q, ny € E(n) et il ' existe aucune intersection entre le segment xng et I’
— x est situé sur une aréte ou une face contenant ng , ny € E(n)

r xnl r *
—o o a —o o

Figure 10. Critére de visihilité appliqué aux noauds : noauds visibles (1) depuis n;.
Casoun; € Q — Casoun;est sur I’

5.1.3. Définition du diagramme de Voronoi contraint

Le diagramme de Voronof contraint est défini par un ensemble de cellules que
nous appelons cellules de Voronoi contraintes. A chaque nceud ny est associée la
cellule de Voronoi contrainte T," définie par :

T ={x € Q:d(x,n) <d(x,ny), VT # I, ny visible depuis ny}

Autrement dit tout point x contenu dans Q & I’intérieur de T, est plus proche du
noaud ng que de n’importe quel noaud ny visible depuis le noaud n;.

Les cellules associées aux noauds de I(n) sont convexes et polyédriques. Les
cellules associées aux noauds de E(n) ne sont pas nécessairement convexes. |l est a
noter que sur la partie droite de la figure 11 nous avons prolongé les arétes de
Voronoi traversant lafrontiere T'.

Figure 11. A gauche ensemble de ncaids P(n). Au centre diagramme de Voronoi de
P(n). A droite diagramme de Voronoi de I’ ensemble P(n) contraint par la frontiere
imposée I’
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5.2. Interpolation C-NEM

Dans la méthode des éléments naturels contraints ou méthode C-NEM, la
fonction d’interpolation u" (x) est calculée par :

1) = Y 6c (X,

ou: V est le nombre de voisins naturels visibles depuis le point x, q),c sont les

interpolants sibsoniens identiques a ceux utilisés dans la méthode des ééments
naturels mais calculés sur la base du diagramme de Voronoi contraint. Les valeurs
u, sont lesinconnues nodales des voisins naturels visibles depuis le point x.

Notons que lorsgue x s approche d’une aréte ou d'une face de I', le contour des
cellules de Voronoi concernées est prolongé a I'infini a I'extérieur de Q ce qui
permet de retrouver des contributions en aire (pour le 2D) ou en volume (pour le 3D)
infinies. Un exemple de tracé du prolongement des arétes des cellules de Voronoi
contraintes est visible sur la partie droite de la figure 11 dans le cas 2D
(prolongement des arétes des cellules). Ces contributions infinies permettent de
retrouver lalinéarité de I’interpolation sur la frontiere du domaine. |l est & noter que
dans la pratique, le fait d'avoir des aires infinies ne pose pas de problémes d’'un
point de vue numérique car sur les bords on utilise une approximation linéaire
justifiée par le fait que I'interpolant sibsonien, restreint par le critére de visibilité,
devient linéaire sur n'importe quelle aréte du bord.

Dans cette méthode, les nceuds qui interviennent pour le calcul des fonctions de
forme et qui apportent une contribution non nulle sont d' abord sélectionnés comme
étant des voisins naturels du point x, puis subissent une deuxiéme sélection ne
maintenant que ceux qui sont visibles depuis le point x. La figure 12 montre un
exemple de calcul de fonction de forme par la méthode C-NEM. Le diagramme de
Voronoi contraint est représenté. Les prolongements externes au domaine, et infinis,
des arétes de VVoronoi n’ont pas été représentés pour des raisons de lisibilité. On peut
noter que seuls les voisins naturels vus depuis le point x sont pris en compte pour le
calcul des fonctions de forme. Les noauds présents sur la frontiére opposée de la
fissure n’interviennent pas dans le calcul. Le diagramme de V oronoi contraint fournit
ainsi une structure de données fixe et unique pour le calcul des fonctions de forme en
tout point al’intérieur du domaine. |l N’ est pas nécessaire de traiter le probléme par
sous-domaines convexes et on peut calculer les fonctions de forme de maniére
continue en se déplacant a I’intérieur du domaine. Enfin le diagramme de Voronoi
contraint permet de représenter correctement les domaines d’intégration T,° décrits
dans le paragraphe 3.3. (Comparer lesfigures 7 et 12)
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Figure 12. Calcul de fonction de forme au voisinage d'une concavité par la
méthode C-NEM. A gauche, introduction d’'un point dans le diagramme de Voronoi
contraint. A droite, les noauds de la frontiére opposée ne sont pas retenus par le
critére de visibilité et sont ignorés pour le calcul des fonctions de forme

5.3. Vérification des propriétés aux abords d’ une forte concavité

Nous montrons ici que la méthode C-NEM vérifie, contrairement a la méthode
des éléments naturels, les principal es propriétés énoncées dans la section 2.2.

Ces propriétés sont : la linéarité sur les bords, la partition de I'Unité et la
consistance linéaire. Nous montrons également que I’interpolation construite est
continue prés de la pointe d’ une fissure.

5.3.1. Continuité de I’ interpolation

Sur lafigure 13 est tracé le diagramme de Voronoi contraint associé a un nuage
de point décrivant un domaine présentant une fissure. Il est a noter que lafrontiére I'
est nécessaire a la description du domaine, sans cette frontiére la fissure ne serait pas
identifiable.

Figure 13. Discrétisation d'un domaine non convexe; a gauche: maillage et
frontiére. A droite : diagramme de Voronoi contraint du domaine
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Nous avons vu en 4.3. que, dans le cadre des interpolants de type moindres carrés
mobiles avec critére de visibilité, les fonctions de forme étaient discontinues aux
aentours d' une fissure. Ceci est di au fait que le support d’ une fonction de forme est
de géométrie fixée et qu’il ne dépend pas des noauds du voisinage. L' application du
critére de visihilité conduit, dans ce cas, a une discontinuité comme le montre la
traversée du segment AB sur lafigure 9.

o Support du noaud n,

Figure 14. Support des fonctions de forme naturelles contraintes ¢ aux abords
d’unefissure

Dans le cas de la méthode C-NEM, chaque frontiére du support des fonctions de
forme associ ées aux nceuds proches de la concavité passe par la pointe de celle-ci (la
forte non-convexité du domaine étant décrite par sa frontiére, cette derniére possede
nécessairement un noaud en pointe de fissure). Chaque support de fonction de forme
n'est ainsi tronqué que par la frontiére physique du domaine. Les fonctions de forme
restent donc continues sur le domaine, et I'interpolation qui en découle également
(C'est une combinaison linéaire des fonctions de forme). De cette continuité
«naturelle » découle qu'aucun lissage des fonctions de forme, en adoptant des
critéres tels que la transparence ou la diffraction qui éaient délicats a programmer
surtout en 3D, N’ est nécessaire.

Lafigure 15 représente le voisinage de la pointe de la fissure. Nous avons calculé
les fonctions de forme des noeuds du voisinage sur le parcours circulaire autour de la
pointe. On vérifie que les fonctions de forme sont continues tout le long du parcours.
De plus, elles restent infiniment dérivables sauf si |'on passe par les noauds, lieux ou
les fonctions de forme naturelles ne sont pas dérivables. Nous avons également
vérifié sur ce parcours la partition de I’unité a la précision de la machine (104,
cette propriété est examinée dans |e paragraphe suivant.
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Figure 15. Parcourscirculaire autour de la pointe de la fissure

12

Figure 16. Fonctions de forme associées aux noauids du voisinage le long du
parcours circulaire autour de la pointe de la fissure

5.3.2. Consistance linéaire

En un point donné du domaine, le fait de réduire I'ensemble des noauds voisins
naturels aux seuls noauds visibles, ne change pas la nature de I'interpolation. Celle-ci
est toujours calculée par I'interpolant sibsonien sur un ensemble donné de noeuds.
Tout se passe comme s les hoauds non visibles n’existaient pas. Comme le point est
situé a I'intérieur du domaine, |’ensemble des noauds visibles définit un domaine
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convexe contenant le point. Sibson (Sibson, 1980) démontre que, dans le cas des
interpolants naturels, les propriétés de partition de |’ unité :

Yo (=1
1=1

et consistance linéaire :

X= 2¢| (X)x,
=1

sont vérifiées pour peu que le point ou sont calculées les fonctions de forme soit a
I"intérieur du domaine convexe formé par ses voisins naturels. Dans I’ approche C-
NEM, seule laliste des voisins ayant changée, les deux propriétés restent, en chaque
points du domaine, vérifiées par la nouvelle interpolation.

Figure 17. Parcours carré autour de la fissure

La figure 17 se focalise sur le voisinage de la pointe d’une fissure. Nous avons
dans cet exemple appliqué un champ scalaire linéaire du type :

T(y)=ay

Nous avons ensuite calculé lafonction d interpolation T" telle que :

V
T"(x) =)0 ()T,
=1

le long du parcours décrit sur la figure 17. La figure 18 donne les résultats
numériques s’y référant. Sur les trajets AB, CD et EF, nous vérifions bien que la
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fonction augmente linéairement comme la solution exacte T(y). Sur les trajets BC et
DE, T" est bien constante, comme la solution exacte T(y). Sur cet exemple, la
consistance linéaire est vérifiée numériquement 2 la précision de calcul pres (1074,
A noter que la discontinuité de la dérivée de T" n’est due qu’au changement de
direction sur le parcours.

27
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o A N F

- AN /
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41
49
57
65
73
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121
129

Figure 18. Fonction scalaire T" calculée le long du parcours carré ABCDEF
représenté figure 17

5.3.3. Linéarité de |’ approximation sur les bords

Le test suivant permet de confirmer numériquement la linéarité de
I’ approximation sur la frontiére du domaine par la méthode des éléments naturels
contraints. Sur lafigure 19, on applique comme en 5.3.2. un champ scalaire linéaire
du type:

T(y)=oay

o

Figure 19. Parcours ABCD
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Nous appliquons cette fois des conditions aux limites en imposant les valeurs T1
et T2 sur les noauds du bord n; et n, respectivement. Le point ot I'on évalue T se
déplace suivant le trajet ABCD (voir figure 19). Il faut vérifier que lorsque I'on
calcule les fonctions de forme en un point de CD, celui-ci ne subit que I'influence
des noauds ny et n,. Les courbes de lafigure 20 illustrent deux cas: pour le premier,
les valeurs nodales imposées sont T1 =0 et T2 = 0. On constate que sur le trgjet CD,
T" calculée est nulle. Dans I’exemple 2, T1 = 50 et T2 = 0. On vérifie que sur le
trajet CD, la température T" est bien linéaire. Cette linéarité a également été vérifiée
alaprécision de calcul prés (10™4.

—e—T1=0Oet
T2=0

—#— T1=50 et
T2=0

Figure 20. Vérification numérique de la linéarité sur le bord du domaine non
convexe (entre C et D)

6. Conclusion

La méthode des @ éments naturels contraints ou méthode des ééments C-naturels
a été presentée. Celle-ci permet de construire une interpolation sur des domaines
quelconques en vérifiant toutes les propriétés de la méthode des é éments naturels :
continuité, Partition de I’Unité, consistance linéaire et linéarité sur les bords, méme
au voisinage de fortes concavités comme les fissures. La méthode décrite se base sur
le diagramme de Voronoi contraint qui permet d'éviter de décomposer le domaine
en sous-domaines convexes et d’ offrir une structure de données unique permettant de
calculer lesfonctions de forme en tout point d’ un domaine de géomeétrie quelconque.
Une description réaliste des domaines d’intégration est de plus obtenue directement.
La méthode permet donc de traiter des problemes sur des domaines de géomeétries
quelconques et de maniére efficace et promet d’étre un outil essentiel pour |’ analyse
des phénomenes en transformations finies ou les géométries peuvent évoluer de
maniére complexe et non convexe. Par ailleurs, I’interpolation introduite est, comme
pour |I’approche NEM, nodale ce qui permet d appliquer des conditions aux limites
par simple subgtitution des inconnues dans le systéme linéaire résultant de la
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discrétisation. L’extension de cette méthode au cas 3D est I'un des travaux de
recherche actuel des auteurs.
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