
Bifurcations primaires et secondaires
d’un cylindre sous compression axiale

Philippe Le Grognec — Anh Le van

Université de Nantes
Laboratoire de Génie Civil de Nantes-Saint Nazaire
2, rue de la Houssinière BP 92208
F-44322 Nantes Cedex 3

{Philippe.Le-Grognec, Anh.Le-van}@physique.univ-nantes.fr

RÉSUMÉ. Cet article présente une modélisation par éléments finis du comportement en post-
flambement des structures de type coques minces élastoplastiques en grandes rotations. Une
méthode de longueur d’arc généralisée et des méthodes de continuation appropriées ont été
mises en œuvre, permettant la gestion automatique des points limites et points de bifurcation.
L’application de la modélisation proposée au problème du cylindre sous compression axiale met
en évidence, au-delà des modes axisymétriques et des modes « diamant », des modes transitoires
correspondant à des branches bifurquées secondaires.

ABSTRACT. An elastoplastic thin shell finite element model with finite rotations is presented in
this paper in order to compute the post-buckling behaviour of shell-type structures. A general-
ized arc-length method and appropriate continuation methods have been implemented to deal
with both limit and bifurcation points. A particular attention is devoted to cylindrical shells un-
der axial compression producing axisymmetric and diamond modes, but also transition modes
corresponding to secondary bifurcating branches.
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1. Introduction

L’utilisation courante dans l’industrie des structures de type coque justifie l’atten-
tion particulière qu’on leur accorde dans la littérature. On s’intéresse dans ce travail au
flambement et au comportement en post-flambement d’une coque cylindrique en ré-
gime élastoplastique. Plus précisément, notre étude portera sur la compression axiale
de la coque, qui représente, avec la compression radiale [GUS 00], l’un des plus cri-
tiques parmi les différents types de sollicitation conduisant à l’instabilité.

Nous commencerons par retracer brièvement au paragraphe 2 les différents travaux
dans la littérature concernant le flambement du cylindre sous compression axiale, tant
sur le plan théorique que numérique ou expérimental.

Au paragraphe 3, nous explicitons l’équation de bifurcation du problème de cy-
lindre sous compression axiale et nous en déduisons la charge critique et le mode
de bifurcation analytiques dans le cas axisymétrique et pour des conditions aux li-
mites simples. La plasticité est décrite par la théorie des matériaux standard généra-
lisés [HAL 75] en évolution quasi-statique, avec la décomposition additive de la dé-
formation totale [GRE 65],[GRE 71] et avec le critère de von Mises et un écrouissage
isotrope linéaire.

La mise en œuvre numérique par éléments finis est proposée au paragraphe 4. Elle
s’appuie sur une formulation lagrangienne totale en plasticité, avec un écrouissage
mixte (isotrope non linéaire et cinématique linéaire). Afin de tenir compte des non-
linéarités matérielles et géométriques, nous adoptons des hypothèses cinématiques ap-
propriées permettant de déduire de manière cohérente, à partir du cadre tridimension-
nel, un modèle de coque mince capable de décrire à la fois les grands déplacements
et les grandes rotations. Après validation du modèle grâce aux résultats théoriques
obtenus au paragraphe 3, la résolution numérique permet de connaître le comporte-
ment post-critique lointain d’un cylindre sous compression axiale. Des techniques de
longueur d’arc et de continuation adaptées aux très fortes non-linéarités rencontrées
sont développées, permettant le passage des points limites en force ou en déplacement
et le franchissement des points de bifurcation avec la possibilité de bifurquer sur une
branche choisie. L’objectif est d’explorer une large gamme de modes de bifurcation
du cylindre sous compression axiale en faisant varier la géométrie, les propriétés ma-
térielles et les conditions aux limites : les modes axisymétriques, les modes de type
« diamant », et des solutions transitoires appelées modes « patte d’éléphant », corres-
pondant à des branches bifurquées secondaires décrites dans Goto et Zhang [GOT 99].

2. Etat de l’art

Un cylindre sous compression axiale a ceci de critique, en commun notamment
avec une sphère sous pression externe, qu’il fait l’objet d’un flambement dit instable,
c’est-à-dire d’une diminution de la charge juste après la bifurcation. La valeur cri-
tique correspondante constitue alors la charge maximale applicable à la structure. Par
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ailleurs, la réponse du cylindre est bien plus sensible aux imperfections que dans les
cas de flambement stable de poutres ou de plaques comprimées.

Dans la suite, les principaux résultats théoriques, numériques et expérimentaux
disponibles dans la littérature seront brièvement présentés, permettant de discuter de
l’influence des différents paramètres géométriques et matériels, puis de juger de l’effet
des imperfections.

2.1. Connaissances théoriques

2.1.1. Influence de la loi de comportement

2.1.1.1. Elasticité

Parmi l’ensemble des modèles de coque existants, la théorie de Donnell [DON 76]
est la plus fréquemment utilisée pour l’analyse de problèmes de flambement de cy-
lindres sous compression axiale. Elle permet aisément, le plus souvent par le biais de
méthodes énergétiques, de calculer la valeur critique du chargement en élasticité pour
un mode axisymétrique ou non axisymétrique faisant apparaître simultanément des
ondes axiales et circonférencielles. La charge critique élastique, identique pour ces
deux types de mode, est fréquemment donnée sous la dimension d’une contrainte :

σe
c =

Et

R

1√
3(1 − ν2)

[1]

On distingue en effet, excepté pour les cylindres extrêmement longs qui flambent
suivant un mode de poutre d’Euler, deux types de comportement post-critique théo-
rique. L’équation de Donnell régissant de manière découplée la partie radiale w du
mode de flambement s’écrit :

Et3

12(1 − ν2)
∇8w +Nxx∇4w,xx +

Et

R2
w,xxxx = 0 [2]

où t représente l’épaisseur de la coque, R le rayon du cylindre, Nxx l’effort axial par
unité de longueur de bord, ∇ est l’opérateur biharmonique et w dépend des positions
longitudinale x et angulaire y du point considéré.

Elle fournit, dans le cas le plus général représentatif des coques minces, une solu-
tion modale non axisymétrique. Pour les coques relativement plus épaisses, un com-
portement axisymétrique est obtenu, solution alors de l’équation simplifiée (après
quatre intégrations en x) :

Et3

12(1 − ν2)
w,xxxx +Nxxw,xx +

Et

R2
w = 0 [3]

Déjà en élasticité, on met en évidence de larges écarts entre la théorie et les résul-
tats expérimentaux. Le mode de bifurcation observé expérimentalement est souvent
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moins régulier que les expressions exhibées en théorie, mais surtout la valeur critique
expérimentale chute parfois à moins de 50 % de la valeur analytique. Ces différences,
dues aux imperfections inévitables dans le processus expérimental, et particulièrement
aux défauts géométriques, peuvent s’expliquer et se quantifier par la théorie de Koiter,
tout au moins pour ce qui est de l’élasticité. De manière équivalente à Koiter, l’uti-
lisation d’une imperfection modale (axisymétrique sinusoïdale) certainement la plus
défavorable [BUD 72] permet d’établir des coefficients de sécurité pour la charge cri-
tique dépendant de la taille de l’imperfection et de juger de la stabilité sur la branche
bifurquée. L’étude réalisée par Amazigo et Budiansky [AMA 72] complète ces ana-
lyses en discutant de l’influence du caractère local ou global des imperfections.

2.1.1.2. Plasticité

Pour une coque assez épaisse, le flambement a toutes les chances de se produire
dans le domaine plastique. On va caractériser ce flambement plastique par la nouvelle
contrainte critique principalement dans le cas d’un mode axisymétrique.

La diversité des valeurs critiques obtenues jusqu’à ce jour est inhérente à l’adop-
tion de multiples théories de plasticité et en particulier à la confrontation entre la
théorie de déformation et la théorie incrémentale. Sans ignorer les nombreux résultats
issus de la théorie de déformation, on s’intéresse davantage aux principaux résultats
de la théorie incrémentale qui est celle retenue dans notre formulation, et particuliè-
rement à ceux de Batterman développés de manière détaillée dans [BAT 65]. A partir
des équations d’équilibre en vitesses, Batterman obtient la contrainte critique :

σp
c =

Et

R

√
4h

3[(5 − 4ν)E + 4h(1 − ν2)]
[4]

avec h le module d’écrouissage.

Les résultats obtenus par la théorie de déformation s’écartent assez nettement de
cette dernière valeur. Généralement, la théorie de déformation apporte des solutions
en meilleur accord avec les résultats expérimentaux, malgré l’absence de prise en
compte de la possibilité de décharge contraire à la réalité expérimentale. Ces écarts
entre les deux théories et cette inadéquation apparente de la théorie incrémentale à
rendre compte du comportement réel de ce type de structure vont de pair avec la
sensibilité des résultats aux imperfections. Après avoir remarqué que bon nombre de
problèmes exhibaient, déjà en élasticité, une telle sensibilité aux défauts de toutes
sortes, on constate que la plasticité ne fait qu’accroître cette sensibilité, voire la fait
apparaître pour certains problèmes globalement insensibles en élasticité.

Le cylindre sous compression axiale en plasticité connaît donc une grande sen-
sibilité aux imperfections. On montre que les défauts de forme sont les principaux
responsables des erreurs observées, notamment sur les valeurs critiques. Hutchinson
[HUT 74], dans son analyse asymptotique du post-flambement élastoplastique, étend
les résultats de Koiter en élasticité concernant l’influence de divers types d’imper-
fections géométriques. Il est naturel que pour les cylindres sous compression axiale,
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l’effet des défauts de forme quels qu’ils soient se fasse davantage sentir pour les cy-
lindres les plus minces.

D’autres sources d’erreurs sont reliées aux conditions aux limites expérimentales
ou aux chargements imparfaits. Enfin, le dernier type d’erreurs commises peut pro-
venir de l’hétérogénéité du matériau utilisé et des contraintes résiduelles souvent mal
connues.

Signalons qu’en présence d’un tel affrontement entre les théories de déformation et
incrémentale, Ariaratnam et Dubey [ARI 69] cherchent une explication dans la forme
de la surface d’écoulement plastique et choisissent de conserver la théorie incrémen-
tale en remplaçant le critère de von Mises qui avait pratiquement l’exclusivité jus-
qu’alors, pour obtenir de meilleures prédictions de la charge critique. Christoffersen
et Hutchinson, en 1979, proposent, quant à eux, une nouvelle théorie de surface de
charge à coins (« corner theory ») constituant un compromis entre les deux théories
précédentes et qui sera largement utilisée par la suite, lors de développements numé-
riques.

Mentionnons enfin qu’à l’inverse du comportement élastique, la contrainte critique
en plasticité correspondant à un mode non axisymétrique est différente des valeurs
obtenues pour les modes axisymétriques. Cette nouvelle valeur, obtenue en particulier
dans [BAT 66] pour la théorie incrémentale, est toujours supérieure aux précédentes et
tend rapidement, pour un module tangent suffisamment petit, vers la valeur suivante :

σlim
c =

2
3
Et

R

√
3

(1 + ν)(5 − 4ν)
[5]

2.1.2. Influence des conditions aux limites

Les contraintes critiques [1] et [4] ont été données dans le cas d’un appui simple
aux extrémités du cylindre. On peut aisément montrer qu’un encastrement des bases
doit fournir la même valeur critique et le même type de mode. De façon à compléter la
description et la compréhension de l’influence des conditions aux limites, Batterman
[BAT 68] étudie analytiquement le cas de bords libres, se plaçant ainsi dans la situation
la plus défavorable parmi toutes les conditions aux limites envisageables.

Il obtient alors, pour une coque cylindrique semi-infinie avec un module tangent
constant, une contrainte critique diminuée de moitié par rapport au cas classique des
appuis simples :

σp
c =

Et

R

√
h

3[(5 − 4ν)E + 4h(1 − ν2)]
[6]

Pour un module dépendant de l’état de contraintes, la relation précédente est im-
plicite et fournit une contrainte supérieure à la moitié de la valeur calculée pour un
cylindre simplement appuyé. Hoff montre en outre que, pour une coque de longueur
finie, le résultat est légèrement inférieur au résultat de la coque semi-infinie, mais ne
dépend pratiquement pas de la longueur. Enfin, le mode de flambement axisymétrique
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prend la forme d’une onde dont l’amplitude est maximale aux extrémités et de plus en
plus amortie au fur et à mesure que l’on s’en éloigne.

2.1.3. Bilan

Une analyse plus fine de l’effet des paramètres géométriques et matériels, des
conditions aux limites et du mode de chargement sur la réponse non linéaire com-
plète du cylindre sous compression axiale nécessite le recours à un outil numérique
de type éléments finis. Les résultats analytiques précédents permettront de valider
le programme numérique utilisé dans ce travail. Ensuite, la prise en compte des im-
perfections et d’autres facteurs dans la modélisation numérique peut nous renseigner
davantage sur le comportement réel de ces structures, en particulier jusqu’à un stade
post-critique avancé.

Avant de passer aux travaux numériques et expérimentaux disponibles dans la litté-
rature, signalons l’existence d’autres approches théoriques, plus géométriques, traitant
certains aspects du comportement d’un cylindre sous compression axiale.

D’un point de vue mathématique, la déformée post-critique peut être vue comme
une transformation isométrique de la géométrie initiale du cylindre. On peut de cette
façon, sans connaître l’évolution précise de la géométrie déformée, accéder à la forme
flambée avancée et à la charge limite applicable, dans le cas d’un flambement global
ou éventuellement localisé.

D’une manière un peu différente, certains travaux, dont [SIN 99] et [GUP 00],
entreprennent de représenter le comportement d’un cylindre sous compression axiale
par la formation cyclique de plis (engendrant des rotules plastiques) et examinent, dans
les deux cas axisymétrique et non axisymétrique, la position et la forme de ces plis
successifs. La comparaison des résultats obtenus avec les observations expérimentales
est très satisfaisante si on se contente d’une analyse limite du comportement post-
critique lointain.

2.2. Principaux résultats numériques et expérimentaux antérieurs

Aflak [AFL 88] a mené une étude expérimentale poussée doublée d’une analyse
numérique du problème, couvrant divers types d’imperfections et de conditions aux
limites, et il en déduit des règles générales de dimensionnement pour les cylindres
sous compression axiale. Plus tard, Limam [LIM 91] s’intéresse plus particulièrement
à l’étude de la combinaison de chargements (compression/pression interne). Il montre
expérimentalement que la pression interne dans le cylindre a un effet stabilisateur
et conduit à une meilleure adéquation des résultats avec la théorie. De plus, il met
l’accent sur le caractère plus néfaste d’une imperfection modale non axisymétrique
par rapport à un défaut axisymétrique. Enfin, il traite le cas plus complexe de coques
cylindriques raidies.
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Dans le même esprit, Mandal et Calladine [MAN 00], Lancaster, Calladine et Pal-
mer [LAN 00] ont montré, grâce à un procédé expérimental adapté, que la présence
d’imperfections sous la forme de contraintes localisées est responsable en grande par-
tie de l’abaissement de la valeur critique. En effet, la relative liberté en déplacement
longitudinal des extrémités lors du flambement de cylindres sous leur poids propre
diminue considérablement la sensibilité à ce type d’imperfections.

Les études précédentes montrent bien le rôle primordial des imperfections dans le
comportement d’un cylindre sous compression axiale et surtout dans la valeur critique
de flambement associée. Cependant, nous écartons dans notre étude la prise en compte
de ces imperfections pour ne porter notre attention que sur l’analyse du comportement
post-critique lointain du cylindre parfait.

En théorie, on suppose très souvent une loi de comportement linéarisée afin de
simplifier la résolution des équations, alors qu’une telle loi peut s’avérer impropre
même à la description du comportement pré-critique. Ce n’est que récemment que
Peek [PEE 00] détermine analytiquement le comportement post-critique immédiat du
cylindre sous compression axiale en plasticité finie (et en axisymétrie). Il remarque
que la plasticité finie, si elle est prise en compte dans la solution pré-critique, a un rôle
stabilisateur. Le premier point de bifurcation obtenu est suivi (de très près) d’un point
limite sur la branche bifurquée, correspondant au maximum de la charge applicable,
si bien que cette bifurcation perd le caractère instable qu’on lui affectait jusqu’alors.

En fait, de nombreux résultats numériques ont déjà anticipé cette solution et offrent
également une panoplie d’informations qui s’accordent souvent avec les résultats d’es-
sais expérimentaux. La concordance est le plus souvent qualitative dans la mesure où
les résultats numériques mettent en valeur l’influence d’un (ou de plusieurs) para-
mètre(s) étudié(s) conformément aux observations expérimentales.

Dans cet esprit, Tvergaard [TVE 83] se base sur des résultats expérimentaux an-
térieurs (issus des travaux de Batterman, Lee, Horton et Johnson dans les années
soixante) pour valider son approche numérique basée sur la théorie phénoménologique
de Christoffersen et Hutchinson. Il s’appuie sur une géométrie initiale comportant un
défaut axisymétrique sinusoïdal et cherche l’éventuelle occurence d’une bifurcation
vers un mode non axisymétrique. Il retrouve, pour les coques assez minces, la pré-
sence d’un point de bifurcation juste avant le maximum de la charge. En revanche,
pour les coques plus épaisses, la charge maximale supportée par la structure coïncide
avec le phénomène de localisation de la déformée axisymétrique aux deux extrémités
du cylindre en deux demi-ondes axiales extérieures. La bifurcation est donc retardée
ou peut ne pas avoir lieu (les coques très épaisses tombent en effet en ruine axisymé-
trique). Quand la bifurcation précède la localisation, on parle de mode « diamant » en
raison de la présence simultanée d’ondes axiales et circonférencielles sur l’ensemble
de la structure. Dans le cas contraire, on parle de mode « patte d’éléphant », la perte
d’axisymétrie suivant la localisation donnant naissance à des « doigts » régulièrement
répartis sur les deux extrémités du cylindre. Tvergaard explique le retard de la bifur-
cation par le raidissement de la structure dû à la localisation. Il montre en outre l’effet
du rapport géométrique du rayon sur l’épaisseurR/t qui, lorsque celui-ci diminue, re-
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tarde la bifurcation et abaisse l’ordre circonférenciel de la solution. Enfin, il constate
qu’un faible écrouissage favorise la ruine axisymétrique, ou tout au moins l’obtention
d’un mode « patte d’éléphant ».

Récemment, l’analyse de cette transition entre mode axisymétrique et mode « dia-
mant » est menée sur un cylindre parfait et avec une loi élastoplastique incrémentale
par Goto et Zhang [GOT 99]. Les conditions aux limites s’avèrent déterminantes pour
obtenir les différents types de modes précédents. Goto et Zhang retrouvent, dans le cas
du cylindre encastré aux extrémités, et pour une épaisseur moyenne, la succession de
deux points de bifurcation, le premier (sur la branche fondamentale) au voisinage du
point limite et le second (sur la branche primaire à charge décroissante) débouchant
sur un mode localisé non axisymétrique. Plus le rapport R/t est élevé, plus ce mode
secondaire « patte d’éléphant » survient tôt. A la limite, pour un cylindre suffisam-
ment mince, le second point de bifurcation remplace le premier et empêche toute lo-
calisation, donnant lieu ainsi à un mode « diamant ». Inversement, pour une épaisseur
trop importante, le second point de bifurcation n’apparaît pas, tout au moins dans le
domaine de prospection, et la ruine a toutes les chances d’être axisymétrique. L’aug-
mentation du rapport R/t entraîne l’accroissement du nombre d’ondes circonféren-
cielles. De façon moins évidente, le rapport l/R de la longueur sur le rayon, lorsqu’il
augmente, avance également la seconde bifurcation sans pour autant modifier l’ordre
circonférenciel de la déformée. Dans le cas d’extrémités simplement appuyées, la lo-
calisation, si elle a lieu, ne conduit jamais à une seconde bifurcation, compte tenu de
la position extrême de l’onde localisée. Enfin, la condition de bords libres produit une
seule bifurcation non axisymétrique directement localisée. L’ordre circonférenciel de
la solution augmente encore naturellement avec le rapport R/t.

3. Solution analytique du flambement élastoplastique d’un cylindre sous
compression axiale

Dans ce paragraphe, on applique au cylindre sous compression axiale l’analyse
tridimensionnelle de la bifurcation et de la post-bifurcation élastoplastiques, basée sur
l’utilisation de développements asymptotiques.

3.1. Théorie de la bifurcation plastique

Rappelons d’abord les principaux résultats de la théorie de bifurcation plastique
dans le cadre tridimensionnel. Beaucoup de formulations ont été proposées en matière
de plasticité en grandes transformations et il n’est pas facile d’en choisir une entre
toutes dans la mesure où chacune a ses propres avantages et inconvénients. En fait, le
sujet suscite aujourd’hui encore beaucoup de débats aussi bien sur la cinématique, sur
les lois de comportement que sur les algorithmes numériques. Dans ce travail, nous
choisirons une formulation lagrangienne totale basée sur la décomposition additive de
Green-Naghdi [GRE 65],[GRE 71] et sur la théorie des matériaux standard généralisés
[HAL 75].
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Considérons un corps tridimensionnel occupant le domaine de référence Ω à l’ins-
tant initial et soumis aux grandes transformations quasi-statiques dans le domaine
élastoplastique. Nous allons écrire les équations du problème en termes de variables
lagrangiennes relatives à cette configuration. Le matériau est caractérisé en élasti-
cité par (E,ν) ou (λ,µ). La plasticité est détectée par le critère de von Mises avec un
écrouissage mixte (isotrope non linéaire et cinématique linéaire) :

f
(

¯̄Σ, ¯̄A,A
)

=

√
3
2

(
¯̄Σ

d − ¯̄A
)

:
(

¯̄Σ
d − ¯̄A

)
− σ0 −A [7]

où ¯̄Σ
d

désigne le déviateur du second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff ¯̄Σ
(symétrique) et σ0 est la contrainte limite élastique. Les forces thermodynamiques
sont représentées ici, à titre d’illustration, par un scalaire noté A et un tenseur d’ordre
deux noté ¯̄A supposé être un déviateur pur.

En régime plastique, la déformation de Green-Lagrange est décomposée de ma-
nière additive selon Green et Naghdi [GRE 65],[GRE 71] :

¯̄E = ¯̄E
e
+ ¯̄E

p
[8]

¯̄E
e

(resp. ¯̄E
p
) est appelée de façon formelle la déformation élastique (resp. plas-

tique). En fait, ces tenseurs ne sont pas définis cinématiquement en fonction du dépla-
cement, puisque ¯̄E

p
sera définie par la loi d’évolution [11] alors que ¯̄E

e
l’est simple-

ment par [8], réalisant par construction la décomposition additive de la déformation.
Comme l’ont souligné Green et Naghdi [GRE 65], le tenseur « élastique » ¯̄E

e
n’est

pas un tenseur de déformation élastique classique. S’il est ainsi appelé, c’est unique-
ment par analogie avec le cas des petites transformations. Dans cette théorie, seules
les déformations totale et plastique ¯̄E et ¯̄E

p
sont considérées comme des variables in-

dépendantes, la troisième déformation ¯̄E
e

étant liée aux deux premières par la relation
de décomposition additive [NAG 75],[CAS 80],[NAG 90].

Comme dans [GRE 65] et [CAS 80], on suppose d’emblée que la déformation
plastique ¯̄E

p
est symétrique et objective. Par conséquent, ¯̄E

e
l’est aussi.

REMARQUE. — La décomposition cinématique constitue la première étape de toute
étude en plasticité finie, elle ne peut se faire qu’au prix de certaines hypothèses phy-
siques faites a priori sur le comportement de l’élément de matière étudié au cours
de la déformation et reste à l’heure actuelle un problème ouvert. De nombreuses dé-
compositions cinématiques ont été proposées dans la littérature, mais notre objectif
n’est pas d’en élire la meilleure si tant est que la tâche soit possible. Dans ce travail,
nous avons retenu la décomposition additive [8] de Green-Naghdi, dans la mesure où
elle permet d’aboutir à une formulation analogue à celle en petites transformations
et d’étendre à moindre coût les algorithmes connus dans ce cadre. La décomposition
la plus couramment utilisée dans la littérature est celle multiplicative du gradient de
la transformation de Lee [LEE 67],[LEE 69] utilisant la notion de configuration in-
termédiaire relâchée, mais il en existe d’autres telles que la théorie de Besseling et
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van der Giessen [GIE 89a],[GIE 89b],[BES 94] utilisant la notion de configuration de
référence naturelle, la décomposition additive de la vitesse eulérienne de déformation
de Nemat-Nasser [NEM 79],[NEM 82]. Green et Naghdi ont essayé de concilier le
point de vue de Lee et le leur dans [GRE 71]. Voir aussi une synthèse des différentes
formulations sur ce sujet dans [NAG 90].

Avec la décomposition additive [8], le développement de la thermodynamique est
analogue à celui de la plasticité en petites transformations. Nous supposons que l’éner-
gie libre volumique W s’écrit comme la somme de l’énergie élastique W e, fonction
quadratique de la déformation élastique ¯̄E

e
, et de l’énergie d’écrouissage Wα, fonc-

tion des variables d’écrouissage ¯̄α et α, conjuguées respectives des forces thermody-
namiques ¯̄A et A :

W
(

¯̄E
e
, ¯̄α, α

)
= W e

(
¯̄E

e
)

+Wα (¯̄α, α) =
1
2

¯̄E
e

:
¯̄̄̄
D

e

: ¯̄E
e
+Wα (¯̄α, α) [9]

où
¯̄̄̄
D

e

désigne le tenseur d’ordre quatre d’élasticité supposé constant. Les lois d’état
expriment le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff ¯̄Σ et les forces thermo-
dynamiques ¯̄A et A comme les dérivées de l’énergie libre par rapport à la déformation
élastique et aux variables d’écrouissage, respectivement :

¯̄Σ =
∂W

∂ ¯̄E
e =

¯̄̄̄
D

e

: ¯̄E
e ¯̄A =

∂W

∂ ¯̄α
A =

∂W

∂α
[10]

Si les déformations élastiques restent petites durant tout le processus, il est licite
de décrire la loi de comportement élastique par le modèle de Saint-Venant-Kirchhoff :
De

ijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδkj) (δij : symbole de Kronecker).

En théorie des matériaux standard généralisés, la loi de normalité exprime que la
déformation plastique ¯̄E

p
et les variables d’écrouissage ¯̄α et α dérivent d’un potentiel

de dissipation qui n’est autre que la fonction indicatrice du domaine d’élasticité dans

l’espace des contraintes généralisées
(

¯̄Σ, ¯̄A,A
)

. On en déduit alors les lois d’évolu-

tion :

˙̄̄
E

p

= Λ̇
∂f

∂ ¯̄Σ
˙̄̄α = −Λ̇

∂f

∂ ¯̄A
α̇ = −Λ̇

∂f

∂A
[11]

où Λ̇ désigne le multiplicateur plastique. Les variables ¯̄E
p
, ¯̄α et α étant lagrangiennes,

leurs vitesses sont des dérivées ordinaires par rapport au temps cinématique.

La condition de consistance fournit l’expression du multiplicateur plastique :

Λ̇ =
∂f

∂ ¯̄Σ
:

¯̄̄̄
D

e

: ˙̄̄
E

h̄+ ∂f

∂ ¯̄Σ
:

¯̄̄̄
D

e

: ∂f

∂ ¯̄Σ

[12]
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où h̄ = ∂f

∂ ¯̄A
: ∂2W

∂ ¯̄α2 : ∂f

∂ ¯̄A
+
(

∂f
∂A

)2
∂2W
∂α2 est le module d’écrouissage global. On en

déduit l’expression du tenseur tangent élastoplastique matériel :

¯̄̄̄
D

p

=
∂ ¯̄Σ

∂ ¯̄E
=

¯̄̄̄
D

e

−
¯̄̄̄
D

e

: ∂f

∂ ¯̄Σ
⊗ ∂f

∂ ¯̄Σ
:

¯̄̄̄
D

e

h̄+ ∂f

∂ ¯̄Σ
:

¯̄̄̄
D

e

: ∂f

∂ ¯̄Σ

[13]

que l’on écrit encore sous la forme :

¯̄̄̄
D

p

=
¯̄̄̄
D

e

− ¯̄N ⊗ ¯̄N [14]

avec :

¯̄N =

¯̄̄̄
D

e

: ∂f

∂ ¯̄Σ√
h̄+ ∂f

∂ ¯̄Σ
:

¯̄̄̄
D

e

: ∂f

∂ ¯̄Σ

[15]

A partir du tenseur tangent élastoplastique matériel [13], on peut construire le ten-
seur nominal :

¯̄̄̄
K

p

=
∂ ¯̄Π

∂ ¯̄F
= ¯̄F .

∂ ¯̄Σ

∂ ¯̄E
. ¯̄F

T
+
(¯̄̄̄
I. ¯̄Σ
)T

[16]

Dans la relation précédente, ¯̄F est le gradient de la transformation, ¯̄Π le premier

tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff (non symétrique),
¯̄̄̄
I désigne le tenseur uni-

taire d’ordre quatre et l’exposant T la transposition majeure d’un tenseur d’ordre
quatre. De manière analogue à [14], on peut mettre la dernière expression sous la
forme :

¯̄̄̄
K

p

=
¯̄̄̄
K

e

− ¯̄M
T ⊗ ¯̄M [17]

avec :
¯̄̄̄
K

e

= ¯̄F .
¯̄̄̄
D

e

. ¯̄F
T

+
(¯̄̄̄
I. ¯̄Σ
)T ¯̄M = ¯̄N. ¯̄F

T
[18]

On suppose alors qu’on connaît une courbe d’équilibre fondamentale λ �→ �uf (λ),
solution en déplacement du problème élastoplastique sous chargement λ croissant
(λ̇ > 0), et qu’à un instant critique tc, auquel correspond λc = λ(tc), il existe une
solution bifurquée notée �u (il n’y a pas de confusion possible entre le paramètre λ,
facteur de charge représentant l’amplitude de la sollicitation appliquée à la structure,
et la constante λ de Lamé en élasticité !).

On étudie cette branche bifurquée par son développement asymptotique :

λ = λc + λ1ξ + o(ξ)
�u = �uf (λ) + ξ �X + o(ξ)

[19]
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Sous les hypothèses du module tangent et de valeur propre simple, le chargement
critique λc et le mode de bifurcation �X sont donnés par l’équation de bifurcation
[HUT 72],[NGU 00] :

∀ δ�u,
∫

Ω

¯̄∇T
δ�u :

¯̄̄̄
K

i

(�uf (λc)) : ¯̄∇ �XdΩ = 0 [20]

où
¯̄̄̄
K

i

=
¯̄̄̄
K

e

ou
¯̄̄̄
K

p

suivant qu’on se trouve respectivement dans le domaine élastique
ou dans la zone plastique.

Dans le cas d’une bifurcation avec décharge naissante (situation correspondante à
l’hypothèse dite de charge totale), on peut déterminer la valeur de λ1 notée alors λm :

λm = min{λ | ∀ �x ∈ Ωp
f (tc), λ ¯̄M c : ¯̄∇�uf ,λ (λc) + ¯̄M c : ¯̄∇ �X � 0}

= max�x∈Ωp
f (tc)

(
− ¯̄Mc:

¯̄∇ �X
¯̄Mc:

¯̄∇�uf ,λ(λc)

) [21]

où Ωp
f (tc) désigne la zone plastique à l’instant critique tc de la solution fondamentale.

3.2. Application au cas du cylindre sous compression simple

On se place maintenant dans le cas particulier d’un état de compression simple, de
façon à pouvoir expliciter les composantes du tenseur tangent matériel. On considère
un cylindre circulaire de longueur l, de rayon R et d’épaisseur t. L’une des extrémi-
tés du cylindre reste en contact avec le plan x = 0 (les déplacements radiaux et les
rotations sont libres) tandis qu’en x = l s’applique une contrainte de compression
axiale Σ répartie uniformément. On prendra λ = −Σ > 0. Enfin, l’écrouissage est
pris purement isotrope linéaire, de module h constant (faire, dans [7], A = hα).

3.2.1. Solution fondamentale

En supposant les déformations pré-critiques suffisamment petites, hypothèse véri-
fiée en pratique, on peut simplifier l’expression [16] en y remplaçant le tenseur ¯̄F par
le tenseur identité :

∂ ¯̄Π
∂ ¯̄F

=
∂ ¯̄Σ

∂ ¯̄E
+
(¯̄̄̄
I. ¯̄Σ
)T

[22]

ce qui revient à écrire le tenseur tangent élastoplastique nominal de la manière sui-
vante :

¯̄̄̄
K

p

=
¯̄̄̄
D

p

+
(¯̄̄̄
I. ¯̄Σ
)T

[23]

De même, on peut confondre les tenseurs ¯̄M et ¯̄N dans [18] :

¯̄M(= ¯̄N. ¯̄F
T
) = ¯̄N [24]
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Le tenseur des contraintes ¯̄Σ s’écrit dans une base orthonormée appropriée :

¯̄Σ =


 Σ 0 0

0 0 0
0 0 0


 [25]

Son déviateur prend la forme :

¯̄Σ
d

=


 2

3Σ 0 0
0 − 1

3Σ 0
0 0 − 1

3Σ


⇒

∥∥∥ ¯̄Σ
d
∥∥∥2

=
2
3
Σ2 [26]

On déduit alors de [13] le tenseur tangent élastoplastique matériel :

¯̄̄̄
D

p

=
¯̄̄̄
D

e

− 6µ2

h+ 3µ

¯̄Σ
d ⊗ ¯̄Σ

d

∥∥∥ ¯̄Σ
d
∥∥∥2 [27]

soit :
Dp

1111 = λ+ 2µ− 4µ2

h+3µ

Dp
2222 = Dp

3333 = λ+ 2µ− µ2

h+3µ

Dp
1122 = Dp

1133 = λ+ 2µ2

h+3µ

Dp
2233 = λ− µ2

h+3µ

Dp
1212 = Dp

1313 = Dp
2323 = µ

[28]

Les autres termes sont nuls ou se déduisent de [28] par les symétries majeure et

mineures du tenseur
¯̄̄̄
D

p

.

Dans le cas particulier de la compression simple (Σ < 0), l’écriture du tenseur ¯̄N
se simplifie comme suit :

¯̄N =
µ√

h+ 3µ


 −2 0 0

0 1 0
0 0 1


 [29]

D’une part, l’état de compression simple [25] produit respectivement les états de
déformation totale et de déformation plastique suivants :

¯̄E =


 Exx 0 0

0 Eθθ 0
0 0 Err(= Eθθ)


 ¯̄E

p
=


 Ep

xx 0 0
0 − 1

2E
p
xx 0

0 0 − 1
2E

p
xx




[30]
dans la base cylindrique (x, θ, r), où :

Exx = − λ
E − λ−σ0

h

Eθθ = νλ
E + λ−σ0

2h

[31]
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D’autre part, le déplacement d’un point courant du cylindre s’exprime dans la base
cylindrique en fonction des déplacements longitudinal u, orthoradial v et radialw d’un
point de la surface moyenne et d’un paramètre ρ décrivant la position dans l’épaisseur
(− t

2 � ρ � t
2 ) :

�u =

∣∣∣∣∣∣
u(x, θ) − ρw,x
v(x, θ) − ρ

R (w,θ −v)
w(x, θ)

[32]

Les conditions aux limites de bords libres conduisent à chercher une solution fon-
damentale comportant un champ de déplacement longitudinal qui ne dépend que de
la variable x, un déplacement radial constant sur l’ensemble du cylindre et un champ
orthoradial identiquement nul :

�uf =

∣∣∣∣∣∣
uf (x)
0
wf

[33]

La relation entre le déplacement et la déformation donne :

Exx = uf ,x
Eθθ = wf

R

[34]

En égalant [31] et [34], on obtient la solution fondamentale :

�uf =

∣∣∣∣∣∣
− λ

Ex− λ−σ0
h x

0
R
(

νλ
E + λ−σ0

2h

) [35]

3.2.2. Equation de bifurcation

Le calcul de la charge critique et du mode de bifurcation passe par la résolution
de l’équation de bifurcation [20]. On construit le mode de bifurcation à partir de trois
champs (U , V et W), conformément à la cinématique [32] :

�X =

∣∣∣∣∣∣
U(x, θ) − ρW,x
V(x, θ) − ρ

R (W,θ −V)
W(x, θ)

[36]

Le champ de déplacement virtuel adopté est de la même forme :

δ�u =

∣∣∣∣∣∣
δu(x, θ) − ρδw,x
δv(x, θ) − ρ

R (δw,θ −δv)
δw(x, θ)

[37]



Bifurcations d’un cylindre comprimé 21

Le gradient du mode de bifurcation, tout comme celui du déplacement virtuel,
s’écrit :

¯̄∇ �X =


 U ,x −ρW,xx

1
R (U ,θ −ρW,xθ ) −W,x

V,x − ρ
R (W,θx −V,x ) 1

R

(V,θ − ρ
R (W,θθ −V,θ ) + W) 1

R (V −W,θ )
W,x

1
R

(W,θ −V + ρ
R (W,θ −V)

)
0




[38]

Dans le cas d’une structure mince de type coque, on considère que la contrainte
normale Σrr est nulle partout (alors que la cinématique choisie induit, de manière
contradictoire, une déformation Err nulle) et on remanie par conséquent les rela-
tions de comportement tridimensionnelles afin de prendre en compte cette condition
de contraintes planes Σrr = 0. La loi de comportement bidimensionnelle qui en ré-
sulte utilise les tenseurs réduits suivants :

Ce
ijkl = De

ijkl − De
33kl

De
3333

De
ij33,

Cp
ijkl = Dp

ijkl − Dp
33kl

Dp
3333

Dp
ij33, (i, j) 	= (3, 3), (k, l) 	= (3, 3)

[39]

Nous ne développerons pas l’écriture fastidieuse de l’équation de bifurcation [20].
Notons simplement qu’après intégration dans l’épaisseur, les intégrations par parties
appropriées en x et θ nous conduisent aux équations locales suivantes :

(α− λc)tU ,xx + µ
R2 tU ,θθ +β+µ

R tV,xθ + β
R tW,x = 0

β+µ
R tU ,xθ − µ

R2
t3

12V + (µ− λc)tV,xx +µ−λc

R2
t3

12V,xx + γ
R2 tV,θθ + γ

R4
t3

12V,θθ

+ µ
R2

t3

12W,θ −β+2µ−λc

R2
t3

12W,xxθ − γ
R4

t3

12W,θθθ = 0

β
R tU ,x + γ

R2 tV,θ + µ
R4

t3

12V,θ −β+2µ−λc

R2
t3

12V,xxθ − γ
R4

t3

12V,θθθ + γ
R2 tW + λctW,xx

− µ
R4

t3

12W,θθ +(α− λc) t3

12W,xxxx + 2β+4µ−λc

R2
t3

12W,xxθθ + γ
R4

t3

12W,θθθθ = 0
[40]

où on a noté en abrégé les modules de [39] :

α = Cp
1111 = 2µ

D (E + 4h)
β = Cp

1122 = Cp
2211 = 4µ

D (E + 2νh)
γ = Cp

2222 = 8µ
D (E + h)

[41]

avec D = 2µ(5 − 4ν) + 4h(1 − ν).

Dans le cas axisymétrique où les déplacements orthoradiaux sont nuls et où toute
grandeur est indépendante de la variable θ, il ne reste plus que deux parmi les trois
équations [40], qui s’écrivent après omission des termes négligeables :

αtU ,x + β
R tW = 0

α t3

12W,xxxx +λctW,xx + γ
R2 tW + β

R tU ,x = 0
[42]
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La combinaison de ces deux équations mène à une équation portant sur la seule
composante radiale du mode :

α
t3

12
W,xxxx +λctW,xx +

(
γ − β2

α

)
t

R2
W = 0 [43]

On retrouve une équation semblable à celle bien connue en élasticité.

3.2.3. Résolution dans le cas des bords libres

L’équation de bifurcation [43] s’applique directement au cas du cylindre à bords
libres. La solution fondamentale [35] est très simple, par contre les calculs de bifurca-
tion sont compliqués et on donne sans détailler la valeur de la contrainte critique :

λl
c =

Et

R

√
h

3[(5 − 4ν)E + 4h(1 − ν2)]
[44]

où l’exposant l rappelle qu’il s’agit du cas de bords libres. Le mode de bifurcation
quant à lui n’est pas simple à obtenir, il faut passer au cas suivant des bords appuyés
pour davantage de résultats analytiques.

3.2.4. Résolution dans le cas des bords appuyés

On considère ici un cylindre à bords appuyés : aux deux extrémités du cylindre
les déplacements radiaux sont bloqués, seules les rotations y sont libres. On peut de
nouveau utiliser l’équation de bifurcation [43] pour calculer la charge critique et le
mode de bifurcation, moyennant l’approximation qui consiste à prendre comme solu-
tion fondamentale celle du cas des bords libres. Cette approximation, motivée par les
faibles déformations pré-critiques, sera validée par les résultats numériques obtenus à
la section 4.3.1.

3.2.4.1. Charge critique et mode de bifurcation

De même qu’en élasticité, on est amené à supposer un mode de bifurcation sinu-
soïdal :

Wa = sin
nπx

l
(n ∈ N) [45]

de façon à respecter naturellement les conditions aux limites (l’exposant a se rapporte
aux bords appuyés). En remplaçant Wa dans [43], on obtient la valeur critique sous la
forme :

λa(n)
c = α

t2

12
n2π2

l2
+
(
γ − β2

α

)
1
R2

l2

n2π2
[46]

Le mode recherché s’obtient en minimisant λa(n)
c avec n ∈ N. Pour un cylindre

suffisamment long, la minimisation sur R donne une bonne approximation de la valeur
critique :

λa
c = 2λl

c =
Et

R

√
4h

3[(5 − 4ν)E + 4h(1 − ν2)]
[47]
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valeur qui correspond à :

na =
l

π
4

√
48h[(5 − 4ν)E + 4h(1 − ν2)]

R2t2(E + 4h)2
[48]

Le mode complet s’obtient en reprenant le système [42] :




Ua = l
naπR

2(E+2νh)
E+4h

(
cos naπx

l − 1
)

Va = 0
Wa = sin naπx

l

[49]

3.2.4.2. Calcul de λa
1

Le paramètre λa
1 noté λa

m dans le cas d’une bifurcation avec décharge naissante est
donné par [21] :

λa
m = max

Ω

(
−

¯̄M c : ¯̄∇ �Xa

¯̄M c : ¯̄∇�uf ,λ (λc)

)
[50]

Ici Ωp
f (tc) = Ω, volume de référence du cylindre, et :

¯̄M c =
µ√

h+ 3µ


 −2 0 0

0 1 0
0 0 1


 [51]

¯̄∇ �Xa =



(
− 2(E+2νh)

R(E+4h) + ρn2π2

l2

)
sin nπx

l 0 −nπ
l cos nπx

l

0 1
R sin nπx

l 0
nπ
l cos nπx

l 0 0


 [52]

¯̄∇�uf ,λ (λc) =


 − ( 1

E + 1
h

)
0 0

0 ν
E + 1

2h 0
0 0 0


 [53]

On obtient alors :

λa
1 =

2Eh[5E + 4h+ 8νh+
√

48h[(5 − 4ν)E + 4h(1 − ν2)]]
R(E + 4h)(5E + 4h+ 2νh)

[54]

On remarque, au passage, que le cas des bords encastrés se traite de manière simi-
laire à celui des bords appuyés.
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4. Modélisation numérique du flambement élastoplastique d’un cylindre sous
compression axiale

4.1. Cinématique, déformations et contraintes

Le modèle de coque élastoplastique en grandes rotations développé dans ce travail
est issu de celui décrit dans [BRA 97] auquel nous avons apporté quelques modifica-
tions.

La position de la coque est définie par le champ de vecteurs position des points de
la surface moyenne et un champ de vecteurs directeurs unitaires indiquant en chaque
point la direction de la fibre suivant l’épaisseur. Le vecteur directeur �T dans la confi-
guration de référence est choisi normal à la surface moyenne, contrairement à celui
dans la configuration déformée �t qui ne le sera pas nécessairement, conformément à
la formulation de Mindlin-Reissner.

Le déplacement d’un point (ξ, η, ζ), où ξ et η représentent les coordonnées sur la
surface moyenne et ζ la position dans l’épaisseur, est noté �D(ξ, η, ζ) = �U(ξ, η) +
ζ(�t(ξ, η) − �T (ξ, η)) avec �U(ξ, η) le déplacement du point correspondant appartenant
à la surface moyenne.

Le mouvement du voisinage d’un point est caractérisé par le tenseur gradient de
la transformation ¯̄F défini en tout point par ¯̄F = �aα ⊗ �Aα + �t ⊗ �T + ζ�t,α ⊗ �Aα

où { �Ai}i=1,2,3 et {�ai}i=1,2,3 définissent les bases locales covariantes dans les confi-
gurations de référence et actuelle et { �Ai}i=1,2,3 est la base contravariante duale de
{ �Ai}i=1,2,3, relativement à la surface moyenne, négligeant ainsi la variation de mé-
trique dans l’épaisseur.

L’évolution du vecteur directeur est donnée par �t = ¯̄R.�T où le tenseur ¯̄R =
exp ¯̄Θ =

∑+∞
k=0

¯̄Θ
k

k! est orthogonal ( ¯̄R
−1

= ¯̄R
T

) et définit la rotation finie autour

de �θ, vecteur adjoint du tenseur antisymétrique ¯̄Θ. La formule de Rodrigues fournit
une expression simple de ¯̄R :

¯̄R = cos θ¯̄I +
sin θ
θ

¯̄Θ +
1 − cos θ

θ2
�θ ⊗ �θ [55]

où θ = ‖�θ‖ désigne l’amplitude de la rotation.

Le tenseur des déformations de Green-Lagrange ¯̄E s’écrit :

¯̄E =
1
2
( ¯̄F

T
. ¯̄F − ¯̄I) =

1
2
(�ai.�aj − �Ai. �Aj) �Ai ⊗ �Aj [56]
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Si on décompose Eij = E
(0)
ij + ζE

(1)
ij + ζ2E

(2)
ij et que l’on néglige le terme du

second ordre en ζ, il reste, compte tenu de �aα = �Aα + �U,α :

E
(0)
αβ = 1

2 ( �Aα.�U,β + �Aβ .�U,α + �U,α.�U,β)
E

(0)
α3 = E

(0)
3α = 1

2 ( �Aα.(�t− �T ) + �U,α.�t)
E

(1)
αβ = 1

2 ( �Aα.(�t,β − �T,β) + �Aβ .(�t,α − �T,α) + �U,α.�t,β + �U,β .�t,α)
[57]

E
(0)
33 et E(1)

33 sont nuls du fait de l’inextensibilité du vecteur directeur.

L’utilisation du principe des travaux virtuels nécessite de connaître les variations
de ces composantes :

δE
(0)
αβ = 1

2 (( �Aα + �U,α).δ �U,β + ( �Aβ + �U,β).δ �U,α)
δE

(0)
α3 = δE

(0)
3α = 1

2 (( �Aα + �U,α).δ�t+ δ�U,α.�t)
δE

(1)
αβ = 1

2 (( �Aα + �U,α).δ�t,β + ( �Aβ + �U,β).δ�t,α + δ�U,α.�t,β + δ�U,β .�t,α)
[58]

Le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff de [10] est décomposé dans
la base covariante :

¯̄Σ = Σαβ �Aα ⊗ �Aβ + Σα3 �Aα ⊗ �T + Σ3α �T ⊗ �Aα + Σ33 �T ⊗ �T [59]

4.2. Résolution par éléments finis

La discrétisation du principe des travaux virtuels conduit à un système matriciel
non linéaire que l’on résout de manière classique par le schéma itératif de Newton-
Raphson. A chaque itération, l’intégration locale fournit notamment la matrice des
contraintes Σ et l’opérateur tangent consistant ∂Σ/∂E en fonction de l’incrément de
déformation, en contraintes planes. La discrétisation en temps des relations en vi-
tesses se fait avec le schéma d’Euler implicite. L’évaluation du vecteur force interne
ainsi que de la matrice raideur nécessite des intégrations dans le volume, qui sont ef-
fectuées par un procédé d’intégration numérique dans l’épaisseur. La programmation
a été effectuée avec le critère de von Mises pour un écrouissage mixte (isotrope non
linéaire et cinématique linéaire). La correction plastique décrite dans [SIM 86] permet
de prendre en compte correctement la condition de contraintes planes.

On évalue la fonction seuil f connaissant les prédictions élastiques ηE et pE ; si f
est négative, Cp

n+1 = ∂Σn+1
∂En+1

= Ce, sinon, on évalue le multiplicateur plastique λ en
résolvant :

f =
1
2
ηT

n+1Pηn+1 − 1
3
(σ0 +K(pn+1))2 = 0 [60]

avec :

ηn+1 = 1
1+ 2

3 λH
Γ(λ)C−1ηE , Γ(λ) = (C−1 + λ

1+ 2
3 λH

P )−1

pn+1 = pn + λ
√

2
3η

T
n+1Pηn+1

[61]
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et on met à jour les autres quantités, dont la matrice tangente consistante :

Cp
n+1 =

∂Σn+1

∂En+1
= Γ(λ) − (Γ(λ)Pηn+1)(Γ(λ)Pηn+1)T

ηT
n+1P

T Γ(λ)Pηn+1 + µ
[62]

avec :
µ = 2

3
γ1
γ2

(K ′(pn+1)γ1 +Hγ2)ηT
n+1Pηn+1

γ1 = 1 + 2
3λH, γ2 = 1 − 2

3λK
′(pn+1)

[63]

Afin de pouvoir franchir les points limites (extrema de force ou de déplacement)
qui sont relativement fréquents dans les problèmes d’instabilité, nous avons mis en
place une méthode de longueur d’arc quadratique généralisant l’approche de [LAM 92]
en permettant de gérer à la fois les forces imposées et les déplacements imposés.

Notre méthode s’appuie sur la méthode quadratique classique, développée par
Crisfield [CRI 83],[CRI 84], consistant à introduire, à l’itération i+ 1, la condition :

∆UT
i+1∆Ui+1 + ∆λ2

i+1ψ
2FT

r Fr = ∆l2 [64]

où U est le vecteur des déplacements nodaux, Fr le vecteur de référence des forces
nodales équivalentes, λ le facteur de charge, ψ un facteur d’échelle, l la longueur d’arc
et ∆ se rapporte aux grandeurs incrémentales.

Etant donnée la correction en charge δλi effectuée à l’itération i+ 1, la correction
similaire à apporter en déplacement se décompose en deux parties :

δUi = −K−1
T R(Ui, λi+1) = −K−1

T (R(Ui, λi) − δλiFr) = δUiR + δλiδUiF [65]

avec KT la matrice raideur tangente et R le résidu à l’itération courante.

La relation [64] conduit à une équation du second degré en δλi qui a parfois des
racines complexes. Lam et Morley [LAM 92] proposent alors de projeter le résidu sur
le vecteur force externe en décomposant, à l’itération i, le résidu Ri en sa projection

Gi = RT
i Fr

F T
r Fr

et une partie orthogonale àFr qu’on noteraHi = Ri−GiFr. Le problème
des racines complexes est ensuite résolu en réduisant au mieux la contribution du
terme orthogonal Hi responsable de leur présence.

La correction itérative [65] est tout d’abord remplacée par :

δUi = δUiH + xiδUiF [66]

avec δUiH = −K−1
T Hi, ce qui nous permet d’obtenir une nouvelle équation du se-

cond degré en xi. En cas de racines complexes, il est alors possible de pondérer, durant
la correction, le terme responsable relatif au résidu orthogonal.

Nous envisageons ensuite de généraliser ce pilotage par longueur d’arc au cas des
déplacements imposés. Dans cette configuration, on définit différemment la notion de
longueur d’arc en faisant intervenir le vecteur déplacement imposé de référence Ur à
la place du vecteur Fr dans [64]. Ce passage des forces imposées aux déplacements
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imposés modifie également la forme générale des équations d’équilibre et l’écriture de
la correction itérative en déplacement [65]. La racine à chaque itération, le paramètre
d’échelle et la prédiction à tous les incréments sont choisis de façon appropriée, ce qui
permet de traiter de manière unifiée les deux cas de forces et déplacements imposés.

Par ailleurs, des techniques spécifiques ont été développées à l’instar de Riks
[RIK 79],[RIK 91] et Seydel [SEY 94], de manière à pouvoir choisir une branche ar-
bitraire de bifurcation sur une structure sans imperfection.

Nous retenons globalement une méthode dite indirecte (peu coûteuse) pour le trai-
tement des points de bifurcation rencontrés durant la démarche de calcul incrémentale.
On distingue alors quatre étapes fondamentales à notre approche :

- on commence par détecter, à chaque nouvel incrément, un éventuel changement
de nature de la matrice raideur tangente, caractéristique du passage d’un point critique,
à l’aide d’une « fonction test » telle que le déterminant de la matrice ou ses pivots issus
d’une factorisation de Crout ;

- on utilise ensuite un paramètre de « raideur scalaire équivalente », traduisant en
quelque sorte la pente de la courbe force-déplacement associée, afin de préciser la
nature du point critique détecté (point limite ou point de bifurcation) ;

- s’il s’agit d’un point de bifurcation, on le situe au mieux par interpolation sur les
incréments l’encadrant ;

- après la détermination d’un point de bifurcation, on peut choisir de continuer
d’évoluer sur la branche actuelle ou bien de bifurquer. Le cas échéant, la description
de la branche bifurquée n’est possible qu’en guidant volontairement la solution vers
un nouveau point de cette branche, moyennant le choix d’une prédiction et d’une
correction adéquates. A l’instar de Seydel [SEY 94], on procède alors, au point de
bifurcation, à une prédiction basée sur une approximation modale en déplacement et
à une correction classique.

4.3. Résultats numériques

Les résultats numériques obtenus s’orientent vers deux objectifs. Les premiers cal-
culs, relatifs à des solutions axisymétriques, serviront de comparaison avec les résul-
tats analytiques développés au paragraphe 3. Ils permettront ainsi une validation de
notre programme quant à sa possibilité de modélisation d’un tel comportement cri-
tique de cylindre sous compression axiale. Dans un deuxième temps, l’approche nu-
mérique va permettre d’aller plus loin, en obtenant des solutions non axisymétriques,
faisant apparaître, entre autres, des modes « diamant » et des modes secondaires « patte
d’éléphant ». Ces derniers résultats montrent la capacité de notre programme à obte-
nir la quasi-totalité des modes rencontrés expérimentalement et permettent de dégager
certaines grandes règles quant à l’influence des différents paramètres géométriques et
matériels sur le type de mode obtenu.
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On présente ici uniquement les solutions les plus représentatives, sélectionnées
parmi les nombreux calculs effectués. Notons, au passage, que l’absence de prise en
compte des phénomènes de contact dans notre programme empêche le prolongement
de certains calculs jusqu’à des situations post-critiques encore plus lointaines.

Après quelques tests préalables de convergence vis-à-vis de la finesse du maillage,
on décide de se limiter dans tous les calculs qui suivent à des maillages raisonnables
de l’ordre de 200 éléments (quadrangles à 8 nœuds isoparamétriques à 5 degrés de
liberté par nœud) pour la portion du cylindre modélisée et à 4 points de Gauss pour
l’intégration numérique dans l’épaisseur.

4.3.1. Comparaison théorique-numérique

On calcule ici le cylindre du sous-paragraphe 3.2 avec les valeurs numériques des
tableaux 1 et 2.

Longueur l Rayon R Epaisseur t
2 m 1 m 1 cm

Tableau 1. Géométrie utilisée à la section 4.3.1

Module Coefficient Limite Module
d’Young E de Poisson ν d’élasticité σ0 d’écrouissage

isotrope h
2.1 1011 Pa 0.3 Bords libres : 1.108 Pa 2.1010 Pa

Bords appuyés : 3.5 108 Pa

Tableau 2. Propriétés matérielles utilisées à la section 4.3.1

4.3.1.1. Bords libres

Dans le cas des bords libres, on choisit la contrainte limite élastique σ0 suffisam-
ment petite pour bifurquer dans le domaine plastique. Le calcul donne une bifurcation
axisymétrique à charge croissante à la valeur critique de 184 MPa qui est égale (à
moins de 1 % près) à la contrainte analytique λl

c obtenue grâce à [44]. Le mode de
bifurcation a la forme d’une sinusoïde amortie au centre du cylindre et d’amplitude
maximale aux extrémités, conformément aux résultats de Batterman [BAT 68]. La fi-
gure 1 montre que la déformée modale numérique est très proche de celle analytique
d’un cylindre semi-infini de Batterman.

4.3.1.2. Bords appuyés

On trouve dans le cas des bords simplement appuyés une valeur critique double de
la précédente, en accord avec la solution analytique λa

c obtenue en [47]. De manière
qualitative, la bifurcation précède tout juste le maximum de la charge, comme cela a
été fréquemment observé dans d’autres applications numériques.



Bifurcations d’un cylindre comprimé 29
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F

Figure 1. Cylindre élastoplastique à bords libres sous compression axiale : déformées
modales axisymétriques analytique et numérique

La figure 2 représente la courbe charge-déplacement radial maximal dans ce cas
particulier. La relation [54] nous permet de tracer la tangente théorique au point de
bifurcation. La figure 2 montre que cette tangente se raccorde très bien à la courbe
numérique.
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Figure 2. Cylindre élastoplastique à bords appuyés sous compression axiale : évolu-
tion de la charge axiale en fonction du déplacement radial maximal
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4.3.2. Comparaison avec un résultat numérique de la littérature

En restant avec les modes axisymétriques, nous allons comparer nos résultats nu-
mériques à ceux de [BRA 97], basés également sur une théorie incrémentale de la
plasticité avec un écrouissage isotrope non linéaire. Nous prenons donc la même géo-
métrie et le même matériau que dans [BRA 97] (tableaux 3 et 4).

Longueur l Rayon R Epaisseur t
1.271 10−1 m 4.333 10−2 m 2.36 10−3 m

Tableau 3. Géométrie utilisée à la section 4.3.2

Module d’Young E Coefficient de Poisson ν Limite d’élasticité σ0

2.16962 1011 Pa 0.274 1.62722 108 Pa

Tableau 4. Propriétés matérielles utilisées à la section 4.3.2

Quant aux coefficients de la loi d’écrouissage isotrope non linéaire, ils sont dé-
terminés par lissage de la courbe donnée dans [BRA 97]. Les calculs sont effectués
avec deux conditions aux limites : bords simplement appuyés et bords encastrés. Les
courbes d’évolution de l’effort axial en fonction du raccourcissement axial (figure 3)
présentent toutes deux un point de bifurcation au voisinage du point limite et sont
en très bonne concordance avec les solutions de Brank, Peric et Damjanic. De plus,
elles sont très proches l’une de l’autre, ce qui corrobore la remarque faite aux sections
2.1.2 et 3.2.4, selon laquelle les deux types de conditions aux limites conduisent à
des résultats très similaires (figure 4). La figure 5 illustre la répartition de la déforma-
tion plastique équivalente sur la surface du cylindre (respectivement en moyenne et
au maximum dans l’épaisseur de la coque). Cette déformation plastique est maximale
au niveau de la localisation axisymétrique aux extrémités du cylindre (zone la plus
sombre) et atteint la valeur de 5.6 % à 1.6 % de raccourcissement axial pour le cas des
appuis simples et de 6.7 % à 2.3 % de raccourcissement axial pour les bords encastrés.

4.3.3. Influence de l’épaisseur, du module d’écrouissage et des conditions aux limites

Après les validations théorique/numérique et numérique/numérique aux sections
4.3.1 et 4.3.2, on utilise dans la suite le programme de calcul pour explorer les modes
plus évolués. On fera varier les paramètres géométriques et matériels, ainsi que les
conditions aux limites (bords libres, appuyés ou encastrés, contraintes ou déplace-
ments imposés), et on étudiera la réponse post-critique du cylindre sous compression
axiale. Il est prévisible que les conditions aux limites aient une forte influence sur l’al-
lure de la géométrie déformée, en particulier si elle est non axisymétrique. En effet,
on s’aperçoit par exemple dans le cas de bords libres, qu’un déplacement longitudi-
nal imposé aux extrémités conduit plus naturellement à un mode axisymétrique, alors
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Figure 3. Cylindre élastoplastique sous compression axiale : courbes contrainte de
compression-raccourcissement axial

EncastrementAppui simple

Figure 4. Cylindre élastoplastique sous compression axiale : déformées axisymé-
triques

qu’une force axiale imposée autorise davantage, par la liberté de mouvement de ces
extrémités, un mode non axisymétrique.

La gamme des résultats obtenus dans cette section 4.3.3 utilise la géométrie et les
caractéristiques mécaniques des tableaux 5 et 6.
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Maximum : 5.6 % Maximum : 6.7 %

Moyenne

Encastrement

Moyenne

Appui simple

Figure 5. Cylindre élastoplastique sous compression axiale : déformation plastique
équivalente

Longueur l Rayon R Epaisseur t
5 m 1.5 m 7 cm, 5 cm, 3 cm, 2 cm, 12 mm, 6 mm

selon le cas

Tableau 5. Géométrie utilisée à la section 4.3.3

Dans l’ensemble des courbes tracées par la suite, on ramène la contrainte de com-
pression λ à une grandeur adimensionnelle en la normalisant par la contrainte limite
élastique σ0, de manière à analyser plus aisément les différents calculs effectués.

4.3.3.1. Bords libres

En choisissant une épaisseur relativement importante (t = 7 cm), un écrouissage
intermédiaire (h = 2.1010 Pa) et en forces imposées, on obtient la première solu-
tion bifurquée comportant trois ondes circonférencielles représentées sur la figure 6.
Cette déformée est conforme à l’observation expérimentale ainsi qu’aux résultats nu-
mériques obtenus par Goto et Zhang [GOT 99]. La figure 7 décrit la distribution de la
déformation plastique sur l’ensemble du cylindre. Un maximum de 8.4 % est atteint à
la jonction de deux ondes circonférencielles successives toujours localisées aux extré-
mités du cylindre.

En conservant les mêmes conditions aux limites et le même chargement, on dimi-
nue l’épaisseur du cylindre à t = 5 cm, de façon à observer l’influence du rapportR/t
sur le nombre d’ondes circonférencielles. La figure 8 montre qu’il y a bien une aug-
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Module Coefficient Limite Module d’écrouissage
d’Young E de Poisson ν d’élasticité σ0 isotrope h
2.1 1011 Pa 0.3 4.108 Pa 2.1010 Pa, 5.1010 Pa, 5.108 Pa

selon le cas

Tableau 6. Propriétés matérielles utilisées à la section 4.3.3

Figure 6. Cylindre élastoplastique sous compression axiale : bords libres, forces im-
posées, t = 7 cm

mentation du nombre d’ondes circonférencielles (on est passé de trois ondes à quatre)
comme observé dans [GOT 99] et [TVE 83]. Le mode de bifurcation est localisé aux
deux extrémités et comporte une série de « décrochements » périodiques vers l’inté-
rieur du cylindre.

La figure 9 représente les courbes de réponse pour t = 5 cm et t = 7 cm. Dans
les deux cas, la plastification (totale) du cylindre précède (tout juste pour l’épais-
seur la plus faible) le point de bifurcation qui, lui-même, précède le maximum de
la contrainte.

REMARQUE. — Concernant le maillage : signalons que pour exhiber trois ondes cir-
conférencielles dans la figure 6, on a maillé un quart du cylindre. Afin de réduire
le coût de calcul, on maillera désormais seulement un huitième du cylindre, sachant
qu’ainsi on n’obtiendra que des déformées comportant un nombre pair d’ondes cir-
conférencielles, comme c’est le cas de la figure 8. Concernant le type d’écrouissage :
à titre de vérification, le dernier calcul a été effectué également pour un écrouissage
non plus isotrope mais cinématique linéaire (avec H = 2.1010 Pa), et les résultats
obtenus sont globalement les mêmes.
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Maximum : 8.4 %Moyenne

Figure 7. Cylindre élastoplastique sous compression axiale : bords libres, forces im-
posées, t = 7 cm, déformation plastique équivalente

Figure 8. Cylindre élastoplastique sous compression axiale : bords libres, forces im-
posées, t = 5 cm

4.3.3.2. Bords encastrés

On s’intéressera dans la suite aux conditions d’appui simple et d’encastrement,
qui sont plus proches des conditions expérimentales. On choisit de prendre un module
d’écrouissage isotrope linéaire h = 5.1010 Pa, valeur assez forte afin d’obtenir des
modes non axisymétriques étendus sur la surface du cylindre (modes « diamant ») ou
limités à une région proche des extrémités du cylindre.
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Figure 9. Cylindre élastoplastique sous compression axiale (bords libres, forces im-
posées) : courbes contrainte de compression-raccourcissement axial (◦,• : début de
plastification ; �,� : bifurcation)

En forces imposées, on obtient deux modes « diamant » avec une épaisseur t =
5 cm (puis t = 3 cm), présentés en figure 10, dont les nombres d’ondes aussi bien
axiaux que circonférenciels augmentent avec le rapport R/t (même constatation donc
que dans le cas des bords libres).

(a) (b)

Figure 10. Cylindre élastoplastique sous compression axiale : bords encastrés, forces
imposées, (a) t = 5 cm - (b) t = 3 cm
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Les courbes de réponse (figure 11) montrent que le point de bifurcation apparaît
à nouveau un peu avant le point limite. On remarque ici que le rapport entre les deux
contraintes aux points de bifurcation est très proche du rapport des épaisseurs, ce
qui rappelle la proportionnalité entre la contrainte analytique de la relation [47] et
l’épaisseur du cylindre.
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Figure 11. Cylindre élastoplastique sous compression axiale (bords encastrés, forces
imposées) : courbes contrainte de compression-raccourcissement axial (◦,• : début de
plastification ; �,� : bifurcation)

REMARQUE. — Les déplacements imposés donnent à peu près les mêmes résultats.

Les modes secondaires ne s’obtiennent qu’avec un module d’écrouissage beau-
coup plus faible et qu’en déplacements imposés, ce qui favorise la localisation d’un
mode axisymétrique. La figure 12 montre deux modes secondaires de type « patte
d’éléphant » obtenus en déplacements imposés avec h = 5.108 Pa. On constate de
nouveau que l’ordre circonférenciel dépend essentiellement de l’épaisseur du cylindre.

4.3.3.3. Bords appuyés

Pour la condition d’appuis simples, en forces imposées et avec l’épaisseur t =
2 cm, le mode non axisymétrique obtenu ne s’étend pas sur l’ensemble du cylindre
(figure 13(a)).

La figure 13(b) montre que dans le cas où l’on impose les déplacements aux extré-
mités, la déformée est plus étendue que dans le cas des forces imposées et le nombre
de « fossettes » est plus important. On peut interpréter ceci par le fait qu’en contraintes
imposées les cercles de base ne sont pas astreints à rester plans, la structure est donc
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(a)

(b)

Figure 12. Cylindre élastoplastique sous compression axiale : bords encastrés, dé-
placements imposés, (a) t = 12 mm - (b) t = 6 mm, modes secondaires

(a) (b)

Figure 13. Cylindre élastoplastique sous compression axiale : bords appuyés, (a)
forces imposées - (b) déplacements imposés, t = 2 cm

moins « rigidifiée » qu’en déplacements imposés et les fossettes peuvent s’estomper
plus facilement.
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Les deux courbes de réponse correspondantes (figure 14) sont très similaires jus-
qu’au point critique. Contrairement au cas des forces imposées, dans le cas des dépla-
cements imposés, la courbe post-critique présente plusieurs points limites successifs
qui doivent apparaître avec la formation des fossettes supplémentaires.
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Figure 14. Cylindre élastoplastique sous compression axiale (bords appuyés, t =
2 cm) : courbes contrainte de compression-raccourcissement axial (◦,• : début de
plastification ; �,� : bifurcation ; FI : Forces imposées ; DI : Déplacements imposés)

5. Conclusion

Un modèle de coque en grandes rotations a été mis en œuvre avec une loi de
comportement élastoplastique munie d’un écrouissage mixte. Devant la diversité des
formulations en matière de grandes transformations élastoplastiques, nous avons opté
pour une formulation lagrangienne totale où la déformation est décomposée de ma-
nière additive et les équations constitutives écrites sur le modèle des matériaux stan-
dard généralisés dont le cadre thermodynamique a fait ses preuves en plasticité petites
transformations.

La formulation élément fini correspondante est associée à des techniques de lon-
gueur d’arc et de bifurcation suffisamment robustes et générales pour pouvoir résoudre
les problèmes d’instabilité rencontrés. L’ensemble de ces développements numériques
a permis d’obtenir un éventail de modes de flambement dans le cas du cylindre sous
compression axiale, parmi lesquels des modes secondaires. Une classification de ces
différents modes est présentée dans le tableau 7.

Le modèle présenté dans cette étude parvient à décrire l’ensemble de ces modes
dont l’apparition dépend principalement du module d’écrouissage, de l’épaisseur et
des conditions aux limites. En particulier, l’influence majeure de l’épaisseur sur les
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Cylindres Simplement appuyés Encastrés Libres

Axisymétrique Axisymétrique Localisation
Epais (+ forte localisation) (+ localisation) axisymétrique

(figure 4) (figure 4) (figure 1)
Modérément Mode secondaire

épais - « patte d’éléphant » -
(figure 12)

Localisation non
Minces Diamant Diamant axisymétrique

(figure 13) (figure 10) (figures 6 et 8)

Tableau 7. Classification des modes de bifurcation du cylindre sous compression
axiale selon l’épaisseur et les conditions aux limites

nombres d’ondes axiales et circonférencielles a été clairement mis en valeur sur l’en-
semble des types de modes rencontrés.

Les résultats de la section 4.3.3 permettent, sans avoir recours aux imperfections
géométriques, d’exhiber la majeure partie des modes obtenus par les auteurs préala-
blement cités [TVE 83],[GOT 99], de manière automatique, en décrivant dans chaque
cas le comportement post-critique jusqu’à un état relativement avancé des déforma-
tions. Les formes et les courbes de réponse obtenues sont en parfait accord avec la
plupart des résultats expérimentaux rapportés dans [AFL 88] et [LIM 91].

Nous avons aussi établi la liaison entre les résultats numériques précédents et la
théorie de bifurcation plastique [HUT 74],[NGU 00] et montré la très bonne corres-
pondance entre les résultats numériques et les solutions analytiques envisagés - voir
relations [44] et [47] et figures 1 et 2.
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