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RESUME.Cet article présente une méthode d’analyse simplifiée des structures inélastiques.
Cette approche a été proposée par J. Zarka et al. afin de prédire la nature de I'état limite et
le comportement des structures sollicitées cycliquement. Elle permet une diminution du temps
et de la complexité des calculs, comparée aux formulations incrémentales classiques. Suite a
une décomposition de la réponse réelle (en une partie élastique et une partie plastique) et a
un changement de variable, les champs de contraintes résiduelles et de déformations
plastiques sont déterminés en tout point de la structure grace a un calcul purement élastique.
De plus, l'application de I'analyse simplifiée va nous permettre de nous affranchir de la
sous-intégration des éléments.

ABSTRACT This paper presents a simplified analysis method for the inelastic structures. This
approach has been proposed by J. Zarka et al. in order to predict the nature of the limit state
and the behaviour of structures undayclic load. It decreases significantly the
computational complexity and duration of the calculations in comparison to incremental
formulations. By means of a decomposition of the real response (into an elastic and a plastic
part) and of a change of variable, the plastic strains and the residual stresses can be
determined in the whole structure thanks to a purely elastic calculation.

MOTS-CLES : analyse inélastique simplifiée, état limite, chargemenytlique radial,
contraintes résiduelles, déformations plastiques, sous-intégration des éléments.
KEYWORDS simplified analysis, limit stategyclic radial loading, residual stresses, plastic
strain, under-integration of elements.
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1. Introduction

Les problemes de technologie actuels nécessitent la connaissance du
comportement des structures sous chargements mécaniques qui varient
périodiguement et peuvent ainsi induire des déformations irréversibles. Ceci conduit
a une analyse inélastique de structure s’effectuant habituellement par I'utilisation de
méthodes de type incrémental. Dans le cas des chargements cycliques, ces méthodes
entrainent des codts et des temps de calcul trés élevés. Dans cette étude, nous nous
intéresserons a la Méthode d’Analyse Simplifiee des Structures Inélastiques
proposée par le Professeur Zarka et son équipe [ZAR 90]. Elle repose, par un calcul
purement élastique, sur la décomposition de la réponse réelle et sur un changement
de variable adéquat qui permettent de déterminer I'état limite d’une structure ainsi
que les déformations plastiques et les contraintes résiduelles en tout point.

La validité de cette méthode a été prouvée dans plusieurs domaines : a partir
d'exemples simples [ING 84, VAS 96, TRI 83, GAT 93] ; d'application concretes
sous chargements sismiques ou dynamiques [ZAR 88] ; pour les études de contact
par roulement, grenaillage ou galetage [ZAR 90, FRE 91, LU 91, BRA 91] ou
encore avec prise en compte des effets géométriques [JAR 87].

Au bout d’'un grand nombre de cycles, trois états limites peuvent apparaitre
(figure 1) :

— a) adaptation. En tout point de la structure, la déformation plastique atteint un
état limite stabilisé constant ;

— b) accommodation. En tout point de la structure, la déformation plastique
atteint un état limite stabilisé périodique ;

— ¢) rochet. Il existe au moins un point de la structure ou la déformation
plastique s’'accroit de maniére incrémentale et ce, jusqu'a obtenir la ruine de la
structure.

Zmin

Figure 1. Etats limites d'une structure
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Nous verrons la méthode d’analyse simplifi€ée puis l'intégration de cette méthode
dans un code éléments finis. Enfin par un exemple, nous montrerons l'influence de la
sous-intégration des éléments sur la méthode par le biais des répartitions des champs
de contraintes résiduelles et de la déformation plastique.

2. La méthode d’analyse simplifiee

Les chargements retenus sont de type quasi statique sous I'hypothése des petites
perturbations. La structure est constituée d'un matériau dit Standard Généralisé
(MSG) [HAL 75]. Ces matériaux sont supposés stables au sens de Drucker
[DRU 64] et obéissent au Principe du Travail Plastique Maximal (PTPM) de Hill
[HIL 50]. Ceci entraine la normalité du vecteur accroissement des déformations
plastiques et la convexité de la surface de charge f.

Le critere de von Mises permet de représenter cette surface de charge dans
I'espace des déviateurs du tenseur des contraintes. De plus, le matériau posséde une
loi d’évolution a écrouissage cinématique linéaire (modéle de Prager [PRA 55]) afin
d’exclure I'état limite de type Rochet. L'état adapté ou accommodé de la structure
est obtenu lorsque le cycle asymptotique est respectivement élastique ou périodique.

2.1.Détermination des différentes réponses de la structure

Soit U®(t),E®(t) et Z¢(t) la réponse élastique fictive de la structure en

fonction du temp$ (respectivement déplacement, déformation et contrainte). Nous
avons :

E *{t) =M 2°(t) +E' (1) [1]

E'(t) étant la déformation initiale & la matrice de rigidité ou de souplesse.

Soit U(t),E(t) et X(t) la réponse réelle de la structure qui peut étre
décomposée en une partie élastique (-el) et une partie inélastique (-ine, R) auto-

equilibrée :
[(t) =U®(t) +U ™ (1)
(t) =E°(t) +E™(1)

t) ==°(t) +R(t
(1) =2°(1) +R() o

De plus, il est aussi possible de décomposer, de fagon traditioriE(&llen une
partie élastique, plastique et initiale :
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éE(t) =E (1) +E"(t) +E' ()
E 1) =M (1) 3]

Les équations [2] et [3] donnent :

E"e(t) = MR(t) + EP(t) [4]
R(t) étant le champ demntraintes résiduelleset EP(t) la déformation plastique.

Par l'intermédiaire d’'un opérateur élastique de type éléments finisFhét8,
nous allons déterminer les champs de déplacements, de déformations et de
contraintes selon la réponse considéEeAS est de la forme générale suivante
(figure 2) et permet de déduire la réponse élastique de la structure :

ELAS (V,Sy.Sg, X9(1),E' (1), U°(1),F!(1),M) (5]
u'ep Sy

Xd(t) :forces de volumes.
Fd(t) : forces de surfaces

S U9(t) :déplacements imposés.
.

S

®

Figure 2. Chargement de la structure

En comparant les équations [1] €},[dn en déduit que le champ des contraintes
inélastiques peut étre obtenu en réalisant un calcul élastigue homogene, avec comme
déformation initialeEP(t), autrement dit en utilisant 'opérateBtAS avec les

parameétres suivants :
ELAS (V.S ,S 0% EP(1)0%0% M ™) (6]

Cela signifie que le champ des contraintes résiduelles est une fonction linéaire de
la déformation irréversibleEP(t) que I'on peut donc exprimer symboliquement

sous la forme :

R(t) =Z ,EP (1) 7]
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Z, est un opérateur linéaire symétrique et singulier. Par conséquent, a partir de
EP(t) on peut détermindR(t), mais la réciprogue n’est pas vraie. Nous allons donc
découpler I'équation [7] par I'intermédiaire d’'un changement de variable.

2.2.Nouvelle écriture

Pour le matériau a écrouissage cinématique linéaire, le modéle de Prager associé
au critére de von Mises permet d’intégrer la notion de paramétre interne et peut se
mettre sous la forme suivante dans I'espace des déviateurs de conBaintes

3
f(SE") =§(S(t)-y(t))(S(t)-y(t))SOo2 -
avecf la fonction de chargeg, la limite élastique ey(t) = CE"(t) le champ des
paramétres internes,&ant le module d’écrouissage.

Comme3(t) =Z°(t) +R(t) et S(t)=dejX(t)], on a S(t) = S (t) + devR(t) et:

S(t) - y(t) =S®(t) - [y(t)-devR )]
On pose finalement :
Y (t)=y(t)—devR(t) [9]

ou Y(t) est le parameétre transformé de la structure. Il met en évidence le couplage
qui existe entre les contraintes résiduelles et les parametres internes caractérisant
I'écrouissage/. On se place désormais dans I'espaceYdes

Le critére de von Mises s’écrit donc :
359t ~v(e)E) -Y(t) 0,
2 [10]
L’introduction de ce paramétre nous fournit les renseignements suivants :

— a chaque instant, ces paramétres doivent vérifier le critere de plasticité c’est-a-
dire étre plastiguement admissibles. lls sont a l'intérieur du convexe centré sur

set)

—s'il y a écoulement, il se fait a la vitesse :
E"() =AB 0 - ()] 1]

oUA=0sif (SEP)<0etA20si f (SEP)=0
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Dans I'espace des Y, les positions\¥{¢) sont connues dés lors que la solution
élastique S°'(t) est connue indépendamment de [I'histoire de chargement. Ces

positions sont déterminées localement en tout point de la structure. Ainsi on peut
exprimer la déformation inélastique”(t) en fonction der(t) et deR(t), soit :
[12]

EP(t) =€ Y (t)+devRt)]

L’équation [13] injectée dans I'équation [4], nous donne :
[13]

E M(t) = MR(t) +C Y (t)+ C ‘devR(t)
[14]

O E™(t) =[M+CdeR(t) +C71Y(t)

On posel\7| =M+Cldev ol M est I'opérateur de souplesse modifié.
On détermine les champs inélastiques et dBft) par I'intermédiaire de
I'opérateur élastique adapté a I'état limite considéré, mis alors sous la forme :
[15]

ELAS (V,S,,S:.0% €7ty (t),04 00, M ™)
avec comme déformation initial@ ™Y (t) et comme loi de comportement .

On a finalement le champ des contraintes résiduelles tel que :
[16]

R(t) =M ~1E ™(1) ~C 7MY (1)]
est fonction d’'un module de Young

1

La loi de comportement modifié® ~
modifié E et d’un coefficient de Poissoh modifié :

%: 3EC
+
H Z+3C
[17]

2.3.Nature de I'état limite de la structure
L'état limite peut étre immédiatement déterminé a partir des analyses inélastiques

de la structure c'est-a-dire en obtenaff(t) pour un cycle [0,T].
Le critere de von Mises est représenté par une sphéere. Dans 'espaceeits

sphere est centrée &§'(t) et est de rayow,, .
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Pour des chargements cycliques et en chaque Pailet la structure, le champ
descontraintes élastiques varie périodiquement sous la forme :

Z°(P, 1) = (= A(D)Z o (P)+ A(DZ e (P) (18]
Le facteurA(t) variant entre O et 1 puis entre 1 et 0.

Une construction élémentaire et locale est requise. Goil'intersection entre

le convexeC (S, ) centré enSE. et le convexeC(S2,,) centré enSE.. . Ces

deux convexes sont obtenus respectivement pour I'amplitude de chargement
maximum et pour I'amplitude de chargement minimum. Posons donc :

C. =C (Shax )N C(Shin) [19]

D’aprés Halphen [HAL 78], sur une période, I'état limite d’'une structure peut
étre adapté siC, est non vide €, # 0 ) en tout point de la structure ou

accommodé sC, estvide C, = O) en au moins un point de la structure.

Y doit étre plastiguement admissibles & chaque instant et donc appartenir aux
deux convexes afin d’obtenir la solution finale denotée Y, . En fonction de la

position d'unY, (paramétre transformé structural initial), nous allons étre amené a
faire des projections orthogonales pour évaluer la solufion

Nous supposerons un état initial vierge de la structure c’est-a-dire :
BY©)=Y,=0
— =P ()= —
EE (0)= E” (0)= R(0)=0 [20]

Ainsi, les cas possibles de projections peuvent étre représentés suivant la
figure 3.

Y.,
O
. Se’;vlm Ymin S?J\ax
(@ (b) (c)

Figure 3. Regles de projection
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2.3.1.Cas adapté (figures 3.a et 3.b)
—(a) Yo OC, . Il n'y a pas plastification et donEP = 0.On a:

ELAS (V.§ .S 0°,EP 0909 M) [21]

—(b) Y, = proj Y1 Il'y a plastification :
CL

ELAS (V. .5 0 .cly 0°0°M™) [22]

Ces deux opérateurs permettent de déterminer les champs inélastiques adaptés.

2.3.2.Cas accommaodeé (figure 3.c)

— (c) On recherche une borne inférieure et une borne supérieuf® dqui
permettront d’obtenir un encadrement de la quawiié .

Borne inférieure comme a chagque sommet la solution doit se trouver dans
C(S%,) puis dansC(S%,,), une borne inférieure immédiate est obtenue pour
'amplitude AY [ZAR 90].

AY in = %_20_05 s°
" s
[23]

g, estle rayon de la sphera S = & —S8. et "A §'|| = \/ 320 (As*) .

On obtient finalementAU™ , AE"® et AR,, par lintermédiaire de
I'opérateur :

ELAS(V, § . 0 €AY, ,0*,0° M%) [24]

Borne supérieure quand I'amplitude de charge est trés grande, il est possible de
démontrer qu’un état stationnaire est atteint dans lequel la vitesse d’évolution de

Y;; estla méme que celle tﬁ'. L'équation [18] devient :

$'= A min +A'Sﬁlax [25]

Nous pouvons écrire :

1. Y, estla projection orthogonale dg surC,_
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el _ dS° | | el
SS'=—=-S,, t =AS
d/\ ﬁ‘lln %ax [26]
0 ¥=5"=as" 27]
et
or
3 el _ T (cel _ —
- -Y) (S -Y)=0
2 [29]
e
OA=——-
Go [30]
Les positions ultimes, comme l'illustre la figure 4, s’écriront :
ult el 1 -1\,
Ymin =Smin +—CY
A [31]
Yr?wlzflx = Sﬁwlax _ic_lY.
A [32]

Figure 4.Bornes supérieures de 'accommodation

D’ou finalement :

Ay max = lerjlgx - lerJ1I|tn . [33]
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On obtient AUNe , AEne et AR ., par 'opérateur :

ELAS(V, § .§ 0 €A Yy .0° 0%, M) [34]

2.3.3.Partition mixte

Considérons deux types de la partition du volirei suit (figure 5) :

Figure 5. Partition mixte

—surV,, il n'y a pas d’évolution plastique du mécanisme (Cf. équation [21].

—surVy, Y est connu et c’est la déformation plastiqeB qui est recherchée
(Cf. équations [22], [24] et [34].

3. Intégration de la méthode d’analyse simplifiée dans un code Eléments Finis

Soit U une approximation d& champ de déplacement en chaque point de
I'élément elt :

U=U=3(N) U =(N).0*"
[35]
WEL représente I'ensemble des déplacements nodaux pour un élément particulier
elt. <N> représente la matrice des fonctions d’interpolation sur I'élément ou matrice

des fonctions de forme.

Les déformations sont obtenues par I'équation approchée suivante :
E=B.U" [36]

avecE vecteur représentatif des déformation8 ehatrice de dérivée des fonctions
de forme. La matrice élémentaire de rigidité est la suivante :
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K =B ™™ ™Bdv+ [B™™M "Bdv
V, Vy [37]
Soit Felt le vecteur des forces nodales élémentaires tel que :
Fe = IBTM “E'dv +IN TXdv + INT Fdse
Vy Se [38]
Dans le cadre de l'analyse simplifiée, on cherche un champ de contraintes
statiquement admissible avec des chargements nuls et un champ de déformations

cinématiguement admissible avec des conditions aux limites nulles. La relation [38]
devient :

Fe' = 1BTM E'dv
Y [39]
L'arbre de programmation correspondant a limplémentation de l'analyse
simplifiée est représenté sur la figure 6.

[ Conditions iitiales :E,o,,v,h, Y, ]
|

Calcul élastique pur.
Détermination des &\, et de =%,

Yio=Yo
. O—NON OUl m— _(
i=
Adaptation
=i+l
r oul En un point NON Au point P oul 1

Adaptation locald
Yoy ®)= Y ®)

Accommodation local

EBOMESA Yoy (P) Ay )
B ' v, F@=cue ; PrCT E’ PrdevR ®

. . HIE.9)
2,
DYy (P)=H-—CAS(P) ot oy T S P iy (P)
i g[ HA§‘(P)H§A i (P = S5a(P) H S P~ o0 (P) £ ou ‘ NON
sToP

Figure 6. Arbre de programmation

uouesuemoeaj
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4. Application

Cette méthode a été intégrée dans le code éléments finis SYSTUS afin de
I'appliquer aux structures 3D. Nous I'avons donc testée sur un crochet de levage en
acier soumis a une pression répartie de flexion (figure 7). Les caractéristiques
mécaniques sont représentées dans le tableau 1.

Module de Young| Coefficient de Limite élastique Module
E Poissorv Oy d’'écrouissag€
210 000 MPa 0,28 300 MPa 0,1 xE

Tableau 1.Caractéristiques mécaniques du crochet

Ce crochet est discrétisé 298 éléments et 1 744 nceuds (soit 5232 degrés de
liberté). Il est modélisé en éléments hexaédriques quadratiques (& 20 nceuds). Ces
éléments sont sous-intégrés (8 points d’'intégration) pour la résolution
élastoplastique classique (sous SYSTUS, la sous-intégration des éléments est
nécessaire).

Pour I'analyse simplifiée, des tests ont été effectués pour ces mémes éléments en
considérant le cas avec sous-intégration (8 points d'intégration) et le cas sans sous-
intégration (27 points de Gauss).

[D] S

Pmin

OPyax = 80MPa
min = 0MPa

Figure 7. Modélisation du crochet de levage et chargement

La face B est bloquée dans les trois directions et une pression cyclique est
appliquée sur la surface D. Nous choisissons de fixer la valeur de la pression
minimum et d’'appliquer un chargement maximum afin que la structure reste
adaptée

Les résultats obtenus par l'analyse simplifiée sont comparés a ceux de la
résolution élastoplastique (appliquée sur la méme structure, pour le méme
chargement et par le méme code de calcul).
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Les figures 8 et 9 représentent les répartitions des champs inélastiques
(contraintes résiduelles selon von Mises et déformation plastique) obtenues par les
deux méthodes.

conramic von 1 ISOVALEURS

Ceoptraln contrainte van

Ref. Global Temps 1

A ) [Ref. Global) R

Min = 00020954 Min = 00010867
Min - 0802098 Min = 1.0024508 Max - 100.446

Max = B4.7B15

5.80055
11.7776
17.8B47
23.5518
2843809
35.326

41.2131
17.1002
52.0873
58.8744

(TIRRLT

Figure 8. Répartition du champ de contraintes résiduelles (VMIS), (a) Analyse
simplifiée (sans sous-intégration), (b) Analyse simplifiée (avec sous-intégration),
(c) Méthode incrémentale (avec sous-intégration)

ISOVALEURS 1SOVALEURS L LsovaLEURS
geformation cauly dsformation equi deformation squiv
Temps 1 o7 Bloha
(Re. Blobal) T o) (Ref. Blnhal)
Min = 0 in - 0
Max = 0.00092517 Min - 1.42819¢-04 Max = 0.0008637 1

Max - 0.00262111

—— s
7.851956-05 — £85195e-Us
== poonis70za 0000238255 == p'annis7na0
= | gossses 0.000476577 I 023555
. 555 = .DDD235553
== 005 a0es 0.000714858 == N
= VUUUET Uy
= 392 0.000953139 = 2.
0.000392597 = 0.000392507
= plonosri17 = 0:00118142 D.DDD47II1T
D.000549535 0.0014287 = vluuuseussy
= = — U
0000628156 [ 0-00166788 nNNAZAIAR
0.000706675 0.00150528 " p.ooorosers
= = — .
0.000785195 = 100214454 INTIAT YN
— 000238283 —

Figure 9. Répartition du champ de déformation plastique, (a) Analyse simplifiée
(sans sous-intégration), (b) Analyse simplifiée (avec sous-intégration), (c) Méthode
incrémentale (avec sous-intégration)

Afin de mieux illustrer les résultats, nous avons comparé la variation des
contraintes résiduelles et de la déformation plastique le long de la courbe C (figures
10 et 11).
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Figure 10.Evolution de la contrainte résiduelle suivant la courbe C
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0,0025 1‘

- I\

- [

0,001 \

Déformation plastique suivant C

7NV

Noeuds

| == éthode incrémentale 8= Analyse simplifiée (sans sous-intégration) —4— Analyse simplifite (avec sous-intégration)

Figure 11.Evolution de la déformation plastique suivant C
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5. Conclusion

Nous avons choisi de nous intéresser a l'intégration de la méthode d’analyse
simplifiée dans le code éléments finis SYSTUS. Pour valider nos résultats nous
avons adopté une approche élastoplastique classique. Nous nous sommes
particulierement intéressé a la sous intégration des éléments des deux méthodes.

L'analyse simplifiée associée aux éléments avec sous-intégration ne nous donne
pas de résultats concluants si nous les comparons a ceux de la méthode
incrémentale.

L'analyse simplifiée associée aux éléments sans sous-intégration permet une
estimation correcte des champs de déformations plastiques et de contraintes
résiduelles (au bout de trois itérations). Ceci est réalisé a colts et a temps de calculs
négligeables : 752,79 secondes temps CPU contre 4 799,53 secondes pour la
résolution élastoplastique. Le calcul simplifié nécessite donc un temps proche de
1/6° du temps de calcul pas a pas effectué sachant que I'erreur relative est trés faible
(environ 0,3 % pour les contraintes résiduelles et 7 % pour la déformation
plastique).

Ainsi, les résultats pour la charge constante montrent un trés bon accord entre le
calcul simplifié et le calcul élastoplastique sachant que le nombre de points de
Gauss n’'a pas été réduit pour le calcul simplifié.

L'intégration trop faible des éléments conduit a des probléemes d'instabilité
numérique [GMU 00]. Dans le cas de I'analyse simplifiée, la convergence vers une
solution cohérente avec la résolution élastoplastique dépend de cette sous-
intégration.
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