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RESUME.Ce travail traite d’'une approche variationnelle mixte pour I'analyse linéaire des
coques. Le modele MiSP (Mixed Shear Projection) est basé sur le principe de Hellinger-
Reissner, avec une représentation particuliere des déformations de cisaillement transversal.
Pour améliorer le comportement membranaire des coques, une représentation 3D du concept
« Fiber Rotation » est faite. Elle sera adaptée a la formulation du modele MiSP dégénéré.
Deux éléments de coque a 4 nceuds sévetibpés : MiSP4-Q4 et MiSP4-FRQ. Des tests de
validation standards sont présentés. lls montrent une bonne convergence des deux éléments
finis.

ABSTRACT.This work deals with a mixed variational approach for the linear analysis of
shells. MiSP model (Mixed Shear Projection) is based on the Hellinger-Reissner principle
with a particular representation of the transverse shear strains. To improve the membrane
behaviour of shells, a 3D representation of the “Fiber Rotation” concept is made and
adapted to the formulation of the degenerated MiSP model. Two 4-node shell finite elements
are developed: MiSP4-Qdnd MiSP4-FRQ. &veral tests usually used to validate shell
elements are presented. These show a quite good behaviour of these two elements.

MOTS-CLES €lément fini, coque, formulation mixte, Reissner-Mindlin, rotation de fibre plane.
KEYWORDS{inite element, shell, mixed formulation, Reissner-Mindlin, in-plane fiber rotation.
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1. Introduction

Les éléments finis utilisés pour la discrétisation géométrigue des coques sont
parmi les plus difficiles & concevoir. Deux approches sont aujourd’hui largement
utilisées : la premiére est celle qui consiste a approcher la coque par un ensemble de
surfaces (ou facettes) planes de préférence triangulaires pour tenir compte des
surfaces gauches si elles existent, c'est I'approche dite «facettes planes », les
normales aux nceuds sont en général discontinues. Les éléments finis correspondants
sont obtenus par combinaison des éléments de membrane et de plaque en flexion
avec ou sans effet de cisaillement transversal (CT). Le couplage membrane flexion
est mis en évidence aprés transformation des variables nodales locales dans le repére
global. Les travaux ou articles traitant de cette approche sont trés nombreux. On
pourra consulter les ouvrages [COO 89, ZIE 91, BAT 92] pour plus de détails. Les
éléments de coque a facettes planes sont simples a formuler et sont capables de
représenter les mouvements de corps rigides. Ces éléments ont quelques
inconvénients [YAN 90], & savoir une limitation a leur forme triangulaire si la coque
discrétisée présente un gauchissement, et une lenteur de la convergence dans le cas
des probléemes sensibles aux défauts de géométrie, tels que le flambement [LAR 90].
L'approche par facettes planes a été introduite pour la premiére fois en 1961 par
Greenet al [GRE 61]. Une liste d'éléments plats assez connus est présentée par
Yanget al. [YAN 90]. Des éléments mixtes et hybrides sont également formulés &
I'aide de cette approche ( [MAU 73, YOS 74]). Batezal [BAT 80, BAT 82,

POL 92, CHA 87,...] ont utilisé cette approche en combinant les éléments de plaque
de Kirchhoff discret DKT et DKQ aux éléments de membrane classiques CST
(Constant Strain Triangle) et Q4 bilinéaire standard. lls ont obtenu de bons résultats
pour des problémes non linéaires statiques et dynamiques.

La deuxieme approche géométrique est celle initiée au début des années 70 par
Ahmad, Irons et Zienkiewicz [AHM 70]. Il s’agit de I'approche isoparamétrique
courbe. Elle trouve son application dans des domaines variés de calcul des
structures : coques composites multicouches [VLA 87, VLA 90, RAM 91, WIL 90],
etc., analyse des non-linéarités géométriques et matérielles [BAT 86, BAT 83,
COF 91, DVO 91, DVO 84, FEZ 81, HUG 81, PAR 91, RAM 86, BOI 91, SIM 89,
SIM 90]... Cette approche, appelée également approche du solide 3D-dégénéré,
permet de discrétiser directement les équations tridimensionnelles de la mécanique
des solides. L'introduction d’hypothéses cinématiques et mécaniques conduit a une
formulation dégénérée avec une représentation isoparamétrique de la géameétrie

et des déplacements, d'un point de la surface moyenne. Le vectéyrest défini

par ses composantes cartésienfigd/,W) Les composantes de rotation sont au
nombre de deux ou trois suivant que les normales aux nceuds sont continues ou
discontinues d’'un élément a un autre. L'introduction de I'hypothése des sections
droites (Hencky-Mindlin-Reissner) permet de retenir une mesure des déformations
de CT. Une revue historique conduisant a la formulation d’'éléments basés sur ce
type d'approche est faite par Irons [IRO 76]. Les travaux de Stanley [STA 85] et les
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ouvrages de Bathe [BAT 82], Crisfield [CRI 86], Hughes [HUG 87], Cebkl.

[COO 89], Zienkiewicz et Taylor [ZIE 91] et Batoz et Dhatt [BAT 92] offrent des
possibilitts assez variées sur la maniére de présenter le formalisme variationnel
relatif & cette approche. Ces possibilités incluent notamment les différentes formes
du principe des travaux virtuels avec intégration numérique ou explicite suivant
I'épaisseur des matrices €lémentaires. Dans ce travail, nous retenons cette approche
pour le développement de deux éléments de coque mixtes a 4 nceuds de forme
quadrilatérale quelconque a épaisseur constante et avec discontinuité des normales
aux nceuds.

2. Formulation théorique du modele MiSP coque dégénéré a 4 nceuds

Nous commengons par définir les quantités géomeétriques, cinématiques et
mécaniques nécessaires a la construction du modéle mixte projeté en cisaillement
MiSP coque. Celui-ci est obtenu a partir de I'élément mixte de flexion/CT MiSP4
développé par Ayadt al. [AYA 98]. Celui-ci est robuste et simple a formuler. La
partie membrane est représentée dans un premier temps par I'élément quadrilatéral
standard a 4 nceuds et 3 ddl par nceud (U,V,W). On notera cet élément MiSP4-Q4.
La prise en compte des rotations autour de la normale & la surface moyenne pour
formuler le modéle FRQ (Fiber Rotation Quadrilateral) sera traitée par la suite
(section 2.7). L’élément de coque correspondant portera le nom de MiSP4-FRQ.

2.1.Géométrie de I'élément MiSP4-Q4

surface
moyenne A I'4

k% 4 U,V,W§, AN
6 > ® B8
2@ O 0,004,050y,

Figure 1. Elément de coque courbe MiSP4-Q4
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La géométrie de I'élément MiSP4-Q4 est représentée par la surface moyenne A
et I'épaisseur h considérée constante. Le vecteur position d’'un point quelconque
s’écrit en fonction des coordonnées isoparamétriques (figure 1):

% ENZ)=% ENAEN) z:zg [1]

X, est le vecteur position du point p de la surface moyenne, défini par :

X, €Nn)=) N€n)Y 5 <x><X Y Z> (2]
i=14

X.,Y,Z sont les coordonnées cartésiennes du ncdads le repére gIoba(T,],lZ),

Ni(&,n) sont les fonctions d'interpolation bilinéaires standards définies pour un

élément a 4 nceuds. La base covariante au point p est donnée par :

[Gl=[a & H (n¢=0 [3]

Les vecteurs de basg et &, (figure 1) sont généralement non orthogonaux. lls
sont définis par :

a=%,=YNX; et a=% =3NS, [4]
i=14 i=14

S@gcE<ay Ay ;> < &ITES @y Ay By~
La normalen au point p s’écrit :

a8y, — a8,y
;g Ua, = Jayay —axay, O (5]
HalvaY — Ay Ay H

O
O

!
QI

=t 2

Q|

1

o

Un repere tangent orthonormé, sur lequel seront définies les composantes
cartésiennes localeg, et & des tenseurs de contraintes et de déformations, est

nécessaire. L'épaisseur h étant constante, le repére tarigénti() est tel que la
normale fi soit orthogonale a la surface moyenfe=(0). Le vecteur tangeri est
considéré comme étant porté par le vecteur de Baset normalisé par rapport a
son modulgd,| :
= i

&l
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Le vecteur normal étant donné par la relation [5], le vecteur tarigesera

défini par le produit vectoriefi Of;. On définit ainsi un repére tangent orthonormé
unique au point p, représenté par la matrice [Q] suivante :

Oix tox Ny E
[Q] = [fl t ﬁ] = BIY by ™Q (6]
Hz tz nzH

En conséquence, nous pouvons définir une base orthonc[;@ﬁé-:e[fli t,, ﬁi]
en chaque nceud en utilisant la relation [6].
2.2.Cinématique de I'élément MiSP4-Q4

2.2.1.Champ deadéplacements d’un point quelcongiela coque

Le champ de déplacements d’'un point quelcongui® la coque s'écrit avec
I'hypothése de sections droites de Hencky/Mindlin/Reissner :

U, €En¢)=0,€n)*zB€n) ; B=BL+B,T, ; Befi=0 [7]

U,(&,n) est le vecteur déplacement du pgin{z ou {=0), B(E,n) le vecteur

rotation orthogonal a la normafe. B s'écrit également :
B=00f=0,i -6, ; 6=0,i,+6,F, car i, =0, +6 0T

Ainsi, au nceud (figure 1), B,; =6; et B, =-6, ; 6, et 6, sont les rotations
de la normaleri autour des axes ety respectivement. Le vectewr, est donné
par :

Y= P NG, + ZZ N; (=6,ts +6,t;)
]

{uq}: z N; %‘J/ii E"' Zz N; -6,

Les variables nodales sont définies par :
<y>=U v W 6 6, .. i=la4d> [9]

Etlx‘ 8]

N

O
O
2y OF By
O
O

yi
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ou U,V,W sont les composantes cartésiennes du vectgudans le repere global,
6. 8, les composantes du vecteur rotation de la normakutour des vecteurs,
et t, respectivement. Le passage du repére tangent [g¢#J (i) a chaque noeud

au repere global T(,T,IZ) permet d'obtenir 6 ddl par nceud : les déplacements

globaux Uj,Vj,\ et les rotations globalesk,6y, &, autour des axesY,Z

(figure 2) le passage aux rotations globales est obtenu en utilisant la relation
suivante :

= 6y 0
0,0kt >0 [l - - ) . .
0=0 . OO, <t > et <ty > est la représentation en ligne des

yil Fla >0 B, H

vecteurs tangents et f, au noeud i.

Surface moyenne A

Figure 2. Composantes locales et globales de la rotafiormu nceud i

2.2.2.Champ de déformations

Nous avons retenu une approximation linéaire en z pour les déforméi'g}ns

incluant la membrane et la flexion et constante en z pour les déformations de
cisaillement transversdy.}. Une description plus compléte de celles-ci, sous forme

de fractions rationnelles quadratiques en z, est donnée par [BAT 92]. Nous avons pu
montrer, par exemple, pour le modéle déplacement simplifie-@4} [AYAD 93]

ou Q4y-24 [BAT 92], que I'on peut aboutir & des expressions beaucoup plus simples
({e.} linéaire en z etfy.} constante en z) sans toutefois affecter la forme des

résultats obtenus par I'élément MITC4 [DVO 84] en utilisant une description
quadratique compléte. Ainsi, pour MiSP4-Q4, nous écrivons :
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fed={eot+ A} etlyi}={} [10]

Les déformations de membrane, >=<e, €, y,, >, de flexion
<& >=<Ey &y Vx> et de cisaillement transversaly >=<y,, y,, > sont
définies respectivement par les expressions suivantes :

fot=[BJu}t ; {ed=[BJu.}: {vt=[B.Hu,} [11]

Les matrices[B,],[B,]et [B.] ainsi que la procédure ayant conduit & leur
definition sont détaillees en annexe A.

2.3.Formulation de la matrice de rigidité mixte

2.3.1.Forme généralisée du PTV

L'expression du PTV est définie sous sa forme généralisée en pondérant les
relations de comportement suivantes :

{e}-H"o}={0 et {r}-[cI"r.}={0} [12]

par les contraintes virtuelle{sr;} et {TS}

W= ;(wt ~W2,)=0 O avec § = 0surs, [13]
Wi = anf +W,° [14]
We, = L(_ <o, >[H Mo} <o) >fe <l >{o})av [15]
vv;( >[I b <t > ke <vi> v [16]

Ve
<CJ'S >:<(J'X o‘y '[Xy >, <'['S >:<sz '[yz>
Les matrices de comportement [H] et [G] sont définies, comme pour les plaques,
par les relations suivantes pour un matériau homogéne et isotrope :

E 1% 0
Hl=
M= =D 19
E)O—
2

(E: module d’Youngy : coefficient de poisson) :

0
O _E 0 0O
o=l i
d
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2.3.2.Approximation locale des contraintes (continuit§ C

Le choix des fonctions de base pour I'approximation des contraintes est trés
important dans les formulations mixtes. Plusieurs considérations peuvent influencer
ce choix. Par exemple, pour le modéle MiSP4-Q4 avec 5 ddl par nceud :

— lapproximation des vecteur }et{r_}doit contenir au moins cinq termes
constants et trois termes @es} linéaires en z (état de contraintes pour une plaque
en membrane-flexion/CT) ;

— les paramétres d'approximation a, >et<a, >doivent assurer un rang

correct a la matrice de rigidité obtenue aprés leur élimination par condensation
statique. lls doivent donc vérifier la condition de stabilité (nécessaire et non
suffisante) suivante :n(a(, inclue les paramétres de membrane et de flexion) ;

n@, )+ n@, )= n(u,)-6; n(u,)=20

— le choix du nombre de paramétiegs eta, est tel que le modéle mixte final ne
soit pas équivalent au modele déplacement correspondant.

En conséquence nous retenons les approximations suivantes :

2.3.2.1. Approximation suivant

{o}={o.}+ {0} (inéaire eny) [18]
{r.}=0-2%)r,} (quadratique eg) [19]

{o.}{o}et {r,}sont fonction def,n uniquement. L’approximation des contraintes
de CT {rs}tient compte des conditions d'équilibre sur les faces supérieures et
inférieures de la coque #§=0 pour {=% 1)

2.3.2.2 Approximation suivang,n

Nous considérons les approximations suivantes fmyret {r,} :

fod=lpdo} : fro}=IpJoc} [20a,b]

Xxp,> 0 0 O
bl=2 0 <p> o O;[p]=FP> 00 [21a,b]
=0 2 0 Ltre 0o <p,>q '

H O 0 <p,>H
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< pz >:<1 E ,7 E” >; <af >=<af1"'af12 > : <ac >:<ac1"'af8 >

Les contraintes de membrafe,} sont définies explicitement en fonction des

déplacements aux nceuds par l'intermédiaire de la loi de comportement et des
relations déformations-déplacements correspondantes :

{oo}=[H]B,fu.} ; [Bs] (annexe A) [22]

2.3.2.3.Elimination des contraintes. Matrices de rigidité finales

La forme W, [14] s’écrit en utilisant les approximations [18] et [19] et en
intégrant explicitement suivagt:

VE= W+ W W =W W [23]
avecW," = 2!’(— <oy >[H] Moo+ <oy >{eo}+ <e5 >{ao})hJ0dEdn [24]
W' = [B<ol > od+ D <of >fed+ D<ol >{o hokan (28]

A O 2 2 03
We = 7{'@% <1y > 6] Hro+ <1 >{y+ <y’ >{r0}§§hJodEdn [26]

J, =de{F,]=|a D&, (fonction deZ etn). A est I'aire de I'élément de référence
isoparamétrique a 4 noeuds (Les bornes d'intégration-sbnf <let-1<n<1).

La relation [22] étant satisfaite explicitement. En tenant compte des relations
[a2], [a8] et [a16] de I'annexe A et des relations [20] et [2L], s’écrira :

We =< u, > [kf;][un}+ << a > <u, >>[IZ]§{:3}§ [27]
[k,‘;]est la matrice de rigidité de membrane définie par :

)= l[%r[ﬂn][%]%dfdn  [H,]= ] [28]

[IZ] est la matrice du modele mixte général en flexion/CT (non définie positive) :



728 Revue européenne des éléments finis. Volume 11 — n° 6/2002

rk] 0 [k]o
[IZ]:D 0 -[k] [kmg;<a>:<<af> <a,>) [29]
k] k] 0F

[k]= l[m]T[H]‘l[m]% Jodédn ; [k ]= [[m]' [81]% Jodédn [29a,b]
A

(k)= [lRT (e R hsoceen : ()= [[R[B]2nsdean  socal
A A

[pl] et [pc] [21] étant polynomiales e#,n, les matrices ci-dessus sont donc

intégrées exactement par un schéma de Gauss a 2 x 2 points. L'élimination
successive des variabl{tsf }et {ac}au niveau local se traduit par :

o = k] Koo} etfacd =TT lic o) [312.,b]
ainsi WS, =< y, > [ke]{un} ou [ke]est la matrice de rigidité élémentaire finale :
[ke] =[]+ [ke]+ k] : ke ] cretation [287) [32]

[e]= kT k]l [€]= kT T T ] [33]

Les matrices ci-dessus sont de dimension (20 x 20). Les matrices a inverser [33]
sont de dimensions (12 x 12) po[lkg]et (8 x 8) pour[k,]. Les relations [31] seront

utilisées par la suite pour évaluer les contraintgbét { 7} au pointé,n,{ .

2.4.Calcul des contraintes et des efforts généralisés

2.4.1.Contraintes

Les contraintes dans le plan tangeof}{sont calculeées en utilisant les relations
[18], [20a], [214a], [22] et [314] :

fod=(Hal+<lnlk] fullu). <o.>=<0, o, 1,> [34]

Les contraintes de cisaillement transversal(CT)et 7,,sont quadratiques

suivant |'épaisseur, ce qui constitue un avantage par rapport aux modéles
déplacements ou elles sont généralement calculées soit par la loi de comportement
en CT, soit en intégrant les équations d’équilibre tridimensionnelles. Dans notre cas,
elles sont calculées en fonction de}{en utilisant [19, 20b, 21b et 31b] :
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{Ts}: (1_Z 2)[ p:][k:]_l[kru]{un}7 STy >=<T, Tyz s [35]

avecr,,=1,,=0 pouf =+1

2.4.2 Efforts généralisés

Pour le modéle MiSP4-Q4, les efforts normag,{les moments de flexion
{M} et les efforts de cisaillement transversdl} {sont calculés en intégrant les
composantes des vecteurs contraifteget {r .} suivant 'épaisseur :

h/2

{} J’ {a}dz P{H][BO]{U} <N>=<N_, N, N, > [36]

{m}= jh,z{a}ziz——[pl][kl] TeJu} <M>=<m, M, M,>  [37]
ri=[ " o Joz=2 SRk lefud <To=<T, 7, > [38]

Connaissan{un}, nous pouvons calculer les efforts résultants en tout gpint
de la surface moyenne.

2.5.Rigidité fictive

Le passage de 5 ddl & 6 ddl par nceud conduit & une singularité de la matrice de
rigidité globale si tous les éléments connectés & un nceud sont coplanaires .Pour
eviter cette difficulté numérique, nous introduisons une matrice fidtg fssociee

aux quatre rotations nodales fictiveg. Batoz et Dhatt [BAT 92] ont proposé une
matrice kgZ généralisant celle de Zienkiewicz [ZIE 77] pour le triangle équilatéral.

Elle est basée sur la discrétisation d’'une forme intégréfe fictive associée a
I'opérateur Laplacien d& pondérée paé,

IGH fl( z,X zx zy zy)] dfdr’ [39]

0,= 3 NG, égfg In oo (40

Sachant qu%zy% [CO]T%MD ([c,] :annexe A)

En effectuant les mémes développements sur les termes virtuels, nous obtenons :
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_< 9 n” [ke ]{ezn [41]
avec [keez] =aH fl_[ ([Co][Né ])T ([Co][Ns ])Jo dédn [42]

H¢1 est une valeur caractéristique de la matrice de comportement en fldjion [

(par exempleH= Eh3/12(1—v2)). a est un coefficient petit (10 dans la
programmation effectuée) dépendant de la précision de l'ordinateur. En ajoutant
ainsi [kgZ a la matrices de rigiditékq, nous évitons la singularité de la matrice
globale K].

2.6.Prise en compte des rotations autour de la normale.
Modele FRQ tridimensionnel

2.6.1.Champ de déplacements

En introduisant le concept de « Fibre Plane en Rotation » [AYAD 93,[AYA 95]
appliqué a I'élément de membrane de type déplacements FRQ, le champ de
déplacementsi, d’'un point quelconque de la coque se traduit par :

4
Uy €.n.0)= T, &)+ 20 Dﬁ(fur])"'ZNi(éz‘ 0r) ; 6, =6, 1 [43]

ou encoreti, (§,1,{) =, ZN 6, by +9y‘t2I)Dzn ZN ri [44]

avect = ip= X, =% et —%s z<+ h2 ; ne pas confondre x,y,z avec X,Y,Z. [45]

0, est la rotation de la fibrg (reliant le point p au nceud i) autour de la normale
r; au nceud i (figure 3).

Surface moyenne de la coque

Figure 3. Rotation6z autour de la normale. Modéle FRQ tridimensionnel
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Le terme Bziﬁi Or, [44] est introduit pour enrichir le comportement de
I'élément de coque en membrane.

2.6.2.Matrice de rigidité de I'élément de coque MiSP4-FRQ

L'introduction du terme bulled, rj; 0f; [44] engendrera une modification dans

les matrices$0] et [Bl] (annexe A, relations [a3] et [a9]) en créant quatre colonnes
correspondant aux rotations nodalzs Les composantes de déformatiom§} £t
{51} [11] font intervenir les derivées dé, par rapport &,n, nous écrivons :
4 4
Up,é = z(Nivsap‘ * Péigz) ; Up,n = (Ni,nap‘ * Pnigz) [46]
1=1 1=1

avec P= N, nO'r+ NnOg; B =N RO+ NAi D&

La prise en compte des vectelﬁg, et |5,7i dans 'expression deeé} et {51} est

détaillee dans 'annexe B. Connaissant les nouvelles matBgg$3[x 24) et B,’]

(3 x24) correspondant aux vecteursﬁ}{et {81} (modifiés par Il'introduction
des,;), la matrice de rigidité finale de dimension égale a 24 est définie par les
relations [32] et [33] en remplacarB] par [B,] et [B] par B,]. Les termes
eng,, n'interviennent pas dans la matricB ] ([al7], annexe A). Les contraintes et
les efforts résultants sont calculés de la méme fagon que pour I'élément MiSP4-Q4.

3. Résultats numériques

Dans cette partie, nous analyserons les performances de convergence et de
précision des deux éléments mixtes de coque développés MiSP4-Q4 et MiSP4-
FRQ, a travers des cas tests standards considérés par les ingénieurs comme des
outils importants de validation [NAF 90]. Ces tests ont pour but de vérifier la
capacité d'un élément de coque a simuler des comportements complexes ou les états
de membrane ou de flexion sont dominants.

3.1.Toit cylindriqgue soumis a son propre poids

Le toit cylindrique de la figure 4 est soumis a son propre poids. Il repose sur
deux diaphragmes rigides a ses extrémités. Les deux bords droits sont libres. Les
rapports d'épaisseur sont importants (R/h=100 et L/h= 200). Les déformations de
cisaillement transversal sont négligeables et les déformations de membrane sont
importantes par rapport a celles de flexion. Ce probléme sert de test d’aptitude d’'un
élément a simuler des états complexes de contraintes ou de déformations de
membrane. La solution de référence, basée sur la théorie des coques surbaissées, est
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obtenue par Scordelis et Lo [SCO 69], celle basée sur la théorie des coques
profondes est sensiblement différente. Nous avons traité ce probléme en utilisant les
deux éléments MiSP4-Q4 et MiSP4-FRQ. Les résultats obtenus sont comparés a
ceux de I'élémenQ4y-Q4 [BAT 92, AYA 93] qui est une version plus simplifiée de
I'élément MITC4 [DVO 84]. Le quart du toit est discrétisé en considérant des
maillages réguliers avec N=2 a 15 éléments sur les bords AB et AD. Les résultats
du déplacement vertical en C et B sont reportés sur les figures 5 et 6.

E=3 10" Pa,v=0.3 et fz=-0.625 10Pa
CL. U=W=8=0 sur AD
U=68=06,=0 sur CD (symétrie)
V=6=0,=0 sur CB (symétrie)
Solutions de références :
W_=0.541cm (coques profondes)
W, =0.525cm (coques surbaissées)

Maillage N=2

Diaphragme

Figure 4. Toit cylindrigue soumis & son poids propre

0,600
0.541 \
W¢ (cm) g

0,500

—o—  MiSP4-Q4
0,400 —=— MiSP4-FRQ
—o— Q4y-Q4
———  Réf.
0,300 -

0.200 ! | ! ! | | !

Figure 5. Toit cylindrique soumis a son poids propre. Convergencecde W

Les effets de membrane étant trés importants pour ce cas-test, on observe bien
une meilleure convergence vers la solution théorique de I'élément de coque enrichi
en membrane MiSP4-FRQ. Tous les éléments convergent rapidement vers la
solution de coques profondescw0.54lcm et W=-3.61cm. Les éléments MiSP4-

Q4 et Q4-Q4 donnent des résultats sensiblement identiques.
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4,50

4,00
_W B (Cm) 3.61

350 F \7? @ - "

—o— MiSP4-Q4
—a— MiSP4-FRQ
—— Q4-Q4
2,50 — Réf.

3,00

200 ! ! ! ! ! ! !

Figure 6. Toit cylindriqgue soumis a son poids propre. Convergence ge -W

3.2.Cylindre pincé avec diaphragmes

Un des cas tests populaires, jugé sévere pour les problémes de coque, est celui
d'un cylindre court (L/R = 2) (R/h =100) supporté par deux diaphragmes rigides a
ses extrémités et soumis a deux charges unitaires concentrées diamétralement
opposées (figure 7). Ce test permet d’examiner I'aptitude d’'un élément de coque a
simuler des états de membrane complexes avec une part importante de flexion sans
extension de la surface moyenne, notamment au niveau des zones sollicitées
(point C). Par raison de symétrie, seul le huitieme de la coque est étudié (portion
ABCD).

Données :

Y.V L=6m , R=3m, h=0.03m
' E=310'Pa,v=0.3

Conditions aux limites:

U=W=6,=0 sur AD

Symétrie:

W=6=6,=0 sur AB

V= 64=6,=0 surBC

U= 6,=6,=0 sur CD

Chargement:

Fz=-P/4=-0.25N au nceud
coincidant avec le point C

Diaphragme

Maillage N=2 (2x2) de la portion ABCD, ...

Figure 7. Cylindre pincé avec diaphragmes. Données

Les résultats des déplacementg \&t Vp en fonction du nombre N d’éléments
suivant AB et BC ( maillages réguliers N=4 a 15) sont reportés sur les figures
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8 et 9. Une solution de référence basée sur une théorie de coques minces est donnée
par Fligge [FLU 60] et Lindbergtal. [LIN 69] :

— déplacementV_sous la charge : W =-W. ElyP = 16424
2

— déplacemen¥_suivant Y : =-\, EiyP =411

164.24

Figure 8. Cylindre pincé avec diaphragmes

550
50 F —o— MSP4Q4
- —=—  MSPAFRQ
Ehvp /P —o— o
o — R
414 S m—" S—": — —0
40 | 0'7
350
N
am L L 1 L 1 L
2 4 6 8 10 2 14 16

Figure 9. Cylindre pincé avec diaphragmes. Convergence de V

Concernant le déplacemewc, une convergence monotone vers la solution de
référence est obtenue par les éléments MiSP4-Q4, MiSP4-FRQ Q44
(figure 8). Cette convergence est un peu lente pour des maillages a faible nombre
d’éléments (N = 4 et 6). Cela s’explique par I'approximation bilinéaire utilisée pour
les rotations, et 8, conduisant a une représentation moins riche de la flexion au
niveau élémentaire. Rappelons que, dans le cas du cylindre pincé, la flexion est



Formulation du modele MiSP coque

dominante au voisinage du point C. Une approximation quadratique incompléte des
rotations conduirait a des courbures de flexion plus riches ayant pour conséquence
une meilleure vitesse de convergence de la fleche au point C. Dans le cas du
déplacementV,, les éléments MiSP4-Q4, MiSP4-FRQ et y@¥4 convergent

rapidement vers la solution de référence (figure 9).

100 Réf. [LING9]
(<) MiSP4-FRQ
Ehw/P O
-100 T
Qo
D C
-200 T T 1
0 100 200 300
a) déplacement normal le long de DC
100
0= V‘u—o—o__o/o
Ehw/P
-1007 Réf. [LINGO]
©  MiSP4-FRQ
B
-200 T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

b) déplacement normal le long de BC

6
Réf. [LINGY]
4 - 0 MiSP4-FRQ
Ehv/P 24

A D
_4 T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 O

c) déplacement tangentiel le long de AD

(o]

Figure 10.Cylindre pincé. Déplacements le long de DC,BC et AD (R/h=100)
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10
. M
RN, /P
10 - Réf.[LING9] )\
o MISP4-FRQ
'20 T T T T T T T T T O

0,2

Réf.[LINGO]
M. /P ° MiSP4-FRQ
X

0 100 200 300

0,003
- Réf.[LINGI]
00029 5 MisP4-FRQ o
M,y /P 1
0,001 -
J o)
0,000
-0,001 -
{a D
-0,002 A T A S S R 0

Figure 11.Cylindre pincé. Distribution des efforts résultants

Pour un maillage N = 15 associé a I'élément MiSP4-FRQ, nous avons reporté
sur la figure 10 les résultats du déplacement nomnalivant DC et BC et du
déplacement tangentiglsuivant AD. Nous avons également étudié la distribution
des efforts résultants sur desintsnodaux particuliers : I'effort normal sur BC, les

moments de flexiomMx sur DC etMxy sur AD @= 0° & 90°). Les résultats de ces
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efforts, calculés aux nceuds, sont présentés sur la figure 11. lls sont comparés aux
solutions de référence données par Lindkargl. [LIN 69]. L'élément FRQ étant

riche en membrane, une bonne estimation est obtenue par exemple pourN\effort

sur BC et pour le déplacement tangentislur AD. Les momentdx et Mxy sont
également bien répartis sur DC et AD respectivement. Un maillage raffiné au
voisinage du point C est utile pour mieux représenter le mokhent

3.3.Poutre vrillée sous charges concentrées

Ce probléme a été proposé par MacNeal et Harder [MAC 85]. Il s'agit d'une
poutre vrillée ou d'une coque hélicoidale encastrée a une extrémité et soumise a
deux cas de chargement concentré a l'autre extremité: une chadg@sPle plan
(suivant I'axe Z) et une autre hors plap(Buivant I'axe Y) (figure 12). Ce test met
en évidence le gauchissement de la coque. Il constitue ainsi un bon examen de
validation d’éléments finis de coque tenant compte du gauchissement de la surface
moyenne, en particulier les éléments quadrilatéraux a 4 nceuds que nous proposons.

Maillage 2 x 12

Rotation de 90° entre O et A.

L=12 ;b=1.1
E=290x10% ; v=022

. P X, U
SurBC:U=V=W=0y=0y=02=0 z 0y

Figure 12. Poutre vrillée sous charges concentrées

Nous comparons les résultats des déplacements dans la direction de la charge a
une solution exacte obtenue par Batbal [BAT 91] en utilisant un élément fini de
poutre vrillée. Celui-ci est formulé en considérant un modéle variationnel mixte avec
satisfaction des équations de I'équilibre interne. Les déplacements au point A (figure
12) sont donnés pour deux épaisseurs différentes :

— épaisseur h=0,32 (L/h=37,5)
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— chargement dans le pIaQ:EE : W =0,00542
— chargement hors plan Y:F_L : VA: 0,00175
— épaisseur h=0,0032 (L/h =3 750)
— chargement dans le pIaQ:EE tW=15316
— chargement hors plan Y:F_L : VA: 1296
Nous avons analysé ce probléeme en considérant les maillages 2 x 12 (figure 12),
4x24 et 6x36. Les résultats des éléments MiSP4-Q4 et MiSP4-FRQ sont
comparés a ceux des élémentsQ4 et DKT-CST ou DKT18 (élément de plaque
mince DKT combiné a I'élément de membrane classique CST). Les résultats pour

les deux cas de chargement sont reportés sur les tableaux 1 et 2 pour I'épaisseur
h = 0,32 et h = 0,0032 respectivement :

a. Chargement dans le plan H 2103, PY =0

Maillage | MiSP4-Q4 | MiSP4- | Q4y-Q4 DKT-CST
FRQ

2x12 5.35 5.37 5.35 5.33

4x24 5.39 5.40 5.39 5.37

6x36 541 541 5.40 5.43

Référence WA:5.42

b. Chargement hors plan : P 103, P=0

Maillage | MiSP4-Q4 | MiSP4- | Q4y-Q4 DKT-CST
FRQ

2x12 1.61 1.72 1.61 1.46

4x24 1.71 1.74 1.71 1.62

6x36 1.73 1.75 1.73 1.68

Référence V =1.75

Tableau 1.Poutre vrillée. Résultat des déplacements en A pour h=0,32

Pour h = 0,32 (tableau 1), les quatre éléments MiSP4-Q4, MiSP4-FRERD4
et DKT-CST convergent de fagon monotone vers la solution de référence pour les
deux cas de charge. Dans le cas du chargement hors plan, les effets de membrane
dominent ceux de flexion au voisinage de I'encastrement, c’est pour cette raison que
I'élément MiSP4-FRQ (riche en membrane) donne de trés bons résultats. La
convergence des éléments MiSP4-Q4y-Q4 et DKT-CST est plus lente car la
partie membrane, représentée par les éléments standards bilinéaire Q4 (pour les
quadrilatéres) et linéaire CST (pour le triangle DKT), n'est pas assez riche en
approximation pour simuler des effets membranaires dominants.
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a. Chargement dans le plan ; P1, PY =0

739

Mailage | MiSP4-Q4 E"F'{SQP“' Q4-Q4 | DKT-CST
2x12 5127 5131 5127 5268
4x24 5205 5206 5204 5203
6x36 5227 5212 5227 5258
Référence Wp=5316
b. Chargement hors plan :YI'=—> 1, PZ =0

mailage | MiSP4-Q4 E"F'{SQP“' Q4-Q4 | DKT-CST
2x12 1257 1257 1256 1285
4x24 1283 1282 1283 1282
6x36 1288 1285 1288 1287
Référence V A=1296

Tableau 2.Poutre vrillée. Résultat des déplacements en A pour h=0,0032

Pour une coque tres mince (h=0,0032, tableau 2), les éléments MiSP4-Q4,
MiSP4-FRQ et Q#Q4 convergent de fagon monotone vers la solution de référence
pour les deux cas de charge. Une petite divergence passagére est observée pour
I'élément DKT-CST dans le cas du maillage 4 x 24, celui-ci reconverge a nouveau a
partir de 6 x 36.

4. Conclusions

Deux nouveaux éléments finis de coques basés sur I'approche géométrique du
solide tridimensionnel dégénéré sont présentés : les éléments quadrilatéraux courbes
a 4 nceuds MiSP4-Q4 et MiSP4-FRQ. La partie flexion/CT est basée sur le modéle
mixte MiSP(Mixed Shear Projected), proposé initialement par les auteurs pour
formuler des éléments de plaques [AYA 93, AYA 98]. Ce modele considere les
déformations de CT comme étant indépendantes de I'approximation des variables
cinématiques. Le modéle MiSP est dans ce cas de type Hellinger-Reissner avec
déformations de CT projetées. Les éléments de coque développés possedent les
degrés de liberté les plus simples et les plus importants pour I'ingénieur , c’est-a-dire
U,v,w,6, , 6,6, au nceud i. Ces éléments n’utilisent pas de fonctions bulles pour
leur stabilité, comme c'est le cas de beaucoup déléments mixtes. Ainsi, la
condensation statique concernera uniquement les contraififefr{ }, ce qui
constitue un point fort de cette formulation, c’est-a-dire éviter le blocage en CT sans
faire appel aux fonctions bulles. Les éléments du modéle MiSP Coque, gu’ils soient
triangulaires MiSP3 coque [AYA 93, AYA 95] ou quadrilatéraux MiSP4-Q4 et
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MiSP4-FRQ, peuvent étre considérés comme parmi les plus simples des éléments
mixtes de coque existant a I'’heure actuelle.

Nous avons essayé d’améliorer le comportement de membrane en proposant un
élement quadrilatéral avec rotati@pautour de la normale. L'élément FRQ est basé
sur une approche originale le concept de « Fibre Plane en Rotation ». Le champ de
déplacement d'un point de la surface moyenne est enrichi par adjonction d'une
rotation plane quadratique particuliére. Il est performant si une intégration réduite
(2 x 2 points de Gauss) est utilisée pour évaluer la matrice de rigidité. De tres bons
résultats sont obtenus pour des problémes plans [AYA 93]. Nous avons développé
une représentation tridimensionnelle de I'élément de membrane FRQ en considérant
6, comme une rotation locale autour de la normale a la surface moyenne en genéral
courbe. Ceci est nécessaire pour que cet élément puisse intégrer I'approche
isoparamétrique courbe utilisée pour formuler I'élément de coque MiSP4-FRQ.

L'extension du modéle MiSP Coque pour I'analyse non linéaire géométrique est
en cours de développement. Elle concerne la formulation de la matrice de rigidité
géométrique et du vecteur résidu, nécessaire a I'obtention de la matrice tangente
dans le cadre d'une formulation lagrangienne actualisée a chaque itération.
Actuellement, nous développons également un bloc de flambage et un bloc
dynamique dans notre code interne MODEL'PACK, utilisant le modéle MiSP
Coque. Ces deux blocs seront utilisés pour la modélisation de la résistance a la
compression verticale et du comportement dynamique des emballages de transport
en carton ondulé. Ce matériau étant orthotrope, nous essayons de développer, en
partenariat avec la division composites de I'UTC, un modéle de comportement
orthotrope homogénéisé, relatif au carton ondulé (recyclé ou non), qui sera intégré
par la suite dans le code MODEL'PACK.
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Annexe A.Vecteurs<g, >,<g; > et <y >

Al vecteur<g, >=<e, e, VY, >

A o 0~
&= E.' up,x ' L'|p,x - Q.1up£ +021up,r7

T 0
§=b° Uy i Uy = Golps +Collp, [a1]

e co0 [Blef, &let,O
[co]=0 Cﬁ,zm= O, + ., 20
o1 Cp B*h a +tg

at,a%sont les vecteurs de la base contravariante au point p définis par :

~1_1 - =y . =2_1 - = N
a = E( B8y — 88y ) ; A _E(_ 8y — 818,) OU &y, a1p Ay, 8 Sont les
termes du tenseur métrique au point p de la surface moyenne.

En utilisant 'approximation [8], hous obtenons :
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[a2]

{eo}=[Bofun}

La matrice [B,] fait intervenir uniquement les termes relatifs aux variables

UMW
O <t >¢ 00 0
-0 i=1a45
[Bol=p <t>cy 0 0 ..i=la4q [a3]
&

Bt>ca+<ty>c; 0 0
¢= N &+ N, ¢ i g= Nchz"'Nianz [ad]
Les colonnes « zéros » correspondent aux rotations log@gleso

A2.vecteur<eg; >=<&,; €y Yy
:Xx+§>{l ;Eyl:Xy-'-E_yl ’ xyl Xxy nyl [a5]
€, £, €LV, interviennent lorsque les nceuds ne sont pas coplanaires, ce qui
distingue I'approche iso paramétrique courbe de celle par facettes planes ou les trois

termes précédents sont nujs,, x, et x,, sont les courbures de flexion

Xx =t ﬁ,x ﬁ ﬁ +C21ﬁ,q
Xy:fZ.E,y ﬁy C_I_B +C22ﬁ,q , B:Bxfl+ﬁyf2 ; szeyet ﬁyz_ex [a6]
Xy =_’1' B,y +f2 ﬁ,x
Ea=1° Uy, Uy = byl + by,
Eyl = QE * :upy ) :U;i bch_)paZ + bc22up,r] [a7]
Vgr=te Uy, teU,

b,; sont les termes de la matri{:lg] = [Ah][co] , [Ah] est donnée par :

O&e«n, -&a-n,
[A1] E'_a _I:! —a'l.ﬁ’é

OO

En utilisant 'approximation [8], hous obtenons :
[a8]

fe.t=[Bfu.}
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E <t1>601i <T; >¢ B
B]=g <t >b, <T, >c, .0 =14) [a9]
B:tl>b02i+<t2>bc]j <T > +<T, >¢y H
_pl = Ne byt N, Ry s T@z = N¢hp,+ N, by
<Ty >=<-fiot, feoty>; <T,>=<-t,ot, tof>
A3.vecteur<y >=<y,, y,,>
Wr=lcol e} [a10]
<V >=<VY;, V¥, > sontles déformations covariantes de CT :
Ve =Tl +d* B ety, =nsl, +d,* B [a11]

L'utilisation de I'approximation [8] pour évaluet y, > conduit a un blocage en

CT. Pour éviter cela, nous utilisons I'approche des déformations de CT projetées.
Les composantes covariantgg, et y,, [all] sont definies en fonction des

deformationsy;, ety,, calculées au milieu des cotés de I'element (figure al).

0 [a12]
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1D, 0 1+ 0O
[A] n n

0 1+& 0 1-&H [a13]

— A B C
< y{k >=< y{z ynz y{z ynz

I:I

Les déformations de bord y, >sont plus générales pour un élément de coque,

elles sont projetées sur les variables nodales par une technique de collocation par
point (hypothéses de Mindlin sous forme discréte). Les points considérés sont les

milieux des cotés A, B, C et D (figure al). Les quatre déformatidpng, ,yg, et
y,f; sont définies en appliquant les relations [all] respectivement aux points
A(§=0n=-1), B€=1n=0), C€=0,n=1) et DE=-1n=0). Nous obtenons :

yg = e Uy —af e (6,)" +a (t19 )A
Vi = 17 # Up)y = az (©0,)° +43 » (©.6,)°
C _ =G -0 [a14]
Ve =T« Upr —a « (604 )¢+ al (tley)
V?z =0 D,? - az (©0,)° +&3 (fley)D

™, 7 n° i° sont les normales aux points A,B,C,D respectiveméptatﬁ des
relations [all] et [al4] sont calculés en fonction da><en utilisant
'approximation [8].

Le vecteur ¢> [al2] s'écrit , en effet :
.t=[B.Ju} : B ]=[AlB.] [a15]

La matrice [B] (dimensions 4 x 20) est présentée en détail dans la référence
[AYA93]. { } [a10] s’écrit ainsi :

iv)= gngz [BJu} 5 <u, > (relation [9]) [a16]
yz[]

B.[=]|C,['|B.| (dimensiors2x20) [al7]
[Bl=[lc]e.]

La matricelgcj fait intervenir toutes les variables nodales.

Annexe B.Modéle FRQ tridimensionnel pour I'élément de coque MiSP4-FRQ
B.1. Déformations de membrang,[

Le vecteur des déformations de membragg ést défini par les relations [al]
de 'annexe A. Considérons par exemple la premiere compaosaetée } :
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g =tel,, ; W, =qu,+cyt,, ; U, etd, (relation[46]) [bi]

Pour simplifier les calculs, on adoptera la convention d’Einstein (sans le
symbole ). € s'écrit :
i=14
e="t (B N+ &N, o, + 5 (4R + 5P, b, [b2]
En definissant quatre colonnes relative®,; dans la matriceH] qui devient
[B,] de dimension 3x24, nous y introduisons le ternie (qoll?gi + c§1|5m) associé
ag,, . La méme démarche est utilisée pour calcglet Y, -

B.2. Déformations §,}

Considérons comme pour la section B.1 la premiére composante de
{&;} (relation [a5],[a6] et [a7] de I'annexe A) :

Eq =Xt [b3]

X« est une courbure de flexion; la rotatéhp ne peut y intervenir. Par contre, la
composante,; [a7] fait intervenir les dérivées du vecteur deplacenignt

sx l: tl. u p.X ; T‘Ip,x = bcllupz + chlu pn [b4]

La démarche de calcul du terme assodg dans la matriceH,] est la méme

que celle décrite dans la section B.1. Nous aboutissons a une expression analogue a
celle donnée par la relation [b2] en remplacant la mat@igeppr b ] :

Ea= ﬁlt. ( Ish N + (o8 N,n )Dm + ?1' (Qn '35 + bc21§/7i bzi [b5]

Le terme scalaire associédgest introduit par la suite dans les colonnes

correspondantes de la matrid®'] de dimension 3x24. La méme démarche est a
suivre pour obteni€ , ety,, en fonction dé@,, .



