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RESUME Nous développons dans cet article quelques nouveaux algorithmes implicites pour la
résolution de probléemes non linéaires instationnaires. Les algorithmes proposés sont des
variantes des Méthodes Asymptotiques Numériques (MAN), obtenus en associant la méthode
de perturbation, la technique d’homotopie et des procédures classiques de discrétisation en
temps et en espace. La performance de ces algorithmes est testée sur un modéle classique des
phénomenes de propagation d’ondes non linéaires, décrit par I'équation de Fisher. Les
résultats obtenus attestent d’'une économie notable en temps CPU par comparaison a d’autres
méthodes de résolution de problémes non linéaires.

ABSTRACT In this paper, we develop some new implicit algorithms for solving instationary
non-linear problems. The proposed algorithms are variants of Asymptotic Numerical Methods
(ANM). They are obtained by coupling the perturbation method, the homotopy technique and
classical time-space discretization procedures. The efficiency of these algorithms is tested on
a model for non-linear wave propagation phenomena typified by the Fisher equation. The
obtained results prove a computational cost save in comparison with other algorithms for
non-linear problems.
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1. Introduction

Les écoulements de fluide, les transferts de chaleur, la propagation des ondes de
nature différentes (matérielles ou de rayonnement, élastiques ou non élastiques), la
propagation des déchets nucléaires en profondeur sous-marine ou dans l'air, les
problémes de vibrations des structures utilisées dans les constructions ou dans des
eéquipements industriels, le flambage dynamique, etc., sont des processus physiques
de nature non linéaire et a évolution temporelle. Ce genre de phénoménes est
souvent rencontré aussi bien dans la vie quotidienne que dans de nombreux
domaines industriels tels que les industries aéronautiques, pétroliéres, nucléaires,
navales, les prévisions météorologiques, etc. Ces phénoménes sont modélisés a
I'aide d'équations aux dérivées partielles ou d’équations différentielles ordinaires
non linéaires, parfois couplées, complétées souvent par des conditions aux limites
également non linéaires.

La détermination par voie analytique des solutions exactes de ces équations
demeure exceptionnelle. L'acces aux solutions de ces problémes d’évolution non
linéaires ne peut donc se faire que par des analyses approximatives moyennant trois
méthodes principales : les méthodes purement analytiques, les méthodes semi-
analytiques ou semi-numeériques et les méthodes purement numériques.

Les premieres méthodes sont limitées a des problemes a géométrie et a
conditions aux limites simples. Les résolutions spatiale et temporelle sont faites
analytiguement. La résolution en espace se fait par les procédures de type Galerkin
ou de Ritz ou par le principe de superposition modale (Bathe, 1986) comme en
dynamique des structures. L'intégration temporelle (Nayfeh, 1973), (Nayfah
1979), (Nayfeh, 1981) est effectuée par la méthode de la balance harmonique, la
technique de Poincaré-Linsdedt, la méthode de la moyenne ou la méthode des
échelles multiples.

Les approches semi-numériques se basent sur le principe de séparation de
variables : la solution du probléme non linéaire est cherchée sous forme d’un produit
d'une fonction temporelle par une fonction qui ne dépend que de l'espace.
Généralement, la fonction temporelle est supposée harmonique. On utilise la
méthode de la balance harmonique (Nayfeh, 1973) qui conduit & un probléme aux
limites non linéaires vérifié par la fonction spatiale. La solution de ce probléme se
calcule numériquement en passant par des procédures de discrétisation (éléments
finis, différences finies...) et on utilise des algorithmes itératifs (Bathe, 1986),
(Zienkiewiczet al, 1987), (Geradiet al, 1993).

Quant aux méthodes purement numériques (Bathe, 1986), (Zienkietwédtz
1987), (Argyriset al, 1991), (Fletche, 1991), (Geradihal, 1993), elles se basent
classiquement sur des intégrations directes des équations gouvernant le probléme
étudié. Le principe de ces méthodes s’appuie sur les procédures de discrétisation de
I'espace par éléments finis ou par différences finies. L'intégration temporelle
s'effectue par le choix d’'un schéma en temps du genre Euler explicite ou implicite
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ou Crank-Nicolson pour les problémes d’évolution du premier ordre ou par des
schémas explicites ou implicites appartenant a la famille de Newmark pour les
problémes du second ordre. Il est a noter que les schémas explicites sont
conditionnellement stables et exigent un trés grand nombre de pas de temps. Ces
schémas sont plus efficaces pour les problémes a hautes fréquences Earalyris

1991) ou pour des problemes de dynamique rapide. Quant aux schémas implicites,
ils sont souvent inconditionnellement stables mais exigent la résolution de toutes les
équations en méme temps.

Aprés avoir effectué une discrétisation en temps grace a un schéma implicite, on
obtient une équation non linéaire en espace. Dans cet article, on s'intéresse a la
technique de résolution de cette équation spatiale. Deux types de stratégies sont
possibles pour que le colt du calcul reste raisonnable. La premiére possibilité est
une résolution itérative utilisant la méme matrice a tous les pas de temps ou, au
moins, pour un grand nombre de pas de temps. Cette méthode peut étre utilisée
lorsque les effets non linéaires ont assez peu d'influence au cours d’'un pas de temps,
en particulier pour de petits pas de temps. Cette méthode itérative est utilisée pour
les problemes de propagation d’'ondes (Fornlet¢rgl, 1978), (Tahat al, 1984),
(Iskandar, 1989), (Fletche, 1991). Inversement, lorsqu’on choisit un pas plus grand
ou que la non-linéarité est plus forte, il faut alors utiliser une méthode de prédiction-
correction ou une méthode itérative de type Newton ou Newton modifié. Le nombre
d’'inversions de matrices et le temps de calcul d’un pas deviennent alors beaucoup
plus important. C’est cette seconde stratégie qui est souvent utilisée en dynamique
des structures (Bathe, 1986), (Argyetsal, 1991), (Crisfield, 1997).

Dans cet article, on proposera divers algorithmes pour la résolution du probléme
non linéaire obtenu par discrétisation en temps d'un probléme d’évolution. Ces
algorithmes font partie des Méthodes Asymptotiques Numériques (MAN), qui
associent une technique de perturbation et une discrétisation spatiale. Plus
précisément, on discutera des algorithmes introduits en (Detnal, 1999) et
(Mallil et al, 2000) associant la MAN & une transformation par homotopie.

Rappelons briévement les algorithmes introduits en (Da&midl, 1999) et
(Mallil et al, 2000) pour un probleme de la forme :

L u+ Fu)+ R=0 [1]

ol u est I'inconnueR est un vecteur donné (résidu initial), est un opérateur
tangent etF est un opérateur non linéaire de degré deux au moins. L'idée est de
définir une transformation par homotopie, dépendant d'un paramaet@€ela se
traduit, par exemple, par I'une des équations suivantes :

Lv+e(F(v)+R)=0 [2]

L, v+ F(v)+eR=0 [3]
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L’inconnue v(g) de [2] (ou [3]) passe de v Poure=0a v=upoure=1
u étant une solution de [1]. La technique consiste a chercher v sous la forme d’'une
série tronquée qu'on transforme ensuite en fraction rationnell€ emppelée
approximant de Padé. Notons que le calcul de tous les termes de cette série ne fait
intervenir que le seul opérateur linédire On peut définir d’autres transformations
par homotopie, et en particulier choisir plus ou moins arbitrairement I'opérateur
qui sera inversé. Une telle transformation d’homotopie serait la suivante :

L*v+s(Ltv— L*v)+ F(v)+eR=0 [4]

Cette idée de coupler MAN et homotopie a été appliquée par Cochelin et
Compain (Cochelin et gl 2000) pour la résolution de problémes instationnaires
discrétisés, ce qui a permis d'utiliser la méme triangulation de matrice pour de
nombreux pas de calcul. On se reportera aussi a (Jamal, 1998), (Braikat, 2000),
(Jamalet al, 2002) pour diverses applications et validations de cette procédure. Le
choix de la transformation d’homotopie est important pour [lefficacité de
I'algorithme : celle proposée en (Jaredlal, 2002) permet de réduire le nombre de
triangulations de matrice, par rapport a celle proposée en (Coetedin 2000).
Notons que si ces algorithmes se rapprochent de la MAN par Il'utilisation de séries
entieres, leur fonctionnement est assez différent des techniques de continuation
présentées par exemple dans (Cochadlial, 1994). On utilisera ici des algorithmes
de type itératif d’ordre élevé et on se limitera & une seule itération.

Dans cet article, on discutera plusieurs algorithmes de résolution couplant
discrétisation en temps, homotopie et MAN. Ces algorithmes different
principalement par le choix de la transformation d’homotopie. L'algorithme présenté
section 3 est totalement nouveau. L'efficacité de ces algorithmes sera évaluée par
des tests numériques sur un exemple classique de propagation des ondes non
linéaires décrit par I'’équation de Fisher. Le principal objectif de cet article est de
présenter de maniére synthétique cette classe d'algorithmes et de les comparer sur
un exemple académique.

Notons qu'il existe d'autres applications de la MAN pour des problemes
instationnaires, mais avec des algorithmes trés différents. La premiére tentative
portait sur la résolution d’un probléme d'écoulement & surface libre (Moedate
1995) par la MAN sans continuation en considérant I'amplitude de I'onde incidente
comme parametre de perturbation. Il a aussi été proposé d'appliquer des
développements par rapport au paramétre temps (Fefal] 1997), (Berrahma-
Chekrounet al, 2001), (Fellahet al, 2002) bien que la solution du probléme
continu ne soit pas analytique en temps.
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2. Comment construire un algorithme d'ordre élevé pour un probleme
instationnaire ?

Les algorithmes développés dans ce travail sont destinés a la résolution des
problemes instationnaires du premier ordre. lls font partie de la famille des
Méthodes Asymptotiques Numériques (MAN). lls combinent les méthodes de
perturbation, les procédures de discrétisation en temps et en espace et les techniques
d’homotopie. Ces algorithmes se distinguent par le choix de la transformation
d’homotopie.

2.1.Problémes et algorithmes de résolution

Précisons d'abord le cadre de I'étude. On désigne F§gr I'opérateur non
linéaire spatial, qu'on sépare en une partie lindaireet(.ine partie non linéaire
=4 (.). On étudie les problémes aux valeurs initiales de la forme :

[ou _a_U nl -
E’a-'- F(u) = 3 + L(u)+F"(u) =f [5]
Hu(to) = uo

ou f(t) est une excitation extérieure donnéalgtest la condition initiale. Pour des
raisons d'adaptation de la forme [5] aux développements asymptotiques, on raméne
la partie non linéaire="" (.) sous une forme quadratiqug(.,.). Une telle opération

est souvent possible en introduisant de nouvelles variables et par diverses techniques
présentées dans (Potier-Feslyal, 1997). On choisit donc d'écrire le probléme
continu sous la forme :

[(ou

o T L@ QU = -
Hu(to) = ug

Pour résoudre le probléeme [6], on propose trois algorithmes de résolution
différents. Dans tous ces algorithmes, on utilise les quatre étapes suivantes:
technique d’homotopie, méthode de perturbation, procédures de discrétisation en
espace et en temps. Ces algorithmes difféerent entre eux selon I'ordre d’application
de ces étapes et selon le choix du type de la transformation d’homotopie. La
présentation détaillée de ces algorithmes fera I'objet des paragraphes qui suivent.
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2.2.Algorithme de Cochelin-Compain

Cet algorithme est une variante de la MAN déja testé dans (Cocltedih
2000) pour la résolution du probleme de vibration d'une poutre bidimensionnelle.
On va le reprendre et tester sa performance sur la résolution des problemes du
premier ordre de type [6].

Dans I'objectif d’avoir des conditions initiales nulles, on introduit le changement
de variable suivant :
u=ug +Vv [7]

ou la nouvelle inconnue v satisfait a :

L) Qv =g "

H(to)=0
ou I'opérateur L. (.)et le second membge (Bont définis par les expressions :

Bl-t(-)= L()+ Qup )+ Q. Up)
9= f- L(w )= Qug,up)
L'algorithme de résolution est présenté en quatre étapes: technique

d’homotopie, méthode de perturbation, discrétisation en temps et discrétisation en
espace. On verra que l'ordre de ces étapes a une certaine importance.

a-Technique d’homotopie Elle consiste a introduire artificiellement un parameétre
réel €, sans dimension physique, dans le probléme [8] de la maniére suivante :

é%“ L, (W)+£Qw,w) =g

Hw(ty)=0

ou la nouvelle inconnue w dépend ee La solution du probléme initial [6] sera
obtenue & partir de la solution du probléme [9] en écrivant g+ u e=w(. 1)

[9]

b-Technique de perturbation On cherche la solution w du probléeme [9] sous la
forme d’'une représentation en série entiere par rapport au parasmésmis la
forme :

W= Wy +ew, +e2W, +..+ePw [10]

p
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ou les termesw, (k= 012...p) sont les nouvelles inconnues qui sont
indépendantes de& . L'entier p désigne l'ordre de troncature de la série [10].
L'insertion du développement [10] dans [9] conduit & une succession de problemes
instationnaires linéaires :

Ordre O

[Pw,
+L,(Wp)=
%OT t(Wo)=g

H"’o(to):0

Ordrek (l<k<p)

ow k-1
Gt Liwi) ==Y QW W, y)
O ot =

%’Vk(to)zo

Pour résoudre numériquement les problémes linéaires [11] et [12], on discrétise
le domaine temporel, on adopte un schéma implicite et on approche la dérivée
premiere en temps, par exemple, par la méthode des différences finies décentrée a
droite (Bathe, 1986).

[11]

[12]

c-Discrétisation temporelle L'intervalle de temps considé|[é, T] est subdivisé en
N intervalles de temps{nAt,(n +1)At] ou At=T/N est le pas de temps. La
méthode des différences finies décentrées a droite permet d’approcher la quantité

%—\iv au tempst= (n+DAt par I'expression :

aW w n+1l -w n

ol w* est la solution & linstant X .tEn substituant la relation [13] dans les
équations [11] et [12], on obtient :

Ordre O
Wn+1 :Wn+At n+l
%’-té 0 ) 0 g [14]
0=0
Ordrek (l<k<p)
EL{ (Wn+l): Wn _Atkz_lQ(Wml Wn+1 )
0 k k Z r o+ Wk-r-1 [15]

g =0
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ou L, (.) est l'opérateur tangent donné péay(.)=1(.)+AtL,(.) et ou I(.) est
I'opérateur identité.

d-Discrétisation spatiale La discrétisation spatiale des problémes [14] et [15], par
la méthode des différences finies par exemple, conduit aux problémes matriciels
suivants :

Ordre O
%@Wg‘” =Wy +AtG™ 116
W =0
Ordrek (l<k<p)
W = WP - At Wi Wi
0 < [17]

e =0

ou Wy est le vecteur discrétisé dey , K, est la matrice tangente (discrétisée de

L), G™! est le vecteur second membre a I'ordre zéro (discrétisg"de, o.,.)
est le vecteur qui correspond a la discrétisation en espace de I'opérateur quadratique
Q(.,.). Il est & noter que c’est la méme matrice tangente, au point ititiatjui est

utilisée pour obtenir la solutioVy a tout instant n et a tous les ordres k.

Finalement, la solution & tout instablt”, est obtenue en calculant la série tronquée
poure=1:

U™ =Ug+ Wy + W +..+ W, [18]

Domaine de validité des séried.e développement en série [10], tronqué a un ordre
donné p, n'est valable que sur son domaine de convergence. Pour pouvoir attribuer a
€ la valeur unité il faut que I'unité soit inférieure a ce rayon de convergence. Une
approximation du rayon de convergence est obtenue en comparant deux solutions-
séries a des ordres consécutifs p et p-1, voir par exemple (Coehelin 1994).

Une telle définition implique que la représentation polynomiale cesse d'étre valable
lorsque la différence relative entre deux développements asymptotiques a des ordres
consécutifs est plus petite qu’'un parametre de précisioBette définition conduit

a une estimation du domaine de convergence qui dépend de I'ordre de troncature p,
de la tolérance® et du temps t donné par le critére :
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[

7

gl

€ vaiidgite (1) = [19]

Les solutions acceptables correspondent alors & eggsie sufigrieurs a
I'unité. Les solutions-séries données par [10] sont donc valables jusqu’a un temps
maximal t,.x = MNmaxQ t qui est le plus grand t tel que :

€vaigie ()21 pour [0 thax ] Evaidite (tmax + A1) <1 [20]

Construction de la solution compléte — Méthode de continuatiorUne fois que

tmax €St évalué automatiquement par le critére [19] [20], il se peut que la solution ne
soit décrite que sur une partie de lintervdlleT]. Le reste de la solution est
construit trongon par trongon par la méthode de continuation (Coetelln 1994).

A chaque fin de pas, on redémarre avec de nouvelles conditions initiales calculées
au temps maximat,,,,, du pas précédent, avec une nouvelle homotopie et donc avec

une nouvelle matrice tangente, K {U )

2.3.Application a la propagation d’ondes non linéaires

Les phénoménes de propagation d’ondes non linéaires sont modélisés a l'aide
d'équations aux dérivées partielles du type [6]. L’équation de Fisher en est un
exemple. Elle apparait dans la propagation des flammes, dans les problemes de
croissance biologique et dans la théorie des réacteurs nucléaires. C'est I'une des plus
simples équations de diffusion non linéaire. Elle est donnée par :

Dou  9%u
-——+ Uuu-1)=0,
SE x> ])
0 -2
X
Hux.t= 0)= Eﬂ expX E , [21]
0 J6

Bu(x: —o0,t)= 0, u(x=+o0,t)=1

H

La solution analytique est connue :

-2
u(x, t)= +expM)E . [22]

76
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| Evalidité
1.2 T : : .
\ \ \\\\ Evalidite=1
. Y
\x Ordrel8
08 r
0.6 r
0.4 r
0.2 r
t
0 . z : : -
0 1 2 3 4 5 6

Figure 1. Algorithme [16]-[18]. Premier grand pas de calcul. Evolution du critére
de convergence, 4 (t) en fonction du temps pour divers ord@s 10~

On cherchera la solution numérique sur un intervalle de temp$Xid0] et sur
I'intervalle spatial 150150 . Les valeurs numériques geet c, considérées dans
ce travail, sont y=-1, c=5/4/6 . Le domaine spatial est discrétisé 201 noeuds
avec un pas d'espacAx=1. L'intervalle temporel est discrétisé en 200 pas de
tempsA £ 0.1 Ces longueurs de pas permettent de retrouver la solution analytique
avec une bonne précision.

Nous allons maintenant discuter l'intérét du critere de validité [19] [20] en
fonction des deux parameétres qui le définissent: I'ordre de troncature p et la
toléranced . Rappelons qu'on considére que la série converge tant que le nhombre

€. aiaits (1) est supérieur a 1. D’apres la figure 1, on constate que ces fonctions

t - €aiqie(t) sont décroissantes de l'infini & 0. Il existe donc, pour chaque ordre
de troncature p, un intervalle de temps bien défini, [Q.t  {pdlque le critere de
convergence des séries est satisfait dans tout 'intervalle et pas au-dela. On note que
ce nombre },, (p)croit avec l'ordre et se stabilise verg,t= p2ur des ordres
supérieurs a 10. Par ailleurs, le nomlgre, .. (1) et donct,,, dépendent de la
tolérance choisi®. Lorsque l'ordre est fixét,,., diminue avec la tolérance, voir

tableau 1. Cette décroissance est forte pour les petits ordres et devient faible pour les
grands ordres (au-dela de 18) : cela est di au fait qu'une série tronquée a un ordre
élevé donne une excellente approximation a l'intérieur du rayon de convergence.

Notons que pour les trés petits ordres (p = 2 ou 3), le processus ne converge pas des
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le premier pas: il faudra donc choisir un ordre minimum pour assurer la
convergence dans un tel cas.

6=10" 6=10" 6=10"°
Ordre t, . Ordre t . Ordre t .
2 0.2 2 0. 2 0.
3 0.8 3 0.1 3 0.
6 1.6 6 1. 6 0.6
10 2. 10 1.5 10 1.1
16 2.1 16 1.8 16 1.6
18 2.1 18 1.9 18 1.6
24 2.2 24 2. 24 1.8
30 2.2 30 2. 30 1.9
50 2.2 50 2.1 50 2.

Tableau 1. Algorithme [16]-[18]. Premier grand pas de calcul. Comparaison des
valeurs det,,, pour divers ordres et pour différentes tolérances

Le critéere de validité [19] [20] donne une estimation indirecte de la précision du
calcul, puisqu’il s'appuie sur une estimation de la taille relative du dernier terme de
la série. Ce critére indirect a été choisi en raison de sa simplicité et aussi parce qu'il
a montré son efficacité dans le cadre des méthodes asymptotigues numériques
(Cochelinet al, 1994). Pour que ce critére ait un sens, il faut que le choix d’une
tolérance d puisse étre relié plus ou moins directement a la taille du résidu de
I'équation discrétisée en temps et en espace. Cette relation tolérance-résidu est
présentée sur la figure 3. Il est clair qu’on peut obtenir un résidu aussi petit que I'on
veut avec une tolérana® assez petite.

Passons maintenant a l'analyse du processus de continuation. La technique
consiste a réactualiser la solution initidly, en t =t,,,,, puis 'opérateur tangent
K, et enfin la nouvelle série caractérisée par [16] [17] [18]. Cet algorithme
fonctionne donc avec deux types de pas de temps : les « petitf\pagub sont les
pas de temps classiques, fix@griori ; « les grands pas &t ., qui correspondent
a la réactualisation de tout I'algorithme asymptotique numérique. Ces grands pas

sont variables et déterminésposteriori,comme décrit précédemment. Rappelons
aussi qu'il ne faut qu’une seule triangulation de matrice pour un grand pas.

Pour cet exemple, on choisira un ordre p = 18 et une tolérance inférietife & 10
L'allure de la réponser (tpur l'intervalle [020] est présentée a la figure 2. Nous
n‘avons constaté aucune différence significative entre la solution asymptotique-
numeérique, la solution analytique et la solution numérique calculée par la méthode
de Newton-Raphson. Il faut 400 triangulations de matrices pour ce calcul par
Newton-Raphson : c’est énorme pour un probléme aussi simple. Avec la méthode
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asymptotique-numérique, ce nombre de triangulations est réduit & 15 pddr™

et 13 pourd=10"°, ce qui correspond respectivement & 11 et 13 grands pas. Pour
ces deux calculs, les résidus maximaux sont respectivement de I'ordré etel 08

et ils ne varient quasiment pas au cours des grands pas : voir figure 3. Cela montre la

pertinence du critére [19] [20].

1.2

08 /

06 r /

04 +/

0.2

Figure 2. Allure de la courbe u(0,t) en fonction du temps

v

Les calculs qui viennent d’'étre présentés ont été obtenus grace a I'algorithme
[16] [19] [20], qui est le méme que celui proposé par Cochelin et Compain
(Cochelinet al, 2000) pour les probléemes de dynamique des structures. Ces calculs
restent chers en comparaison avec les méthodes itératives, largement utilisées pour
ce genre de problemes, puisqu'’il nous a fallu calculer 19 vecteurs par petit pas et

inverser une dizaine de matrices.

Est-il possible d'établir des algorithmes plus efficaces qui permettent en
particulier de ne trianguler qu’une seule matrice au cours du processus ?
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3. Un algorithme de linéarisation par rapport a l'instant initial

Pour répondre a cette question, nous proposons dans ce travail une variante de
I'algorithme de Cochelin et Compain présenté précédemment. Ce nouvel algorithme
est établi en appliquant la transformation d’homotopie et la technique de
perturbation sur le probléme discrétisé en temps et non sur I'équation différentielle.
On peut dire aussi que cela revient & inverser I'ordre de la discrétisation en temps et
des étapes d’homotopie et de perturbation. Comme précédemment, on travaille avec
inconnue v=u-u, ol u, est la solution initiale, c’est-a-dire la solution au début
d'un « grand pas ». La matrice a inverser restera donc la méme : ce sera la matrice
tangente a cet instant initial. C’'est pourquoi nous appelons ce processus
« algorithme de linéarisation par rapport a l'instant initial ».

3.1.Définition de I'algorithme

Pour présenter ce nouvel algorithme, nous suivons donc le plan suivant ;

a-Discrétisation en temps

b-Technique d’homotopie

c-Méthode de perturbation

d-Discrétisation en espace.

Nous nous plagons ici dans le cas du schéma d’Euler implicite, mais on pouvait

aussi bien appliquer les mémes idées pour d'autres schémas, comme celui de Crank-
Nicolson (Braikat, 2000) .

a-Discrétisation en temps.On applique [13] a I'équation différentielle [6], en

tenant compte du changement de variable [7]. On obtient ainsi le probléme non
n+l

linéaire vérifié par la solution™* au nouvel instant™*™* .
Q_tvml +AtQ(V nrl,vml) — Vn +Atg”+l
U

23
0o 23]

ou l'opérateur tangent; est le méme que pour l'algorithme précédent, voir
paragraphe 2.2.

b-Technique d’homotopie.On définit une transformation d’homotopie en suivant
le méme principe que précédemment : on introduit le norabdevant le terme non
linéaire. Cela conduit a :

%twml +SAtQ(W r+l,W n+l) - Vn +Atg”+l

[24]
w(€)=0
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n+l

De cette maniére, la solutiow " ~(€) passe de la solution du probleme linéaire

(e=0 dans [24]) & la solutiorv™ du probléme [23]. En effet powr= , 124]
coincide avec [23].

c-Méthode de perturbation. Elle consiste toujours & chercher la solution du
probléme [24] sous la forme d'une représentation en série entiere tronquée a un
ordre p par rapport au paramétee:

n+l

w™ €)= wg™ +ews ™ + L +ePw T [25]

Les termesw ™ ( k= 012...,p) seront les nouvelles inconnues. L'utilisation du

développement [25] transforme le probleme [24] en une succession de p+1
problémes linéaires ayant le méme opérateur tangent: (.)

Ordre O
Wn+l:Vn+At n+l
e ’ [26]
Bwo =0
Ordre k(k k< p)
EL{WMI :_Atkz_lQ(Wml Wn+1 )
0 k Z rooWk-r-1 [27]

g =0

Si ce nouvel algorithme utilise le méme opérateur tangent que le précédent, il
présente une différence trés importante dans le second membre. En effet, la solution
a linstant précédentv" apparait complétement dans le second membre [26] a
I'ordre zéro. Dans la formule analogue [14] de I'algorithme précédent, il n'y avait
que le premier termavg du développement en séries @8. Ainsi si la série

g converge difficilement, I'ancien algorithme récupérait cette

convergence lente a l'instant suivant. Cela ne pourrait que dégrader la convergence
des séries. Il n’en est donc pas de méme avec le nouvel algorithme présenté ici.

Vi=wg +..+w

d-Discrétisation spatiale. L'application de la technique de discrétisation par
différences finies aux problémes [26] et [27] donne des équations de la forme :

Ordre O
g< t\Non+l - Vn +AtG n+l
[l

) 28]
BWo =0
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Ordre k(1< k< p)

0 k-1

OK W™ = =AtS q(w™ Wity

0 Z, r r [29]
e =0

Une fois que lesw,' sont calculés numériquement, la solution du probléme [6] a

n+l

instant t " est obtenue en égalisanta I'unité :

U™ =Ug+ Wy + W +..+ W, [30]

3.2. Application numérique

Pour tester I'efficacité de cet algorithme, on reprend I'exemple de I'équation de
Fisher en gardant les mémes données et la méme grille spatio-temporelle. Comme
précédemment, la fonctioa, e (St une fonction décroissante du temps, mais
avec des asymptotes strictement positives (figure 4). En particulier, on voit que pour
des ordres supérieurs ou égaux a 3, ce nompig,  retg nettement supérieur a
1 sur tout I'intervalle étudié. Cela signifie que cet algorithme permet d’obtenir toute
la réponseu(t), 0< t< 20 avec une seule inversion de matrice.

A Evaidine
3 ,

25 Ordre24  Ordreld

B OrjreB Ordre4 Ordres

1
Ordre2
05

Figure 4. Algorithme [28]-[30]. Variation deg, i (t) en fonction du temps pour

divers ordres. Au-dela de I'ordre 3, il n’est pas nécessaire d'utiliser le processus de
continuation
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-10

-12

Ordre50 ordre51

-14

-16

Figure 5. Algorithme [28]-[30]. Courbe résidu en fonction du temps pour divers
ordres

On a également représenté sur la figure 5, I'évolution du résidu de I'équation
discrétisée au cours du temps. Pour des ordres assez petits (3 ou 4), le résidu obtenu
est acceptable sur tout l'intervalle ( inférieur &)X Me plus, on constate qu’on peut
obtenir une précision aussi forte que I'on veut en augmentant I'ordre de troncature.

Ce nouvel algorithme est donc nettement plus efficace que le précédent
puisqu’on n'a besoin que d'une seule inversion de matrice et aussi de beaucoup
moins de seconds membres.

On notera néanmoins que ces algorithmes d’ordre élevé peuvent conduire & un
nombre important de calculs de seconds membres. Par exemple, si on veut une
précision de 18 pour le résidu, il faut un ordre 10, soit 200 x 10 = 2000 seconds
membres a calculer. Il serait donc raisonnable de choisir un ordre relativement petit
(3 ou 4) et d'appliquer la méthode de continuation : quelques inversions de matrice
serait nécessaires, mais le nombre de seconds membres serait fortement réduit.

Pour essayer d’'améliorer encore ces algorithmes, nous allons en discuter de
nouvelles variantes, qui évitent I'inversion de matrices tangentes, en introduisant
une transformation d’homotopie de type [4].
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4. Des algorithmes basés sur une matrice arbitrairé<”

Ces nouveaux algorithmes sont destinés a introduire une certaine souplesse dans
le choix des matrices qui seront inversées a chaque « grand pas ». Pour cela, on

introduit une matricek” arbitraire. Cette matrice peut étre une matrice obtenue par
discrétisation d'un opérateur tangent calculé a un instant précédent, comme pour
I'algorithme décrit au paragraphe 3. Elle peut étre aussi une matrice facile a inverser
comme cela se fait couramment pour les résoluteurs itératifs de problemes linéaires.
Une premiére version de cet algorithme a été présentée récemment et appliqguée a
I'’équation de Korteveg de Veries (Jareaibl, 2002).

4.1.Définition des algorithmes

Le schéma de ces algorithmes est Iégérement modifié par rapport au précédent.
On introduit la discrétisation en espace avant 'homotopie et la perturbation, pour
permettre une plus grande souplesse dans le choix de la métrice

a- Discrétisation en temps

b- Discrétisation en espace

c-Technique d’homotopie avec introduction d’une matice
d- Méthode de perturbation

a-Discrétisation en temps.On se contente ici d’introduire un petit incrément
v=u™ -u" et non plus un grand incrément= u™™* - u,. Avec cette nouvelle
variable v, le schéma [13] appliqué a I'équation [6] conduit a :

L7 v+ AtQ(v,v)=Ath™! [31]

h n+l

ol L{ est 'opérateur tangent a l'instant actu@l et ou est une sorte de résidu

a linstantt" :

0=10 +atlLO)+ QU )+ Qum))
™= - L) - QU

b-Discrétisation en espacel.a discrétisation de [31] par la méthode des différences
finies conduit a une équation non linéaire discrétisée de la forme :

KMV +Atg(V,V) =AtH™ [32]

ol V, KP, of,.) etH™ sontles discrétisés de ¥, Q(.,.) eth™*.
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c-Technique d’homotopie avec introduction d’une matrice arbitraire K. Pour
éviter la triangulation de la matrice tangeit§ a chaque instant, on utilise I'astuce

décrite dans lintroduction en définissant une homotopie de type [4].KSoitine
matrice arbitraire. On définit alors la transformation d’homotopie de la maniére
suivante :

KW+ (K] - K* )W+ Atg(W, W) = eat H™ [33]

La nouvelle inconnuéN(g) passera donc de ¥ four €= 04 la solution V de
[32] poure=1

d-Méthode de perturbation. On cherche la solution du probléme [33] sous la
forme d’un développement en séries entiéres tronquées a I'prgrar rapport au
parametree

W(Ee)=eW, +e*W, +...+€PW, [34]

L'injection de la relation [34] dans [33] conduit & la séquence suivante de problemes
linéaires ayant tous la méme matrice :

Ordrel
K'W, =AtH™ [35]

Ordrek (2<k<p)

. . k-1
KW = - KD Wi - atS aw, W) 136]
=

n+l

Finalement la solutiory ™ & l'instantt est écrite de la maniére suivante :

U™ =U"+W, + W, +...+ W, [37]

On notera que le calcul des vecteM¥s se fait en inversant la seule matrice .

4.2. Application numérique

Pour étudier I'efficacité de ces algorithmes, on reprend I'équation de Fisher avec
les mémes données et la méme grille. On s'intéressera en particulier aux choix

possibles pour la matrice arbitrailé . Trois matrices seront retenues : matrice
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tangente en U=0 (K =K,(0)), matrice tangente a linstant initial

(K" =K,(Uy)) et matrice diagonale deK,(0). Les deux premiers choix
conduisent a des algorithmes qui semblent comparables a [Ialgorithme de
linéarisation par rapport a l'instant initial. Le choix d’'une matrice diagonale peut
permettre de réduire de maniéere trés forte le colt de calcul, comme pour un
algorithme explicite.

L'efficacité de ces algorithmes peut étre analysée a partir des mémes critéres que
précédemment : évolution du nombeg,sie € du résidu en fonction du temps,

voir figures 6 et 7. Le nombre g (st calculé pour une tolérande=10"".
On constate que cet algorithme converge avec une seule inversion de matrice
(K, (0) ou K,(U,)) et avec un ordre trés petit (2 ou 3 pour un résidu maximum

de 10° ou 10%. Il n’y a pas de différence significative entre ces deux mattices

sauf au début du processus ou la matrice tangente au point initial est plus
performante, ce qui est bien compréhensible. Ces algorithmes sont donc au moins
aussi efficaces que celui du paragraphe 3, mais la liberté dans la définition de la

matrice K~ introduit une plus grande flexibilité.

Il reste & comparer ces algorithmes a la méthode itérative, qui est souvent utilisée
pour la résolution des probléemes de propagation d’ondes non linéaires. Cette

méthode revient & une définition itérative de la solutidfi™ au tempst“*l,

comme limite d'une séquenctli™ et avec un critere d'arrét. Elle est définie

comme suit :

[1+AKO)JUM =U" + At GU M

Les résultats obtenus par cette technique de référence sont comparés a ceux de
I'algorithme proposé oUK ™ est soit la matrice K (0) soit sa diagonale. Ces

résultats sont reportés sur le tableau 1. Dans les trois cas, la réponse est obtenue en
un seul grand pas, c’est a dire avec une seule inversion de matrice. Dans le cas de la
matrice diagonale, le colt de I'inversion est bien sdr négligeable. Le plus important
est donc le nombre de seconds membres a traiter pour une qualité de solution

donnée. Le point le plus surprenant est la grande efficacité de I'algorithmé<avec
diagonale qui converge mieux que les deux autres. On note aussi qu’on peut obtenir
une trés grande précision en jouant sur I'ordre ou la tolérance.
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A €vaidie
6 T *
Ordre 6 (K(ug))
5
Ordre 6 (K(0))
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\ Ordre 3 (K(ug))
3t Ordre 3(Kr(0))
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2t /Ordre 2(K(Uo))

Ordre 2 (K(0)) validit= 1
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Figure 6. Algorithme [35]-(37). Un seul grand pas de calcul. Variation &g«
en fonction du temps aux ordres 2, 3 et 6
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Ordre 2(K(0))
P Ordre 2(K(up))
4 F
Ordre 3(K(0))
(m%%(u&)
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. Ordre 6(K(0))
0 Ordre 6(K:(ug))
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12 =
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Figure 7. Algorithme [35]-(37). Un seul grand pas de calcul. Courbe résidu en
fonction du temps aux ordres 2, 3 et 6
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K" =K, (0) K" =DIAG(K, (0)) MI
Ordre| SM ||R|| Ordr| SM ||R|| tol SM ||R||
e

1 200 | 10°° | 1 200 10*° | 10 | 200 | 10°°
2 400 | 100° | 2 400 10°*° | 10% | 203 | 10°
3 600 | 1007 | 3 600 100 | 10% | 405 | 1077
4 800 | 10 | 4 800 10° | 10* | 800 | 10°
5 1000 | 1% | 5 1000 10 | 10° | 1000 | 10°°
6 1200 | 10° | 6 1200 10 | 10° | 1204 | 10°°
7 1400 | 10°° | 7 1400 | 10Y | 107 | 1600 | 1C°
8 1600 | 10° | 8 1600 | 109 | 10° | 1803 | 10°’
9 1800 | 10°° | 9 1800 | 10| 10° | 2150 | 1074
10 | 2000 | 10*°° | 10 | 2000 10° | 10| 2402 | 107

Tableau 2 Comparaison entre deux algorithmes basés sur une matrice arbitraire
K" etla méthode itérative (MI)

5. Conclusion

Nous avons proposé, dans ce travail, des algorithmes basés sur les techniques
utilisées dans la MAN, qui combinent une technique d’homotopie, des techniques de
perturbation et des procédures de discrétisation en temps et en espace, pour la
résolution de problémes instationnaires non linéaires. Ces algorithmes different entre
eux selon le choix de I'homotopie et selon la discrétisation en temps. L'originalité
de ces algorithmes est la technique de résolution du probléme non linéaire issu de la
discrétisation en temps. On a montré que la technique de perturbation couplée avec
une homotopie permet d’inverser une matrice plus ou moins arbitraire. Cela
introduit beaucoup de souplesse dans la définition de I'algorithme. En particulier le
choix d’'une matrice diagonale conduit a un algorithme implicite dont le codt de
calcul pourrait étre proche de celui d'un algorithme explicite. Notons aussi qu'il
existe des techniques pour accélérer la convergence, comme par exemple, les
approximants de Padé (Malét al, 2000), qui n'ont pas été utilisées ici.

Le test réalisé a permis d’établir que les algorithmes proposés sont robustes et
efficaces. Le résultat le plus intéressant est leur capacité d’appliquer un schéma
implicite avec trés peu de matrices a triangulariser. Ceci peut étre intéressant pour
des systéemes a grand nombre de degrés de liberté et pour les non-linéarités fortes
comme en dynamique des structures.

L'exemple de I'équation de Fisher peut étre considéré comme un test
relativement facile du point de vue de la non-linéarité. Les algorithmes proposés
devraient étre réexaminés pour des cas plus difficiles, par exemple en dynamique
des structures ou en mécanique des fluides. Toutefois, il a été clairement démontré
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que les algorithmes présentés aux paragraphes 3 et 4 sont beaucoup plus performants
que celui de (Cocheliat al, 2000).
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