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RESUME.La prévision des vibrations linéaires des structures complexes modélisées par la mé-
thode des éléments finis peut étre améliorée en tenant compte des incertitudes aléatoires de
modélisation et de modéle. Classiquement, on utilise les approches paramétriques pour prendre
en compte les incertitudes de modélisation. Récemment, une approche non paramétrique a été
introduite, qui permet de modéliser les incertitudes de modélisation et de modele pour des
incertitudes homogénes. On présente ici I'extension au cas des incertitudes non homogenes en
utilisant la méthode non paramétrique et la méthode de sous-structuration dynamique de Craig
& Bampton. Un exemple numérique est présenté.

ABSTRACT.In linear vibration analysis, numerical predictions of complex structures modelled
by the finite element method can be improved by taking into account the random uncertainties
due to modelling and model errors. Usually, the parametric methods are used to take into
account the uncertainties due to modelling errors. Recently, a nonparametric method has been
introduced and allows the homogeneous random uncertainties due to modelling and model
errors to be taken into account. In this paper, one presents an extension of this theory for the
case of non-homogeneous random uncertainties by using the nonparametric approach and the
Craig & Bampton dynamic substructuring. A numerical example is presented.

MOTS-CLES incertitudes aléatoires non homogénes, modele non paramétrique, sous-structura-
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1. Introduction

La prise en compte des incertitudes dans les modéles de prévision pour la dyna-
migque basse fréquence (BF) des structures est nécessaire, notamment dans la partie
haute de la bande BF considérée puisque I'effet des incertitudes augmente avec la
fréquence. En général, une approche paramétrique est utilisée pour modéliser les in-
certitudes (voir par exemple Haug al 1986, Ibrahim 1987, lwai: Jensen 1993,

Lee & Singh 1994, Lin& Cai 1995, Soong 1973, Span&sZeldin 1994 pour des
développements généraux, Gharfei@panos 1991, Kleibeat al1992, Liuet al 1986,
Shinozuka& Deodatis 1988, Spands Ghanem 1989, Vanmarcke Grigoriu 1983

pour des aspects liés aux éléments finis stochastiques). Les méthodes de choix des
parameétres incertains, la modélisation probabiliste de ces paramétres et les méthodes
de résolution d’équations en présence de matrices aléatoires sont aujourd’hui bien
développées. Toutefois, lorsque le nombre de parameétres incertains devient grand, ces
méthodes peuvent devenir difficiles a mettreoanvre. De plus, par construction, les
méthodes paramétriques ne peuvent pas modéliser les erreurs de modéle.

Unmodéle non paramétrique des incertitudes aléatoires pour des problémes d’élasto-
dynamique linéaire a été proposé (Soize, 2802001). Cette approche est basée sur
le modéle probabiliste d'un ensemble de matrices aléatoires symétriques définies po-
sitives, construit a I'aide du principe du maximum d’entropie (Jaynes 1957, Shannon
1948). Les incertitudes sont alors prises en compte en modélisant directement les ma-
trices généralisées du systeme dynamique par des matrices aléatoires, ce qui évite de
déterminer les parameétres locaux incertains. De plus, cette approche non paramétrique
permet de tenir compte des erreurs de modéle en plus des erreurs de modélisation.

Dans les structures complexes, le niveau d'incertitude peut ne pas étre homo-
géne dans toute la structure. Une méthode permettant de prendre en compte la non-
homogénéité des incertitudes décrites par I'approche non paramétrique doit alors étre
construite. On présente ici (Chelli Soize 2001, Soizé& Chebli 2001) I'extension
du modéle probabiliste non paramétrique au cas des incertitudes non homogenes par
l'utilisation de la méthode de sous-structuration dynamique de QeaBampton
(Craig& Bampton, 1968).

On présente dans la section 2 le modéle matriciel réduit aléatoire pour une sous-
structure en utilisant le modéle non paramétrique des incertitudes aléatoires. La section
3 estconsacrée a une application numérique relative a un modéle simple constitué d’'une
plague mince rectangulaire décomposée en deux sous-structures.

2. Modele non paramétrique des incertitudes aléatoires en sous-structuration
dynamique

2.1.Probléme aux limites moyen pour une sous-structure

On consideére le probléme de vibration linéaire d’'une structure tridimensionnelle
et non précontrainte, autour de sa position d’équilibre statique prise comme état de
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référence. L'analyse se fera dans le domaine des basses fréquences (domaine modal)
défini par l'intervalle B et on noterav € B la frégquence angulaire. Les équations

du probléme sont écrites dans le domaine des fréquences. La structure, constituée de
matériaux hétérogénes et viscoélastiques sans mémoire, occupe un darbaime

deR? dont une partid’ U I'Z du bord est fixe.

La structure2 est décomposée en 2 sous-structures repérées par la-lattee
r = 1,2. SoitQ)” le domaine ouvert borné d@¥, occupé par la sous-structureSoit
00" le bord supposé suffisamment régulier du dom&hetn” la normale unitaire a
00" extérieure 2" (voir Figure 1).
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Figure 1. Structure décomposée en deux sous-structures

Chaque sous-structure est supposée fixe sur une pgrie son bord, c’est a
dire queu” = 0 sur I'y avecu” = (uf,u},u}) le champ de déplacement & chaque
pointx € Q", x = (x1,x=2,x3) en coordonnées cartésiennes. On a alorsaftie=
[guUX UTl", avecly la partie du bord ou est imposé I'encastrem@hitjinterface de
couplage e = 90" \{Tj U X} .

Onimposera a chaque sous-structure un champ de force volufggte w), w €
B} appliqué dan§)” et un champ de force surfaciqfg. (x,w),w € B} appliqué sur
I'". La sous-structur@” est soumise au champ de force surfacifuig(x, w),w € B}
de couplage, appliqué sur I'interface de couplage

Le tenseur linéarisé des déformations est définepdu”) = %(u;j +uf;) ou
uj ; correspond a la dérivée partielle de la composafitpar rapport a;. Pour un
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matériau linéaire viscoélastique sans mémoire, le tenseur symétrique des contraintes
o}; S'écrit:

o1 (U") = ajjpp (X)ern(U") + iw b, (X)ekn (UT). (1]

Le tenseur des coefficients élastiqugs,, et celui des coefficients d'amortissement

bi;xs Verifient les propriétés classiques de symétrie et de positivité (Ciarlet, 1988).

Le probléme aux limites moyen pour la sous-structafe formulé en terme de
champ de déplacemeuntt et dans le domaine fréquentiel, s’écrit :

—w?pul — 05 = 90, dansQ", we B, [2]
opny = gr,; surl”, [3]

opn; = gs; SUry, [4]

u; =0 surl{, [5]

avecp” la masse volumique définie sQf telle quep”™(x) > 0, Vx € Q".

2.2.Formulation variationnelle du probléme aux limites moyen

On introduit classiquement I'espacg,- des fonctions définies sue”, suffi-
samment réguliéres et a valeurs d&iis De plus, on définit 'espace des fonctions
admissibleg”?, c Cq- tel que :

CY, = {u" € Coru

=0surlg}. [6]

La formulation variationnelle du probléme aux limites moyen défini par [2]-[5] s'écrit
(Dautray & Lions 1992, Ohayon & Soize 1998) :

Pour tout réelv € B, pour tous champs de for@g, et gf. imposés dans la bonne
classe, trouven” € C3, tel que :

—w?m" (u”, 8u") +iwd’ (U",8U") + E"(U", 0uU") = f"(w;0u”), Vou" € C3., [7]
avecm”(u”,éu”),d"(u",su"), k" (u", 6u”) les formes sesquilinéaires respectivement

de masse, d’amortissement et de rigidité définiesgurx C2... Leurs expressions
sont :

m"(u",6u") = / pru” - dur dx, 8]

"(ur, 8u”) / D e (U7) € (507 )dx, 9]
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ET(UT,(sUT) = / a;ﬂjkh skh(uT) 51»]'(611_7‘ )dX, [10]
97‘

Les formes hermitiennes”, d" et k" sont définies positives. La forme antilinéaire
ou” — f"(w;dun) surCq- est définie par :

Fr(wiou") = finp(@; 0U") + feoup(ws ou”), [11]
avec :
imp(W;6U") = g5, -durdx + or -ourds, [12]
Qr rr
coupt (w3 6U") /gz -ourds, [13]
OU fipp(w;ou”) et o, (w;du”) sont les formes antilineaires définies €l re-

présentant respectivement les efforts externes immgsdansQ” etg. surl'™, et les
efforts de couplaggy, surX.

2.3.Modele élement fini moyen pour une sous-structure

La discrétisation par la méthode des éléments finis (Dautray & Lions 1992, Zien-
kiewicz & Taylor 1989) de la formulation variationnelle du probléme aux limites
moyen de la sous-structuf¥ définie au paragraphe 2.2. s'écrit :

(~w’[M"] + iw[D"] + [K"])U" (w) = E" (w), [14]
ou les matricefM "], [D"] et K] sontissues de la discrétisation élément fini (EF) des
formes sesquilinéaires de masse, d'amortissement et de rigidité définies respectivement
par les équations [8], [9] et [10]. Ce sont des matrices symétriques définies positives.
Les vecteurd)” (w) etF"(w), & valeurs dan§™", sont respectivement constitués des
n” degrés de liberté (ddls) et des forces nodales. Le vectebf (w) correspond a la
discrétisation EF de la forme antilinéaifé(w; ou™) définie par [11]-[13].

La décomposition d&J"(w) et E"(w) par rapport aux:] ddls internes et aux
ny =n" —n} ddls de couplage s’écrit

Ur(w) = | &)

v |gi)] !

F0) = Eiup0) + Erle) = | B |+ [0 |- 19

Dans [16], les vecteurk;,, ,(w) etE,,.(w) correspondent a la discrétisation EF
respectivement des formes antilinéais , (w; ou”) et £, (w;ou”) définies par

[12] et [13]. DoncE; (w) etE’(w) sont issus de la décomposition définie par [15] du
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vecteur de chargement externe imposé. Le ved\w) correspond aux forces de
couplage du modéle moyen sur l'interface de coupkge

On introduit la décomposition par bloc correspondante pour les matrices du modéle
EF moyen. Ainsi, la matrice de rigidité s'écrit :

oI K
[K]‘[[K:ZF [_521]’ i

ol I'exposantT” correspond a la transposée de matrice.

2.4.Modele matriciel réduit moyen pour une sous-structure

La méthode de Craig-Bampton (Craig Bampton, 1968) est utilisée avé¢”
modes élastiques de la sous-structdfea interface de couplage fixe. Le modéle
matriciel réduit moyen correspondant s’écrit :

Ol | —u [ &9 e un= | [[7%:1]]’ 18]

avecq’(w) le vecteur des coordonnées généralisées a valeurs@féns[®"] la
matrice réelle(n] x N") dont les colonnes correspondent aux modes de la sous-
structure2” a interface de couplage fixe, [Sy, ;| la matrice réellén; x ny;) définie
par[Sy, ;] = —[K}] 7' [K}s] et[I, ] la matrice identit§ns, x ns). En multipliant &
gauche I'équation [14] pdiZ"]? et en utilisant I'équation [18], on obtient :

Fy(w)
G () + Fl <w>} [19]

On prouve que les matrices généralisgds, |, [D,. ] et[K . ] sont a valeurs dans
I'espace des matrices réellgs” x m”) symétriques définies positives notg, . (R),
m” = N" 4+ nx. Elles sont définies par :

(Pl + iolDial + ) | )| =

[M]oq) = [H'T[MT][H], [20]
[D7eal = [T [DH"], [21]
(K7 eal = [T [KT]IHT]. [22]

Le vecteurF )y (w) a valeurs dan€™N" et le vecteuiGy (w) a valeurs dang”>
sont définis par :

Fyw)=[2TF (W), Ghw) =[Skl Ei(w)+Ejw). [23]

aveck; (w) etE}(w) les vecteurs définis par [16].
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2.5.Modéle non paramétrique des incertitudes aléatoires pour le modéle matriciel
réduit

2.5.1.Modele matriciel réduit aléatoire pour une sous-structure dans I'approche non
paramétrique

Lamodélisation non paramétrique des incertitudes aléatoires (Soize, 2000) consiste
a introduire le modéle matriciel réduit aléatoire pour la sous-stru€ttidfini par :

L U@ e Q)
Vo) = {Ugw) =] {Ugw)

ou [H"] est la matrice définie par [18R"(w) le vecteur aléatoire des coordonnées
généralisées a valeurs dad¥”. Pour toutw dansB, les vecteur” (w) et Uy (w)
sont tels que :

, [24]

Fn(w)

(ML + L+ KD | S| = | SV ]

U (w)
avec [M7_.1,[Dr.,] et [K7_,] les matrices aléatoires généralisées a valeurs dans
M. (R). Les vecteursFl (w) et Gy (w) sont définis par [23] eF%(w) est le vec-
teur aléatoire des forces de couplage sur I'interface de couplage

2.5.2.Modéle probabiliste des matrices aléatoires du modéle réduit

Dans la théorie développée dans (Soize, 2802001), il est démontré que les
matrices aléatoire@’, ], [D%.,] et[K”,,] & valeurst;.. (R) sont indépendantes et

red

s'écrivent :
M7eal = [ L 1T [Garr ][ Lig- 1, [26]
D7) = [Lp- 1" [Gp+][ Lp- ], [27]
[Kreal = [ L 1" [Grr ][ Lic- ], (28]

avec[ L, |,[ Lp- ] et] Lx~ ] les matrices réelle@n” x m™) triangulaires supérieures
correspondant a la factorisation de Cholesky des matrices définies pokitiVes|,
[Dreal €[ K, 4],

[M:ed] = [LM” ]T[LM” ]: [29]
[Dyeq] = [Lp- )" [Lp- ), [30]
[K7eq) = [ L )" [ Licr . [31]

Les matricedG -], [Gp-] et [Gk-] définies par les équations [26]-[28] sont &
valeurs dans';’ . (R) et leurs valeurs moyennes sont :

E{[Gm-]} = [Imr],  E{[Gpr]} = Imr], E{[Cr-]} = [Im-],  [32]
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avec[I,,-] la matrice identitdm” x m").

Soit[G 4] une matrice aléatoire a valeurs daf15(R) dont la valeur moyenne est
E{[Ga]} = [G4] = [Im] avec[l,,] la matrice identit§m x m). La matrice[G 4]
pourra représenter la matrice aléatdi®,-|, [Gp-] ou [Gk-]. La dispersion de la
matrice[G 4] est introduite par le paramétfg défini par :

1/2
_ JE{IGA] - [GAlllZ} [n0 +1
6A_{ TR } avec 0<dy < Pt [33]

oling est un entier fixé tel que < ng < m. En notant1? (R) 'espace des matrices
réelles(m x m) symétriques, on prouve que la fonction de densité de probabilité
[G a] = pe.1([Ga]) définie suntf (R) & valeurs danB* = [0, 4-oo[ par rapport a

la mesurelG 4 surMS (R) définie padG 4 = 2™ D/ cic i<, d[G 4]ij, SECTL:

pea([Gal) =

Lyt gy ([Ga 1) x ca x (defGa )™ ~'x exp (—W tr{[GA]}) o [34]

ou det représente le déterminant de matrices et tr la trace de matrices. La fonction
1+ &) ([Ga]) estégaleal $G 4] € M (R) etestégale a 0§74 ] ¢ My, (R). Dans
[34], la constante positive, s’écrit :

(2m)—m(m—1)/4 (%HAA)’”(WH”A)/Z

Cp = — y
{Iz, D (=522 ) }

[35]
ou, pouriRe z > 0, I'(z) est la fonction gamma définie pBfz) = f0+°° t=—Le tdt.
Le paramétre\4 > 0 depend den et est défini par :

_1-63 1+ 6%
Aa(m) = 257, " e

[36]

Afin de mettre ereuvre la simulation numérique de Monte Carlo des réponses
dynamiques aléatoires du systeme étudié, une représentation algébrique adaptée de la
matrice aléatoir¢G 4] doit étre utilisée. Comme la matri¢€ 4] est définie positive,
elle pourra s'écrire :

[Gal = [Ls]"[Lal, [37]

ou [L ] est une matrice aléatoire rée(le x m) triangulaire supérieure qui est telle
que:
- les variables aléatoirdgL ]¢, £ < ¢'} sont indépendantes dans leur ensemble ;

- pour{ < ¢', la variable aléatoirflL ¢ a valeurs réelles s'écrit :

04
m+1

[LG]Ur =oUyy avec o= s [38]
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ou Uy est une variable aléatoire réelle gaussienne, centrée et de variance unité ;
- pour? = ¢', la variable aléatoirfl ], & valeurs positives s'écrit :

Lalee =02V, [39]

aveco défini par [38] et oll; est une variable aléatoire positive dont la densité de
probabilitépy, (v) par rapport & la mesure de LesbeguesurR s’écrit :

1 1-¢
mEL b o)

pv,(v) = 1g+ (v) {T(ve)} 0"t e avecy, = ———
207 2

2.6. Modéle non paramétrique de la structur@ avec incertitudes aléatoires non
homogeénes

La méthode non paramétrique appliquée a chaque sous-stréftyrermet de
construire la matrice aléatoire de rigidité dynamique généraliég,(w)] définie
par :

[Alea(w)] = ~w* M7 4] +iw[D] 4] + [Koal, Vw € B. [41]

Comme nous I'avons expliqué au paragraphe 2.5., la dispersion des matrices aléatoires
M. ,1.[D7. ] et[Kr,,] & valeurs dansi;. (R) est controlée par les paramétfas-,

dpr etdgr respectivement, indépendantsdeé et choisis tels que I'équation [33] soit
verifiée. Il sera donc possible d’attribuer un niveau de dispersion donné pour chaque
sous-structur€” independamment les unes des autres.

La décomposition par bloc reliée a I'équation [19], appliqué&’a, (w)], donne :
[ [Ax (@) [AL(w)] ]

ALW]T AL W)]

[Area(w)] = [42]

En utilisant les conditions classiques de couplage sur I'interfaee I'équation
[42], I'équation matricielle réduite pour la structunes’écrit :

[Ax(@)] 0] (AL ()] Q'(w) FnW)
O] [ARW)] [AZ(w)] QW) | = |ENw) |, [3]
[AL@]T (A2 [ApW)] + [A%(w)]] LUs(w) Gy (w)

avecF § (w) et Fa (w) les vecteurs définis par [23] et @), (w) = Gy, (w) + GZ (w).
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La réponse aléatoire est alors calculée par I'équation matricielle suivante :

Ul(w) Ul(w) [@] [0 [Spul7 [Q'(w)
Uw) = | U(w) | avec | U*(w) | = | [0] [@7] [S%yl| | Q%(w) |, [44]
Us (w) Us(w) 0] [0] [fn]] LUs(w)

ol U(w) est la réponse aléatoire constituéedes n! + n? + nx, ddls de la structure
Q.

3. Application numérique

La structure considérée est celle étudiée dans (ClieBloize, 2001). L'application
numeérique présentée ci-aprés correspond a des incertitudes non homogénes.

3.1.Modéle mécanique et modéle élément fini moyen associé

On considére une structufe constituée d’'une plague mince rectangulaire, ho-
mogéne, isotrope, en appui simple, avec une épaisseirtael 02 m, une largeur
0.5 m, une longueui.0 m, une densité massiq@&800 kg/m?, un module d’Young
2.1x10'" N/m? et un coefficient de Poiss@®29. Deux masses concentréeside et
4 kg sont localisées aux poing8.4,0.2) et (0.75, 0.35). Trois ressorts ayant la méme
raideur2.388 N/m sont attachés suivant la normale au plan de la plaque et localisés
aux points(0.28,0.22), (0.54,0.33) et (0.83,0.44). Par conséquent, la structure
définie ci-dessus n’est plus homogene. La strucfuest décomposée en deux sous-
structures! et 2. La premiére a pour longuelr6 m et la second®.4 m (voir
Figure 2. La bande fréquentielle d’analyse ést= 27 x [1,100] rad/s.

y

o7 akg 0.5m.

0.6m. 0.4m.

Figure 2. Géométrie de la structur@. e masses concentrées, + ressorts,
@ point d’excitation o points d’observation.
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Le modéle EF moyen de la structufeest construit en utilisant des éléments a
guatre noeuds. Le pas du maillage E/éir Figure 3 est pris égal 8.01 m x 0.01 m.
La structure possede: = 14849 ddls avecn! = 8840, n? = 5860 etny, = 149.

0 01 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x

Figure 3. Maillage EF de la structuré?

La matrice moyenne d’amortissement est construite en utilisant un modéle de Ray-
leigh correspondant a un taux d’amortissement mayen(0.03 pour les fréquences
propresf; = 2.6Hz et fs5 = 106.38H 2. La structuref) est soumise a une force
extérieureE(w) = n(w)g pour laquelle la partie spatiate= (g,,...,g,) € R" est
telle queg, = 0 pour toutj € {1,...,n} excepté pour un ddl correspondant au
noeud dont les coordonnées @ny) sont(0.24,0.24). La fonctionw + n(w) est
definie pam(w) = 1p(w) avecy =1 etlafonctionw — 1p(w) est telle
quelp(w) = 1siw € Betlg(w) = 0siw ¢ B. Les ddls d’observatiodd!,;; et
ddl,ps2 correspondant aux noeuds dont les coordonnéés,en sont(0.39,0.31) et
(0.79,0.24) respectivement, sont introduits.

3.2.Sous-structuration dynamique avec incertitudes aléatoires non homogenes

Deux cas différents d’incertitudes sont considérés. Pour le premier cas, les valeurs
des paramétres de dispersion pour les sous-strugires)? sont égales a :

Cas 1: (5M1 = (SMZ = 0, (SDI = (SKI = 005, (SDZ = 01, (SKZ = 0.15. [45]
Pour le second cas, on a:
Cas2: 6y = Op2 = 0, opr = 0.1, 01 = 0.15, dp2 = 02 = 0.05. [46]

Pour la structure assemblée, le choix des parametres de dispersion pour les cas 1 et 2
donne un "niveau global" de dispersion qui est "le méme". On peut ainsi évaluer le
réle joué par la non-homogénéité.

Les réponses aléatoires de la structlrenodélisée par sous-structuration sont
obtenues en resolvant les équations [41]-[44]. Une simulation numérique de Monte
Carlo a été mise en oeuvre. Le nombre d’échantiltonpour la simulation de Monte
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Carlo est égal 00 et le nombre de modes a interface fixe pour chaque sous-structure
est égal 20.

Pour w fixé dansB, soit dB,(w) la variable aléatoire définie par gBv) =
101og,((JUx (w)|?) avecU(w) = (Uy(w),...,Un(w)). Un intervalle de confiance
est construit tel que la probabilifé[dB; (w) < dBy(w) < dB} (w)] = P., avecP,
un niveau de probabilité donné. Les fonctianss dB; (w) etw +— dB; (w) sont les
enveloppes supérieure et inférieure de cet intervalle définies par

dB} (w) = 20log;(|E{Ur(w)}| + & (w)) et P. = 1 — (V{Ur(w)}/ & (w)), [47]

0B, (w) = 20B)(«w) — dB} () avec dB(w) = 10logye(|E{UL()}), [48]

V{U;(w)} étant la variance de la variable aléatoirg(lJ). Les figures 4 et 5 repré-
sentent l'intervalle de confiance, construit av@c—= 0.95, des ddls d’'observation

k = ddl.ps1 etk = ddl,ps2. L'intervalle de confiance en trait maigre et en trait épais

ont été calculés en utilisant respectivement les valeurs des paramétres de dispersion
définies par [45] et [46]. Le trait en pointillé correspond au module (en dB) de la FRF
entre le point d’excitation et le ddl d’'observation considéré, pour le modéle moyen.
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Figure 4. Intervalles de confiance cons-Figure 5. Intervalles de confiance cons-
truits avec incertitudes aléatoires non hoiruits avec incertitudes aléatoires non ho-
mogenes pouddl,,,;. Cas 1 (trait mai- mogenes poutdl,,s>. Cas 1 (trait mai-
gre) et Cas 2 (trait épais) gre) et Cas 2 (trait épais)

On observe sur les figures 4 et 5 une incidence non négligeable, surtout pour la réponse
de la plaque directement excitée (figure 4), sur les enveloppes supérieure et inférieure
du domaine de confiance.
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4. Conclusion

Nous avons présenté I'extension du modéle non paramétrique au cas des incerti-
tudes aléatoires non homogénes en utilisant la méthode de sous-structuration dyna-
migue de Craigc Bampton. Cette approche permet de traiter des structures complexes
en présence d’incertitudes aléatoires non homogénes. Lintérét principal de la mé-
thode proposée est sa capacité d'adapter la modélisation des incertitudes aléatoires
pour chaque sous-structure constituant la structure globale dans le cadre de I'approche
non parameétrique.
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