Régularisation d’ une surface de contact
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RESUME.Nous présentons une nouvelle approche pour régulariser une surface de contact ob-
tenue par la méthode des éléments finis. Pour ce faire, nous utilisons une méthode d’approxi-
mation diffuse qui s'appuie sur la position des nceuds du maillage éléments finis de la surface
de contact. Une fois établie cette nouvelle description de la surface de contact, nous détermi-
nons les grandeurs cinématiques du contact indispensables pour écrire le résidu et la matrice
tangente élémentaires de contact diffus en utilisant les propriétés intrinseques de la surface
régularisée.

ABSTRACTThe purpose of this paper is to propose a new technique to regularise a contact surface
generated by the finite element method. The non-smoothness of these surfaces is one of the
fundamental problems for the numerical treatment of contact in large slips. The method used to
smooth the contact surfaces rests on the technique of diffuse approximation based on the nodes
of the mesh. The new geometrical model described, the elementary contact residual vector and
the stiffness matrix are expressed using the properties of the smooth surface.
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1. Introduction

La modélisation des phénoménes de contact nécessite une bonne description de
la surface de contact. Dans le cas d’'une discrétisation par éléments finis, la surface
de contact est représentée par une surface facétisée, donc seulement différentiable par
morceaux. Cette situation engendre des discontinuités des vecteurs normal et tangen-
tiel, provoquant des problémes de convergence en présence de grands glissements.
Pour éviter ces inconvénients, plusieurs stratégies peuvent étre considérées. Une tech-
nigue de moyennation du vecteur normal peut étre utilisée [WAN 97]. Il est aussi
possible de lisser les normales [FOU 99]. D'autres approches consistent a régulariser
la surface de contact en utilisant des techniques d’interpolation telles que l'interpola-
tion par des splines ou des courbes de Bézier comme ceci est proposé dans [PIE 97]
ou [WRI 01]. L'efficacité d’'une telle approche est démontrée pour des problgies
dans [KRS 01a] et pour des problén3ds dans [KRS 01b].

L'approche étudiée dans cet article consiste a régulariser la surface de contact en
utilisant des techniques récemment utilisées, notamment pour le remaillage de sur-
faces maillées [RAS 00]. La stratégie que nous mettons en ceuvre consiste a recons-
truire la surface de contact a partir de la seule donnée du maillage éléments finis en
utilisant la technique d’approximation diffuse [NAY 91].

Dans une premiere partie, les notions nécessaires a la description discréte du con-
tact sont brievement rappelées par une présentation rapide de I'élément de contact
nceud-facette. La seconde partie est dédiée a la description de la technique de régula-
risation. Dans une troisiéme partie, nous présentons I'élément de contacBBdiffus
avec la détermination du résidu élémentaire et la construction de la matrice tangente
élémentaire.

2. Elément de contact ncaud-facette

Pour introduire les notations et rappeler les notions élémentaires indispensables a
la description du contact ainsi que les points essentiels a la construction d’'un élément
de contact, nous rappelons brievement la formulation d’'un élément de contact nceud-
facette.

2.1. Notion de distance normale de contact et travail virtuel des efforts de contact

Soient deux corps discrétisés éventuellement en contact : un corps contacteur et
un corps cible. Au moins un de ces deux corps est déformable. Unaéull corps
contacteur discrétisé, est susceptible d’entrer en contact avec une facetteorps
cible. La distance normale de contact est définie comme étant la distance minimale sé-
parant le nceuagt© de la facette de référence. Pour ce faire, la notion de point proximal
est introduite et le point™ est défini tel que :

l2¢ —a™| =

minges. ||z° — || (1]
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Il apparait alors clairement que le vecteur sépargngt ™ est colinéaire &, ce qui
peut s’écrire :
-z =gpv [2]

ou v est le vecteur normal associéfaau pointz™. Le scalaireyg,, est la distance
normale entre les deux corps. C’est cette quantité qui va gérer les différents statuts de
contact.

Plusieurs méthodes peuvent étre utilisées pour prendre en compte les contraintes
de contact. Les méthodes les plus courantes sont la méthode de pénalisation, la mé-
thode des multiplicateurs de Lagrange et la méthode du lagrangien augmenté qui peut
étre vue comme un compromis entre la méthode de pénalisation et la méthode des
multiplicateurs de Lagrange [ALA 91].

Dans le cas de la méthode de pénalisation , le travail virtuel des efforts de contact
s’exprime [LAU 93] :
W. =¢€ngndgn [3]

ole, est le paramétre de pénalitéigt, est la premiére variation dg,.

La linéarisation déV,. conduit a :
AW, =€, 89, Agn + €n9nAdgn [4]

ou Adg, estla seconde variation gg. La difficulté est alors d’évaluer les quantités
Adg, etdg,.

2.2. Résidu, matrice tangente

Pour compléter la description de I'élément de contact, il est indispensable de don-
ner I'expression du vecteur résidu élémentaire de colRactt de la matrice tangente
élémentaire de contaéf..

2.2.1. Vecteur résidu élémentaire de contact

Pour un élément de contact nceud-facette, le vecteur des incaneseformé des
coordonnées du nceud contacteur et des coordonnégsidesds attachés a la facette
de référencd.. Ce vecteuw ainsi que ses variations sont donnés par :

u=[a* ' .. .. aP ]T [5]

du=/[ 6z odx' .. .. oxP ]T

(6]

Il est possible de montrer que I'écriture matricielle de la premiére variatig), cest
de la forme suivante :

Sgn = ou’ N [7]
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ouN. est un vecteur &(p + 1) composantes dépendant des fonctions de forme défi-
nissantf, évaluées ex™.

Ainsi, le vecteur résidu élémentaire de contB¢ts’exprime :

Rc :5ngnNc [8]

2.2.2. Matrice tangente élémentaire de contact

Dans le cas général, la seconde variation de la distance nogmaleut s’écrire
de maniére formelle :
Adg, = duT M, Au [9]

En reprenant [4], la matrice élémentaire de contact est donnée par :
Kc:5ngnMc+5nNchT [10]

Une des difficultés de I'approche proposée dans la suite, sera de déterminer I'équi-
valent des grandeuw’, et M. dans la description diffuse du contact.

3. Approximation diffuse et contact

Nous supposons préalablement définies deux zones de contact potentiel, une zone
contacteur et une zone cible. La zone cible est formée d’une collection de facettes
issues du maillage du solide cible. Dans la suite, les nceuds de cette collection seront
notész® oui = 1,---,n. La zone contacteur est formée d’'un ensemble de nceuds
susceptibles d’entrer en contact avec la zone cible.

L'objectif est de déterminer une surface de contact approé]féé partir de la
seule donnée des nceuesen utilisant la technique d’approximation diffuse. La dé-
termination de la surface diffuse nécessite la définition d’'un reéreppeléepére
diffus, attaché & tous les nceutfs Ce repére est défini comme étant le repére moyen
au sens des moindres carrés associéuBans la suite, les coordonnées d’un point
quelconque dans ce repére seront écrites en majuscule. Les coordonnées d’'un nceud
cible x* dansR? seront notées avec I'exposant X{, X4, Xi), celles d’'un nceud
contacteutc® avec I'exposant, (X{ X5, X$). Cette surface diffuse est construite a
partir d’'une succession d’approximations locales. L'approche proposée va associer, a
chaque nceud contactetif, uneapproximation locales ¢ de la surface.

3.1. Déermination del’ approximation locale

Dans le repér&?, auvoisinaged’un point dit point de référence not€"¢¥, I'ap-
proximation locale est représentée par une surface d’équation :

hgrer (X1, X2) = X3 [11]
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La notationh -5 traduit le fait que I'équation de la surface est défilnealement
autour du pointc™ef. L'écriture intrinséque dé .., va donc s’exprimer en fonction
degref.

La difficulté qui se pose pour le traitement d’une surface de contact est de prendre
le point de référence le plus judicieux possible afin de donner la description la plus
juste de la surface. Nous avons choisi de considérer comme point de référence le point
xP, projection dex* sur le plan défini paR?. Les coordonnées de ce point ddd$é
sont exactemer{t\ ¢, X5,0). Le voisinage est constitué de I'ensemble des naetids
pouri = 1,---  n. Ainsi, I'approximation locale associée au noaufdest décrite dans
R? par une surface d’équation :

fee (X1, X2) = X3 [12]

L'expression def,- s’exprime a 'aide d’'une base polynomialed’ordrer et dek
termes :

j=k
for(X1,X2) = ) pja; [13]
j=1
= pl(z—z%a
Dans cette expression,
-p;j,j=1,---,k, désigne un terme de la base polynomiale,
—aj,j=1,---, kestla |*Mecomposante du vecter qui doit étre déterming.

Dans le cas général, la bggeitilisée est une base quadratique :
T
1 Xi—-X{ X-X5 (Xi-X)® (X2 X5)(X - Xf) (X2~ X5)°]

a:[al Qg e+ e o Qg ]T [14]

Pour que I'approximation soit définie, le nombre de noenésitilisés doit étre au
moins égal a la taille de la base polynomiale en tout point, c’est-a-dire six.

3.2. Détermination du vecteur o

L'objectif est maintenant de déterminer Ce vecteur est calculé en utilisant une
méthode des moindres carrés pondérés, minimisant la différence entre l'aittide
des nceuds:* et la fonctionf,- évaluée en ces nceuds. Ceci conduit au crifgre
suivant :

Toe(@) = Y w(at, 2°) {(p" (2% - 2°) o — X}}” [15]

i=1

Dans cette expressiom(x?, £¢) pouri = 1,---,n, noté dans la suite)! repré-
sente la fonction poids attachée au naetidLa fonction poidsw? est une fonction
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non nulle suf?, domaine d’influence du nceutf et nulle partout ailleursw® > 0

sur le domaind)? etw; = 0 ailleurs. Dans la formulation introduite précédemment,
I'approximation diffuse n’est pas interpolante. La propriété d’'interpolation peut étre
obtenue en considérant des fonctions de poids particuliéres. Ces nouvelles fonctions
poids doivent étre singulieéres aux nceuds. La régularité de la surface diffuse ainsi ob-
tenue vient du fait que le méme support est conservé au cours du processus. Dans
I'approche que nous avons développée et implémentée dans le code par éléments finis
SYSTUS, nous avons, actuellement, seulement des fonctions poids approximantes.

La détermination du coefficient nécessite le calcul du minimum de. par :

0J pe
oo

=0 [16]
Le vecteurx doit alors étre solution du systéme défini par :

PIWPa =P'wz [17]
ou

— Z estle vecteur des troisiemes composantes de tous les adBuddisés dans
I'approximation :

Z=[Xx} X2 .. . .. xp]" [18]
— W est la matrice diagonale des fonctions poids :
w1 0 0
w=| Do [19]
0 W,
— P est formé par la base polynomialeévaluée en chaque nceund :
1 2 n 1T
P = [ PP i e .o D ] [20]
pi=[1 Xi—X{ Xi-X§ .. .. (xi—-x9?2]"

Larésolution du systeme [17] conduit a la déterminatioaedd donc a la connais-
sance de I'approximation locale de la surface de contact associée aucrfoeud
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3.3. Remarques

Il est important pour le traitement du contact et notamment pour I'expression des
variables cinématiques de bien préciser quelles sont les dépendanfgs. déous
noterons dans la suite :

fee (X1, Xo) = F(X1, X, ¢, 2", -+, 2™) [21]

Il apparait clairement qug,- dépend des deux premiéres coordonné¢set X$ du

nceud contacteur. Cette dépendance intervient de maniéere explicite par I'intermédiaire
de la basep, cette partie ne posera aucun probléme dans le calcul des variations. ||
est important de noter qu'il n’y a pas de dépendanc&’gnElle intervient aussi de
maniére implicite, au travers de Ce coefficient dépend de® de par sa construction.

C’est cet aspect qui sera le plus délicat pour le calcul de la variatign-dé’approxi-

mation locale de la surface de contact dépend aussi obligatoirement des naeuds sup-
port de I'approximation, c’est & dire des coordonnées des nasygmuri = 1, ..., n.

Ceci intervient par I'intermédiaire seulement, du coefficientontrairement a ce qui

se passe pour le nceud.

4. Elément de contact diffus 3D

Dans cette partie, la régularisation de la surface de contact est associée a la mé-
thode des éléments finis pour mettre en éviddéd&ment de contact diffusD. Une
des différences majeures entre I'approche classique nceud-facette introduite précédem-
ment (cf.section 2) et 'approche étudiée ici réside dans le fait que nous ne raisonnons
plus en termes de facette de contact potentiel mais en termes de nuages de nceuds de
contact potentiel. En effet, les surfaces contacteur et cible peuvent étre considérées
comme un ensemble de noeuds : un nceud contaeteast supposé en contact avec
une zone cible composée daceudse®.

L'élément de contact présenté est constitué d'un nceud contacfeet desn
nceudse®. Ces nceuds sont les nceuds qui ont été utilisés pour construire I'approxi-
mation locale associéexf. Le vecteur des inconnues de cet élément estm8té

T
ut=[=z° 2t 22 ... ... z" | [22]
Les variations de ce vecteur sont écrites :

sut=[ éz¢ bz a2 - ... Sz [23]

Aut =[ Az® Az' Az? - ..o Ag™ | [24]

4.1. Nouvelle description de la géométrie du contact

Avant la discrétisation par éléments finis, nous reprenons quelques notions de
la théorie du contact que nous appliquons a la surface de contact régularisée. Ceci
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_____ Surface Facettée

——  Surface Diffuse S
~ — —- Approximation Locale S
— Plan diffus

Figure 1. Géométrie du contact diffus

concerne les grandeurs cinématiques du contact, notamment la distance normale de
contact et ses variations. La distance normale de contact est habituellement définie
comme la distance minimale séparant un nceud contagtedle la surface cible. Il

faut donc donner une définition de cette distance en utilisant la nouvelle description
de la surface de contact.

4.1.1. Point proximal

Comme ceci a été effectué dans [KLA 95, LAU 93], il faut associer au nceud
contacteur, un pointmg appartenant a la surface diffuse. Ce point généralement ap-
pelé point proximal est la projection de® surS;’. Or, I'équation de la surface diffuse
n’'est pas explicite. Seule une succession d’approximations locales permet d’obtenir
cette surface. L'idée est donc de raisonner non pas sur la surface diffuse mais sur I'ap-
proximation localeS? associée au nceud (Figure 1). Ainsi, au nceud® est associé
le pointz? appartenant &% et solution du probléme de minimisation :

|l£¢ — || = mingega||z® — || [25]

Ce choix particulier apparait tout a fait licite. En effet, il a été constaté numérique-
ment quex? tend & se rapprocher du poing. Les deux premiéres coordonnées de
x? dans le reper&< seront notéed; et X,. Sa troisiéme coordonnée sera exprimée
al'aide def,- évaluée en\;, X, soit f,-(X;, X,). Dans la suite, nous reprendrons
la notation introduite en [21], pour écrire :

F(XlaXZ,mca wl, ,mn):F [26]
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4.1.2. Base locale ex:®

L'approximation locale est paramétrée gaf,, X») dansR?. La base naturelle
associée au paramétra@€é;, X») est la base formée par les deux vecteurs :

lej—;l ; 7-2:;—;2 [27]
ol désigne le vecteur position d’un point quelconqueSdede coordonnées
(X1, Xo, fae (X1, X2))
De ce fait, les vecteurs tangents au paifits’expriment naturellement :
@=[10 Fx, |" e r¢f=[0 1 Fx, |" [28]

ol la notationF x, désigne la dérivée partielle dépar rapport a la variabl&;, pour
I = 1,2. Le vecteur normab < est le produit vectoriel de ces deux vecteurs :

d .y d

d Ty X Ty . i i T
= soit | —-Fx, —Fx, 1] [29]
[l > 75| ' ’

4.1.3. Notion de distance normale de contact diffus
Le critére de minimisation [25] conduit aux conditions :
(z¢—2%) - 72=0 pour k=12 [30]
Autrement dit, le vecteur© — x¢ est colinéaire au vectew?® :
¢ —x? =glvd [31]

ce qui implique :
gg = (mc — :nd) e [32]

Ce scalairg/? va gérer les statuts de contact sur la surface régularisée. De maniére
classique, nous avons :

gl = 0 ,lenceud esten contact avec la surface régularisée
gl > 0 , lenceud n’estpas en contact [33]
gl < 0 , ilyainterpénétration

La description de I'élément de contact diffsi® sera compléte une fois que le résidu
et la matrice tangente élémentaires de contact diffus auront été exprimés. L'expression
générale deR? et K¢ va dépendre de la nouvelle expression de la surface de contact.
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4.2. Résidu éémentaire

La quantité nécessaire a la détermination du réR¢iest la premiére variation de
g2 (cf. section 2.2). Nous allons dans la suite nous attacher a calculer cette variation
en utilisant les propriétés intrinséques de la surface de contact régularisée.

4.2.1. Premiére variation dg/¢

Cette quantité est calculée en reprenant [32]. De facon générale, cette variation
s'écrit :

bgt = o [(z° —a) v (34
= d(zc—a) v+ givt. S0
Or ||lvd|| = 1, ce qui a pour conséquence directe :
ve. vt =0 [35]
L'expressionsg? devient finalement :
69t =6 (¢ — z%) - v [36]

La difficulté qui apparait alors vient dix . En effet, le calcul de cette quantité
nécessite la détermination de la variationdeAu vue des dépendances introduites
par I'équation [21], les contributions desnceudse ¢ vont étre prises en considération
ainsi que celle du nceud®. En utilisant la définition des vecteurs tangenfset
[28] il apparait que :

ox? =X, T + 6Xy T8 + dF [37]
ol les deux premiéres composantes du veafddrsont nulles. La troisiéme compo-
sante fait intervenir la variation d& par rapport &< :

dF; = 6ul" v F (38]

v F est le gradient dé’ par rapport au vectewr?, c’est-a -dire :

gre (5 ¥F o xF] o0

ou nous avons introduit les notations,

)" P= |y F 1" 140]

et ViF: [ F’Xi' F,X; F',Xg

VF=[Fx; Fx; 0
x
Dans cet article, le calcul détaillé des quantifég; et F,X,g pourk = 1,2 eti =
1,...,n n'est pas présenté. Seule une expression générale est exprimée. En reprenant
la définition de I'approximation locale introduite par I'équation [13] évaluée au point
x?, les relations suivantes sont obtenues :
Fx. = p‘?;(ia—kp_Ta,Xi

) i [41]
Fyi = play;



Approximation diffuse et contact 441

oup est la base polynomiajeévaluée enX; et X,. Il est & noter que la base polyno-
miale ne dépend pas des nceuds suppbrte qui explique I'expression déxé. Les
difficultés rencontrées sont liées a I'évaluation des grandeurs eto ;.

4.2.2. Expression discréte et résidu élémentaire de contact diffus

Il est maintenant possible de donner I'expression discréete de la premiére variation
deg?. Cette quantité est calculée en reportant la valeuiac®e[37], dans I'équation
de la définition dgy¢ [36] , nous obtenons alors :

d dT s rd
dgn = 6u® N [42]
oUN 2 est un vecteur &(n + 1) composantes dont I'expression est :
c p p

_ _ _ . T
Ndzil[f\ffl VE - VJ’] [43]
° " xS - -

Les trois premiéres composantes de ce vecteur prennent en compte seulement les
contributions du nceud contacteur :

- = - = T
N¢ =[Fx:+Fx, Fx;+Fx, —-1] [44]

Le résidu élémentaire de contact est donc un vect8(n a+ 1) composantes donné
par :
R =¢, ¢! N2 [45]

n c

ole,, estle paramétre de pénalité.

4.3. Matrice tangente élémentaire de contact

Le calcul de la matrice tangente élémentaire de contact diffus nécessite le calcul de
la seconde variation dg!. Comme pour la premiére variation, cette quantité dépend
des propriétés de I'approximation locale.

4.3.1. Seconde variation ded
Cette seconde variation s’écrit de maniére générale en dérivant la relation [36] :
Adg? = A[(6z° — dz?) - v?] [46]
ce qui est équivalent &,
Adgl = gdovt - Av? — Ajzd - v [47]

Les difficultés rencontrées au cours de cette évaluation sont de la méme nature que
celles rencontrées pour la premiére variation, a savoir le calctloge? qui va faire
intervenir la seconde variation dé.



442 REEF-11/2002. Giens'01

La seconde variation de? est déterminée en prenant la relation [37]. La quantité
Aéz? a alors la forme suivante :

Adz? = 6X, ATld +5X, Arg + A6X, Tld + A6X, Tg +d?F [48]
ol les deux premiéres composantes du vealéur sont nulles. La troisieme compo-
sante est en fait la somme de la seconde variatiof @¢de la premiere variation de
Fx, (1 =1,2)parrapport a? :
PFy = out’ [HpAu® + TiAX, + ToAX,] [49]

oUH ; estla Hessienne dE et 7; est le gradient dé’ x, par rapport & 2.

4.3.2. Expression discréete et matrice tangente

Nous admettons que les variations des coordonfigest X, ainsi que celles du
vecteurr? sont de la forme :
(5Xl = 5udT S[ et AX[ = SlT Aud = ].,2

[50]
5udT = 5udTL{ et Ave® =UTAu?

ousS; (I = 1,2) est un vecteur &(n + 1) composantes obtenu en différenciant [30].
U est une matrice appartenants,, 1 1) 3 obtenue en différenciant [29].

La variation des vecteurs tangents est indispensable. En reprenant leur expression
[28], il apparait clairement que seule la troisieme composante de cette variation est
non nulle. Il est possible de montrer que cette variation s’écrit ;

At = [0 0 D, Aud ]T avec =12 [51]

Le vecteurD., est un vecteur &(n + 1) composantes qui s'exprime a partir 8¢ et
7, comme suit :

D‘rl = F‘,Xle Sl +F‘,X1X2 82_'_71

_ _ 52
D‘l’2 = EXQXl Sl + EXQXQ 82 + 75 [ ]

Ces relations ainsi que le calcul @z ? permettent d’écrire I'expression discréte de
la seconde variation dg’ :

Adgd = sud” Mé Aud (53]
ou la matriceM? est donnée par :
-1
M= (M7 + 15" + 78" + 6D, 7 + 8D, - gluu”)
1 2

La matrice tangente élémentaire de contact diffisest une matrice appartenant
A Mj(11),3(n+1) €L SON EXPression est la suivante :

K= e, g M+ e, NANET [54]
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Figure 2. Modéle élément finis : contact plaque cylindre

Figure 3. Configuration déformée

5. Exemple

La méthode proposée est implémentée dans le code par éléments finis SYSTUS
[ESI 00]. La suite de cette partie est consacrée a la présentation d’'un exemple pour
mettre en évidence I'efficacité de I'approche développée. Dans un souci de clarté,
nous présentons seulement un exemple de contact, solide rigide, solide déformable
quasi2D. Nous considérons le contact entre un cylindre rigide et une plaque élastique
de module d'Youngt = 200000M Pa et de coefficient de Poissan = 0.3. Les
dimensions de la plaque sont les suivantes= 65mm, L = 20mm ete = 5mm.

Cette plaque est soumise a une pression imposée suivant la dingstimmine partie

de sa frontiére et a un déplacement imposé suivant la directsom une autre partie.

Le modéle éléments finis ainsi que les conditions aux limites sont présentés sur la
figure 2. La cible est définie comme étant le cylindre rigide. La figure 3 représente la
configuration déformée de la plaque dans le ptar.
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(a) Sans élément de contact diffus

(b) Avec élément de contact diffus

Figure4. Zoom sur la configuration déformée

Un zoom sur la configuration déformée obtenue avec un algorithme de contact
n'utilisant pas I'élément de contact diff@d est représenté sur la figure 4(a). Il est
trés net que la non régularité du cylindre pose des difficultés. Il apparait une forte in-
terpénétration. Ce probleme est atténué en utilisant I'élément de contactdiffus
Ceci est spécialement visible sur la figure 4(b). Le contact n’a plus lieu sur une facette
(un plan), mais sur une surface qui suit tout & fait la forme du cylindre. Le décolle-
ment que I'on observe par rapport au maillage élément finis s’explique par le fait que
les fonctions poids utilisées pour traiter cet exemple ne sont pas des fonctions poids
interpolantes mais seulement approximantes.

6. Conclusion

Une nouvelle approche pour la régularisation d’'une surface de contact a été pro-
posée dans cet article et la construction d’'un nouvel élément de contact dit élément de
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contact diffus3D a été spécifiée. Contrairement aux approches classiques, notamment
I'approche noeud-facette, le contact est supporté non plus par les nceuds d’une facette
de référence mais par un nuage de noeuds. En plus de I'apport purement géométrique
dd a une surface de contact plus réguliére, I'approche proposée modifie la gestion de la
détection des candidats au contact. Il n’est plus indispensable de former I'association
nceud contacteur, facette de référence qui pouvait étre obtenue par exemple a l'aide
d’'algorithme de tris tel le tri par buckets. Il est seulement nécessaire de connaitre un
nuage de nceuds susceptibles d’entrer en contact.
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