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RESUME Dans cet article, nous calculons la charge limite des coques cylindriques minces a

plusieurs trongons par les méthodes cinématique et statique. Dans la premiére méthode, la
coque est discrétisée en éléments finis cylindriques axisymétriques cinématiquement
admissibles. La méthode cinématique fournit une borne supérieure de la charge limite. Dans
la deuxieme méthode, la structure est discrétisée en éléments finis cylindriques d’équilibre.
La solution obtenue est une borne inférieure de la charge limite. Les deux approches

aboutissent a la résolution d’'un probleme de programmation mathématique.

ABSTRACT In This paper, we calculate the limit load of thin cylindrical shells witbhesal
sections by kinematical and statical methods. In the first method, the shell is discretized into
series of cylindrical finite elements kinematically admissible. Kinematical study lead to an
upper bound of limit load. In the second method, the structure is discretized into cylindrical
equilibrium finite elements. The solution given by this method is a lower bound of limit load.
The two approaches lead to the resolution of a mathematical programming problem.

MOTS-CLES coques cylindriques, éléments finis, analyse limite, méthode cinématique,
méthode statique, borne supérieure, borne inférieure, programmation mathématique.
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1. Introduction

Les structures formées de coques cylindriques sont trés répandues dans
lindustrie. Elles sont utilisées comme réservoirs pour contenir des produits
chimiques liquides ou gazeux, ou comme silos pour le stockage des céréales, des
ciments et d'autres matériaux granulaires. Avec l'avenement des ordinateurs, le
calcul plastique de ces structures s’est largement développé. En particulier, I'analyse
limite qui constitue I'une des branches les plus développées de la plasticité est de
plus en plus utilisée pour évaluer le coefficient de sécurité vis-a-vis de la ruine
partielle ou totale. Elle a pour objectif de calculer la charge limite que peut supporter
une structure lorsque toutes les charges externes varient proportionnellement a un
facteur appelé « multiplicateur de charge ». On distingue deux approches différentes
mais complémentaires de I'analyse limite :

— I'approche cinématique, fondée sur le théoréme de la borne supérieure, dans
laguelle on recherche le plus petit multiplicateur de charge qui conduit a la
formation d’'un mécanisme de ruine ;

— I'approche statique basée sur le théoreme de la borne inférieure. Dans cette
approche, on recherche le plus grand multiplicateur de charge sous lequel les
équations d’équilibre restent satisfaites sans violation du critere de plasticité. La
borne inférieure de la charge limite est la plus intéressante car elle est placée du coté
de la sécurité de la structure.

L'utilisation des méthodes numériques dans l'analyse limite des structures a
permis la résolution d'un grand nombre de problémes. L'utilisation de la
programmation mathématique constitue une étape importante dans le développement
de ce domaine. Cette idée a vu le jour dans les années 1950. Les premiers travaux
concernaient l'utilisation de la programmation linéaire a I'analyse limite des treillis
(Charles, 51). L'utilisation des critéres de plasticité linéaires par morceau a permis
de traiter I'analyse limite des plaques en flexion et des coques de révolution par la
programmation mathématique linéaire (Lance 64). L'utilisation de la méthode des
éléments finis a permis d'obtenir des résultats plus intéressants (Hodge, 68),
(Maier, 68).

L'objectif du présent article est de déterminer I'état de ruine des coques

cylindriques a plusieurs trongons soumises a un chargement axisymétrique en
'absence de l'effort normal axiaNy (fig.1). Pour cela, il faut apporter des

réponses aux questions suivantes : quand la coque va-t-elle s’effondrer ? Comment
va-t-elle s’effondrer ? Quelle sera la valeur de la charge limite au moment de la

ruine ? Les deux approches proposées tentent d’apporter une réponse a ces trois
guestions fondamentales.
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2. Géométrie de la coque

La figure 1 représente un réservoir constitué de plusieurs trongons. La variation
de I'épaisseur de la structure d'un trongon a l'autre permet une réduction du poids
total de la coque et un gain non négligeable de matiérest la longueur totale de
la coque etR son rayon moyen. Chaque tronggna une épaisseue; et une

longueur ;L (0< ;< 7, <...<1). On travaille dans le systeme de coordonnees

cylindriques (O,r,8,x). L'origine des x est située dans la partie inférieure de la
coque.

N\
N
o 7!éf’;’/ﬁ o

Figure 1. Coque cylindrique a trois trongons

3. Chargement axisymétrique et proportionnel

La structure considérée est destinée généralement a contenir un gaz sous
pression ou un liquide plus ou moins dense tels que les hydrocarbures ou les
produits de l'industrie chimique. Nous ne tenons pas compte, dans cet article, des
chargements cycliques. Par contre, nous considérons que le chargement est une
pression interne variable le long de la coque (figure 2). Il est également considéré
quasi statique ; tout effet dynamique est exclu dans cette étude :

X =R.F( [1]

R, est un facteur de proportionnalité appelé parametre de charge, il est I'inconnue
principale du probléemeF(x) est une fonction qui dépend du type de chargement :

FX)=1+ (A -1)x [2]
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Ry et Ry représentent respectivement la pression au niveau de la base et au
sommet de la coque.

i=1 A=0 F(X)=1+ (A —1)X
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Figure 2. Pressions uniforme, hydrostatique et trapézoidale

4. Equilibre de la coque

On considére que la loi de conservation des normales, retenue dans ce travail, est
valable tant en domaine plastique qu'élastique (Massonet, 47). Dans le cas d'une
coque cylindrique soumise a une pression interne, les éléments de réduction qui ne
sont pas nuls du fait de la symétrie sont représentés dans la figure 3 (Save, 72).

Figure 3. Contraintes généralisées

Les contraintes généralisées sont donc :

— le moment de flexion :

e
M, = |%oy.2dz [3]
2
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— L'effort normal circonférentiel :

e
Ny = [%0502 [4]
2

oy et g, sont respectivement les contraintes normale et circonférentéelkst
I'épaisseur de la coque.

Figure 4. Section d’'une coque cylindrique

En tenant compte du fait que I'effort normal axidl est nul, I'équilibre se
traduit par les deux équations suivantes :

aTx , No _

X + 2 - Ry-F(x) [5]
dMy T [6]
dXx

En éliminantT, entre les deux équations précédentes, I'équilibre de la coque est
exprimé par une seule équation qui ne fait intervenir que le moment de flglxjon
et I'effort normal circonférentieN,, :

2
d2M
dx 2

N
+?9= R)-F(X) [7]

Dans la suite, on utilise les variables non dimensionnelles suivantes :

[8]
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ou M, et N, sont respectivement le moment de flexion et I'effort normal

plastiques par unité de longueur.

€
M. =—-0" 9
= 9]
et Np:goe [10]

o, estla limite élastique du matériau utilisé.

En fonction des variables adimensionnelles précédentes, I'équation d’équilibre
(7) s'écrit sous la forme suivante :

dm, _ _
o +a°(n-PF(X)=0 [11]

ou ¢ est un paramétre adimensionnel qui fait intervenir toutes les
caractéristigues géométriques de la coque, a savoir sa longueur, son rayon moyen et
son épaisseur. |l est appelé parametre géométrique et il est donné par la relation
suivante :

2L
“~Jre 12

P
P est la pression adimensionnelle : P=—r [13]

Elle représente I'inconnue du probléme adimensionnel.

5. Puissance de dissipation et puissance des efforts extérieurs
La puissance de dissipation dans un élément de la surface moyenne, de

longueurs longitudinale et circonférentielle unitaires (puissance spécifique de
dissipation), dans le cas de la coque non sollicitée axialement, est :

e
Din = [% (0 + 09y )02 [14]
2

ou o, et o, sont les contraintes longitudinale et circonférentietleet £, sont
respectivement les vitesses de déformation qui leur sont associées.
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d?w
&y =—Z—— 15
x o [15]
. W
g = —E [16]

W est la vitesse de déplacement transversal (selon laze)( , )

La puissance de dissipation devient donc :

Dy = MK, +Nyé&y [17]
ou Kx est la vitesse de courbure :
2.
K, = —d—‘;" [18]
dx

La dissipation interne spécifique s'écrit en utilisant les grandeurs
adimensionnelles définies ci-dessus sous la forme suivante :

2

NpL

Ding =—5—

iy [19]
R

ou d;,; est la dissipation interne adimensionnelle :

o= [ (mk 4 né)dx [20]

.1 diw
avec kK, =—— 21
a? dR [21]

Dans le cas ou la coque est soumise uniquement a une pression interne, la
puissance des efforts extérieurs par unité de longueur s’écrit, en fonction des
variables adimensionnelles, sous la forme suivante :

[22]

de,: estla puissance des efforts extérieurs adimensionnelle.
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de= [ RFOYUX 23]

6. Conditions de plasticité

Les criteres de plasticité que nous avons adoptés pour I'analyse plastique de la
structure sont le critére de la coque sandwich de von Mises (Save, 72), le critére de
Tresca connu dans le cas des coques cylindriques sous le nom de I'hexagone de
Hodge (Hogde, 63) et le critére rectangulaire dit également critére des interactions
limitées.

6.1.Critére de von Mises

Nous considérons que la coque est constituée d’un matériau « Sandwich idéal »
(fig.5), constitué de deux feuillets métalliques d’'épaissewat de limite élastique
oy Séparés par un matériau de remplissage d’épaiddewqui ne résiste ni a la
flexion ni a I'extension mais empéche tout écrasement de la section. Les contraintes
sont considérées comme uniformément réparties sur les feuillets du fait de leur faible
épaisseur. Le noyau ne recoit que l'effort tranch@pt auquel il est supposé
infiniment résistant.

matériau de
remplissage

feuillet supérieur

AT K

N
1/
Il

feuillet inférieur

PTT T T I T I

Figure 5. Section de la coque Sandwich

Dans un trongonj, dont I'épaisseur des deux feuillets &t les contraintes

généralisées sont :

i_ 8
Ny :?(069“73) [24]

—H 25
= _TZ_'(nye__(Txi) [ ]
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o €t o,. sont respectivement les contraintes circonférentielle et longitudinale
dans le feuillet extérieusy; et o,; sont respectivement celles dans le feuillet
intérieur.

En rapportantNgj et M/ respectivement a l'effort normal et au moment de

flexion plastiques du trongon le plus épais notés, respectivegnet M, on
obtient :

N 1

ny = 6’1):_(0-66+O-6i) [26]
My 1 (o4 —0xe)

i MP 1 20 (271

n, est l'effort normal circonférentiel e,; le moment de flexion adimensionnels

relatifs au trongon; .

La condition de plasticité dans le cas d’'une coque sandwich a un seul trongon est
donnée par l'inégalité suivante (Save, 72) :

%mf+n§sl [28]

Dans le cas d'une coque a plusieurs troncons, il est plus commode d’écrire cette
condition dans le plan des contraintes généraliagest n,, relatives au trongon le

plus épais. Pour cette raison on introduit le moment plastique réduit :

p_M ip
mg=—- [29]
]
MP
et I'effort normal plastique réduit :
NP
"= nr [30]
1

MJ-p et N]-p sont respectivement le moment plastique et I'effort normal plastique

relatifs au trongon;j :
2
Goej'
MP = 4 [31]
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On en déduit 'expression da et n :

p_ 1
=z [33]

J

1
nf=— [34]

J

Nous avons écrit la condition de plasticité de von Mises dans le cas d'une coque
a plusieurs troncons sous la forme suivante :

nl(+n€S 2 [35]

Elle est représentée, dans le plan des contraintes généralisées, par des ellipses
inscrites les unes dans les autres comme le montre la figure ci-dessous.

125

Figure 6. Condition de plasticité de von Mises pour la coque a plusieurs trongons

6.2.Condition de plasticité de Tresca

La condition de plasticité de Tresca exprimée en état plan de contraintes en
fonction des contraintes principaleg et o, est:

Mao | |||, — o] - 56 <0 [36]

ou o, est la limite élastique du matériau utilisé.

En tenant compte de I'hypothése des coques minces, I'application du théoréme
de l'adaptation des réactions permet d'écrire cette condition en fonction des
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contraintes généraliséen, et n, (Save, 61). Elle est représentée par un hexagone
appelé « hexagone de Hodge » (Hodge, 63).

Dans le cas d’'une coque a plusieurs trongons, cette condition est donnée par les
six inéquations adimensionnelles suivantes :

L tn <t

our L <n, <t | 6_rj2’ [37]
P 2_”—%—? 101 1
j

lmx ln 1
“m——ny <=,
pour -i < ng < _i 2 rj | [38]
o U2 1 1 1
j i eme-Sn <5
2 r r?
1
My < —,
re
pour -——<n <L J [39]
9 o 1
j j ~my <

L'effort tranchantt, ne figure pas dans la condition de plasticité par ce qu'il
représente une réaction ou une contrainte généralisée passive (Washzu, 74).

Dans le cas d’'une coque a plusieurs troncons la condition de plasticité de Hodge
est représentée par plusieurs hexagones inscrits les uns dans les autres.

Figure 7. Conparaison des conditions de Hgel et de von Misegour la caque a
plusieurs trongons
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6.3.Critere de plasticité rectangulaire

Les conditions de plasticité linéaires présentent beaucoup d'intérét du point de
vue calcul. Leur utilisation permet, quelquefois, d’aboutir a des solutions de type
analytique ou semi-analytique (Chwala, 69), (Bideq, 96). Mais lorsque la surface de
charge présente plusieurs facettes, la recherche d’'une solution analytique devient
difficile a cause du nombre important de régimes plastiques envisageables. Pour
cette raison, on utilise souvent une condition de plasticité linéaire simplifiée telle que
la condition rectangulaire. Cette condition est formée par le rectangle circonscrit a
'hexagone de Hodge. Elle a l'avantage de ne pas comporter trop de facettes. La
conséquence d’une telle simplification se traduit par une surestimation de la valeur
de la charge limite. Dans le cas d'une coque a plusieurs trongons, la condition de
plasticité rectangulaire est définie par les inéquations suivantes :

Lnjs— [40]
T T
_i<mj <i
> <My <— [41]
T T
1my

- - Tresca

Rectangulaire

T ng

-1.0 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 1.0

Figure 8. Comparaison de la condition rectangulaire et I'nexagone de Hodge

7. Méthode cinématique de I'analyse limite

La méthode cinématique de I'analyse limite est basée sur le théoréme de la borne
inférieure : « Les valeur®, du paramétre de charge correspondant aux mécanismes
de ruine licites (cinématiquement et plastiquement admissibles) admettent une borne
inférieure qui est la charge limit€ ». Pour générer ce champ de vitesses de
déplacement cinématiqguement admissible on a utilisé des éléments finis cylindriques
compatibles.
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7.1.Elément fini cylindrique compatible

Dans le cas dune coque mince cylindrique soumise a un chargement
axisymétrique, tout point de la coque se déplace dans le plan méridien qui le
contient. En I'absence d'effort normal axial, la vitesse de déplacement de chaque
point est complétement définie par sa composante radiad¢ sa vitesse de rotation
¢ dansle plana(x r, )

Ces deux variables constituent les connecteurs de I'élément fini cylindrique
compatible (fig. 9). Le vecteur vitesse de déplacement est donc :

aff = ¢, Vi ¢, [42]
! X y e
N "j¢’2
! v W
\. Xl J@l

Figure 9. Elément fini cylindrique compatible & quatre degrés de liberté

L'approximation du champ des vitesses de déplacement généralisées est faite par
un polyndme du troisieme degré :

WYX= d+ & x+ X% +d, 3 [43]

P(X) = ;—“Z = dy+ 205x+3d,x? [44]

d;, d,, d; etd, sont des paramétres arbitraires.

. . ’ W
On peut écrire le vecteur vitesse de deplacen{dr}t:{} sous la forme
?

suivante :
0}=[B}a} [45]
1 ox 2 e
avec [B]—{ 0 1 2« 3X2} [46]

{d} est un systéme de paramétres arbitraires :
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{dff =[d, d, dy dy] [47]
Le vecteur vitesses de déplacement généralisées devient alors :
{af=[clid) [48]

ol [C] est une matrice de connexion donnée par :

1% ¥ %
0 1 2% 3%
[c]= e [49]
1% X% X
0 1 2x 3%

Quant aux vitesses de déformatigi}, elles s’écrivent en fonction dfel} sous
la forme suivante :

{et=mld}, [50]
] 1 x ¥ X

avec M|= [51]
(24 o

7.2.La loi de normalité

Dans le cas de la coque non sollicitée axialement, et pour la condition de
plasticité de von Mises, la fonction de charge est la suivante :

3r? 1
f(mamy) =—-m+ -
i

=0 [52]

La loi de normalité permet d’exprimer les vitesses de déformation généralisées
en fonction def . La vitesse de déformation circonférentiedje est :

. _ 5 of(m,ny)
- 00 0)
€9 M, [53]
N £
d’ou n, =% [54]
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La vitesse de courburie, est :

: 51‘(”& Ny)
ke=4 55
am, [55]
d'ou m, = %,
ou 32[’1-2 [56]

A est lintensité des vitesses de déformation.

En remplacant dans 58, et m, par leurs valeurs données par 54 et 56 on
obtient :

[57]

L'énergie de dissipation peut donc étre exprimée seulement en fonction des
vitesses de déformation généralisées :

1

_2 (e k_x2 é 2
wor [ Gyt (58]
ou sous une forme matricielle :
1
. 2 =
i == [l INe} 20 59
j

{e} est le vecteur des déformations généralisées :
te)= {k} [60]

En fonction du vecteur des vitesses de déplacement elle devient :

:_L K] )2dx [61]

avec [K]=[c["[MT[NIm]c]? [62]

et eI = (IS [63]
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[C]* est donnée par :

~%3%—%) - x3(%— %) X 3%—%) = %% (%~%)
=2t 6 x% %(%+2X%)0e—%) —6x% X(4+239) 06 =) [64]
Sl - x) - 26)06— %) Ax+%) - 2%+ %)%=%)
2 (=% -2 X=X

aveco = X — %

Pour l'intégration numérique de I'expression 61 nous avons utilisé la méthode de
Gauss qui s'avere bien adaptée a ce cas (Noujier, 87). Dans les exemples numériques
de cet article, le nombre de points de Gauss est égal a 8.

L'équation (23) relative a la puissance des efforts extérieurs est reprise dans ce
paragraphe dans le but de I'exprimer en fonction du vecteur des vitesses de
déplacementq}.

da= [ RROJAR.AX [65]

Exprimons tout d’abordw x( ¥n fonction du vecteur des paramétres arbitraires
.
W) =[H]d} [66]

avec [H] :h x X x3J [67]
La puissance des efforts extérieurs prend donc la forme suivante :

¢m=fpﬁahﬂdﬂﬁw [68]

P, [CI™" et {q} sont indépendants de I'intégrant on peut donc les faire sortir
de l'intégrale :

d = PlG]C] Ha) [69]
avec (= f * F(9 H]dx [70]

ou en introduisant le vecteur des forces généraligfes
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ol = [glia} [71]

ou [d= Aecl™ [72]

L'assemblage des éléments finis se fait par sommation des puissances, interne
d’une part, et externe d’'autre part, sur tous les éléments.

N .
O = ) Gl [73]
i=1
N .
et dext = z dtlext [74]
i=1

7.3.Application du théoréme cinématique

Par application du théoréme de la borne inférieure, la formulation cinématique
aboultit a un probleme de programmation mathématique de la forme :

Minimiser P =%,
eyt [75]
Sousla condition dg,, > 0.

Ce probleme reléve de la programmation mathématique non linéaire du fait que
la fonction objectif est non linéaire.

Sachant que les vitesses de déformation plastiques sont définies a un facteur pres,
on adoptera la formulation modifiée suivante (Nguyen, 85) :

Minimiser diy, 26
Sousla condition dg,, > 1. [76]
Le facteur limite de charge est donné par :
d
P= int . [77]
dext

Le probléeme de programmation mathématique précédent a été résolu par
l'algorithme MINOS (Murtagh, 87). La méthode d’optimisation utilisée est celle du
gradient réduit (Wolfe, 63). Cette méthode est reconnue la plus efficace dans le cas
d’un probléme ou la fonction objectif est non linéaire tandis que les contraintes sont
linéaires.
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8. Méthode statique de I'analyse limite

La méthode statique de I'analyse limite est basée sur le théoreme de la borne
supérieure : «les valeurB du paramétre de charge correspondant aux états de

contraintes licites (statiquement et plastiquement admissibles) admettent une borne
supérieure qui est la charge limie.

8.1.Discrétisation du champ de contraintes

L’approche statique passe par une discrétisation en éléments finis d'équilibre. Le
champ de contrainteév} doit étre statiquement et plastiquement admissible. Dans

ce genre d'éléments, le champ de contrainte est supposé décomposable en deux
parties (Morelle, 83).

lo}=[ml{a}+[M,la,} [78]
ot [M]{a;} est un champ qui satisfait I'équation d’équilibre homogéne 7 et
[MZ].{az} est un champ qui doit équilibrer les forces de surface imposées.

L'équation 78 s’écrit aussi sous la forme condensée suivante :

lo}=[M]{a} [79]
ot M]=[M; M,] [80]
et {a}={:} 81]

Dans le cas d’'une coque cylindrique axisymétrique non sollicitée axialement, les
seules composantes du vecteur contraintes généralisées qui contribuent a I'équilibre
de la cogue sont I'effort normal circonférentigl et le moment de flexiom, , on a

donc :
{o}={2‘jx} 82]

La construction de I'élément d’équilibre se fait directement a partir des équations
d’équilibre. Pour construire la matrich] définie par la relation 80 et puisquag

est arbitraire, on admet I'’hypothése suivante :

=9 [83]
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La substitution dea; & n, dans I'équation d’équilibre 7 permet d'intégrer cette
derniére par rapport &. a, et a; sont deux autres constantes fournies par cette
intégration. On obtient ainsi, dans le cas d’'un chargement trapézoidal :

{o}=[Mla} [84]
=

et fa)= Z [85]
P

La charge limiteP est prise comme quatriéme composante du vet{&%ur

1 00 0

[M]= —izxz x 1 az(x—22+(z—1)x—;) | 1861

8.2.Discrétisation des forces généralisées

Un systeme de forces généralisées est fixé sur les nceuds de I'élément (fig. 10) de
telle maniére que la continuité des tractions de surface soit satisfaite (Nguyen, 85).
Dans le cas d’'une coque cylindrique non sollicitée axialement cette continuité est
assurée par le moment de flexiom et I'effort tranchantt,. On prendra comme
vecteur des forces généralisées le vec{g&n’[el que :

L}
m
ol=1, [87]
2
m,
Une matrice de connexidiC] permet d’exprimer{g} en fonction de{a} :
{g}=[Cl{a) [88]
—a®x 1 0 a¥[x- -9 X2
2 2
—azx—l X 1 az[i— -1 X13
c]= 2 2 " ?1) [89]
—a®%, 1 0 afx —Txg]
2 2
2% w1 az[ﬁ__(ﬂ« —) X3
L 2 2 6 i
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Figure 10. Elément fini cylindrique d’équilibre

8.3.Discrétisation de la condition de plasticité

La formulation statique impose que le champ de contraintes soit licite, c'est-a-
dire statiquement admissiblegtifiant les équations d’équilibre et les conditions aux
limites) et plastiguement admissible (satisfaisant la condition de plasticité). Pour la
formulation éléments finis il est donc nécessaire de discrétiser la condition de
plasticité utilisée.

8.3.1.Condition de Von Mises

L’expression 35 peut aussi s’écrire sous la forme matricielle suivante :

LGRS /90
avec [D]= ! (2) [91]
0 ¥//4

En remplac;ant{a} par sa valeur donnée par 84 on obtient I'expression de la
condition de plasticité en fonction da}.

(a" [Klfa) <= (92]

o [K]=[MT[oIv] 93

8.3.2.Condition de plasticité de Tresca

On convient d’écrire les relations 37 a 39 sous la forme condensée suivante :

[NJio} < {b} [94]
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Pre
avec [N]" = R | [95]

=z = _Z 1 1

2 2 2 2
ou en fonction du vecteya} :

[Kliaj= tb} [96]
avec [K]=[N]M] [97]
, pr-ift111 o8

T

8.3.3.Condition de plasticité rectangulaire

Les inéquations 40 et 41 peuvent étre écrites sous la forme de la relation 96
avec :

o L o _1
1
et bl==[1 11 4 [100]

8.4.Application du théoréme statique

L'application du théoreme de la borne supérieure conduit a la résolution de deux
types de problémes de programmation mathématique selon le type de la condition de
plasticité utilisée. En effet, dans le cas de la condition de plasticité non linéaire de
von Mises, I'application de ce théoréme conduit a un probléme qui reléve de la
programmation non linéaire formulé de la fagon suivante :

MaximiserP,
Soudesconditionssuivantes (101]
{o}-[clia}=0,

(@ [Klfa) < -

i
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Les deux contraintes du probléme précédent traduisent respectivement I'équilibre
et la condition de plasticité, ainsi on est sOr que le champ de contraintes est tout a
fait licite. [K] est une matrice globale obtenue par assemblage des matrices
élémentaires données par 93.

Le probléme 101 est un probléme de programmation mathématique non linéaire
convexe que nous avons résolu en utilisant la méthode du gradient réduit (Wolfe, 63)
implantée dans le code Minos (Murtagh, 87).

Dans le cas ou la condition de plasticité est linéaire, le probléme a résoudre est
un probléme de programmation mathématique linéaire qui se présente sous la forme
suivante :

MaximiserP,
Soudesconditionssuivantes

{o}-[cla}=0, [102]

[Klfa} < {o}
[K] est obtenue par assemblage de 97.

L'avantage de I'utilisation de la programmation mathématique linéaire réside
dans sa rapidité et son efficacité. Elle présente aussi I'avantage d'étre facile a
programmer et a utiliser. De nombreux travaux ont contribué a I'amélioration de
cette méthode, notamment pour résoudre les problemes de dégénérescence des
solutions (Bland, 77). Dans ce travail la méthode d'optimisation linéaire utilisée est
celle du simplexe proposée par Dantzig (Dantzig, 63).

9. Résultats numériques
9.1.Etude de la coque a un seul trongon

Une solution analytique est proposée par Olszak et ses collaborateurs dans le cas
d'une coque cylindrigue orthotrope soumise a une pression hydrostatique
(Olszak, 59). La coque est encastrée au niveau de la base et libre au sommet. Cette

solution est valable seulement dans le cas des coques cou?te;s:i'( ). Le .l
mécanisme de ruine est constitué d’'un cercle plastique qui se produit au niveau de
'encastrement. Les résultats obtenus par les méthodes cinématique et statique sont
en parfaite concordance avec la solution analytique comme on peut le constater sur
la figure 11.

Une autre solution, numeérique cette fois-ci, est proposée par Kouam (Kouam,83).
Elle concerne le cas d’'une coque simplement appuyée des deux bords soumise a un
chargement uniforme et a une pression hydrostatique. L'auteur a utilisé une méthode
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de minimisation basée sur l'algorithme de Newton. La coque est discrétisée en
éléments finis cylindriques compatibles.

Analytique (Olszak)
104 & Cinématique
T O Statique

Figure 11. Comparaison de la solution analytique et des solutions numériques
obtenues par les méthodes cinématique et statique dans le cas de la coque
encastrée-libre a un seul trongcon soumise a un chargement hydrostatique

2 —&—  Présente étude
—©— Kouam 1 —S— Présente éude
7 —O©— Kouam
T T T T T T T T ] T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figure 12. Comparaison de la borne supérieure de la charge limite avec celle
obtenue par Kouam (Kouam, 83)

La figure 12 représente la variation du facteur limite de ch&gen fonction de
la géométrie de la coque. La valeur de la charge limite subit une chute rapide pour
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1< a <4 (coques courtes). Au-deld d'une certaine valeur-( ) ladcharge limite
est peu sensible a la géométrie, c’est le cas des coques élancées.

La figure 13 représente le champ des vitesses de déplacement radiales & 'amorce
de I'écoulement plastique en fonction de I'abscisseour différentes valeurs du
paramétre géométrique . On constate que dans le cas d’'une coque cylindrique bi-
appuyée a un seul trongon soumise a une pression uniforme, la ruine totale se produit
par la formation d'un cercle plastigue au milieu de la coque. Ceci est di a la
symétrie du chargement et des conditions aux limites de part et d’autre de la coque.

180 7 " ~-2n

-

™
Vitesse de déplacement radiale -

Figure 13. Mécanisme de ruine pour la qoe bi-appyée dans le cas d'une
pression uniforme et hydrostatique

Le chargement hydrostatique introduit une non-symétrie dans le champ des
vitesses de déplacement. L'intensité de ce dernier devient plus importante dans la
partie inférieure de la coque. Pour des petites valeurs,de mécanisme de ruine
est constitué d'un cercle plastique qui apparait au milieu de la coque et qui a
tendance a se déplacer vers la partie inférieure de la structure. Lorsque la valeur de
«a devient importante, le mécanisme de ruine change de nature : deux cercles
plastiques apparaissent dans la partie inférieure de la coque tandis que la partie
supérieure reste complétement rigide.

L'utilisation d’'un élément fini d’équilibre permet de tracer les profils plastiques
afin de de situer I'état de contraintes de la structure sur la courbe d’écoulement. Ce
qui permet de déceler les sections plastifiées et de déduire le mécanisme de ruine. La
figure 14 montre quelques exemples de profils plastiques dans le cas de la coque bi-
appuyée.

La figure 15 permet de comparer les digrammes des moments et la variation de
I'effort normal obtenus en utilisant les différentes conditions de plasticité. Le profil
plastique montre que toutes les sections de la structure sont plastifiées.
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Figure 14. Profils plastiques pour la coque bi-appuyée pour les différentes
conditions de plasticité
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Figure 15. Contraintes et profils plastiques dans le cas d’'une coque soumise a une
pression uniforme pour les trois conditions de plasticité

9.2.Etude de la coque a deux trongons

Les exemples qui suivent concernent une coque a deux trongons dont les

- . . e
caractéristiques géométriques sont les suivaniés= 05 et y = 05.
&
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Figure 16. Mécanismes de ruine pour la
chargement uniforme et hydrostatique

coque bi-appuyée a deux trongons sous

La figure 16 montre la diversité des mécanismes de ruine. lls dépendent de la
géométrie de la coque et du type de chargement auquel elle est soumise.
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Figure 17. Mécanismes de ruine pour la coque encastrée-libre sous chargement
uniforme et hydrostatique pour différentes géométries
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Figure 18. Effet du chargement et de la géométrie sur la borne supérieure de la
charge limite
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Figure 19.Borne inférieure de la charge limite et profils plastiques d’'une coque a
deux trongons soumise a un chargement hydrostatique

9.3. Etude de la coque a trois trongons

W a=40

Charge limite

Figure 20. Mécanismes de ruine et borne supérieure de la charge limite d'une
coque a trois trongons soumise a un chargement hydrostatique

10. Conclusion

Les résultats obtenus par les deux méthodes de I'analyse limite développées dans
cet article concordent parfaitement, comme le montrent les différents exemples.
Outre 'obtention de la borne supérieure de la charge limite, la méthode cinématique
permet de se faire une idée sur les mécanismes de ruine possibles. L'utilisation de la
condition de von Mises dans cette méthode évite les problémes de différentiabilité
lors de 'application de la loi de normalité. La borne inférieure de la charge limite
obtenue par la méthode statique est placée du c6té de la sécurité de la structure.
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L'utilisation d’'une condition de plasticité linéaire aboutit a la résolution d’'un
probléme de programmation mathématique linéaire, ce qui permet un gain
considérable du point de vue temps de calcul. L'utilisation d’'un élément fini
cylindrigue d’équilibre présente beaucoup d’avantages. En effet, elle permet de
générer un champ de contraintes qui vérifie strictement les équations d’équilibre. Le
moment de flexion et I'effort normal circonférentiel figurent tous les deux comme
des variables effectives du probléme, ce qui permet de tracer les profils plastiques et
de déduire le mécanisme de ruine.
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