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RESUME. Les modeéles classiques de plasticité et de viscoplasticité des métaux, présentant une
anisotropie dans leur comportement lors d’un chargement cyclique, doivent réserver a I’écrouis-
sage cinématique une place prépondérante afin de décrire I’effet Bauschinger observé dans I’ex-
périmental. Dans cet article, nous abordons I'implantation numérique d’un tel modéle d’écrouis-
sage cinématique non linéaire de type Armstrong-Frederick ou Chaboche. L’algorithme d’inté-
gration des contraintes et le module tangent cohérent garantissant la convergence quadratique
sont présentés. Quelques exemples numériques sont présentés pour montrer l'efficacité de notre
Jormulation.

ABSTRACT, The classical models of plasticity and viscoplasticity of metals, exhibiting anisotropic
behavior under cyclic loading, ought to invariably include kinematic hardening in order to
capture the Bauschinger effect observed experimentally. In this paper we discuss the numerical
implementation of one such model of kinematic hardening, known as Armstrong-Frederick or
Chaboche nonlinear kinematical hardening. Stress integration algorithm and the consistent
tangent modulus ensuring the quadratic convergence rate are presented. Several numerical
examples are presented to illustrate the efficiency of our formulation.
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1. Introduction

Le premier modele phénoménologique de plasticité qui soit capable de refléter les
traits saillants du comportement des matériaux métalliques est un modeéle élastique
parfaitement plastique, gouverné par les équations de Prandtl-Reuss (e.g. voir Hill
[HIL 50]). Les ingrédients de base d’un tel modele sont: une décomposition additive
de la déformation totale en ses parties réversible (€lastique) et irréversible (plastique
ou viscoplastique), une relation linéaire entre la contrainte et la déformation élastique
(loi de Hooke) et une loi d’écoulement normale de Levy-St. Venant. La modification
la plus importante dans ce modele, qui a contribué a I’extension de son domaine d’ap-
plication, est I’écrouissage isotrope pour capturer le comportement post-élastique et
I’écrouissage cinématique de Prager-Ziegler pour tenir compte des effets du charge-
ment cyclique tels que I’effet Bauschinger. La sensibilité au taux de déformation a été
introduite par Perzyna [PER 68] conduisant ainsi au modele viscoplastique. Le dé-
veloppement d’un tel modgle a continué dans les années 70 et 80 pour lui permettre
de bien représenter le phénomenes apparaissant lors d’un chargement cyclique (voir
Armstrong et Frederick [ARM 66] et Chaboche [CHA 8§6]).

En ce qui concerne ’implantation numérique, Nguyen et Bui [NGU 74] en Eu-
rope et Naghdi et Trapp [NAG 75] aux Etats-Unis ont été les premiers a noter qu’il
n’est pas souhaitable d’utiliser les modeles classiques pour résoudre les problémes
aux valeurs propres et que les variables de type déformations doivent étre utilisées a la
place des contraintes, favorisant ainsi Iécriture de la plasticité dans I’espace des dé-
formations plutdt que dans I’espace des contraintes, La méme observation a été faite
par la communauté de chercheurs qui se sont intéressés a I’implantation numérique
de tels modeles donnant naissance 2 1’algorithme du retour radial (e.g., voir Wilkins
[WIL 641, Krieg and Krieg [KRI 77]) ou I’algorithme rafle de convexe (e.g., voir Mo-
reau [MOR 76] ou Nguyen {NGU 77]).

D’autres points essentiels dans I’implantation numérique des modeles classiques
concernent les accommodations nécessaires a introduire pour résoudre les problémes
de blocage numérique qui apparaissent avec des interpolations isoparamétriques stan-
dards et qui sont apparentés aux limitations de quasi-incompressibilité imposées sur
le champ de déformations (visco)plastiques (Nagtagaal, Parks and Rice [NAG 74]).
Certaines des méthodes déja proposées sont capables de surmonter ce probléme, mais
jamais d’une maniere satisfaisante. Par exemple, la méthode B-bar (e.g., voir Hu-
ghes [HUG 80]) nécessite une reformulation considérable des équations fondamen-
tales ol il faut séparer les effets déviatoriques et volumétriques, tandis que la méthode
basée sur I’intégration réduite (Malkus et Hughes [MAL 78], Zienkiewicz et Taylor
{ZIE 89], Touzout et Dabounou [TOU 93}), risque de générer et propager des modes
de déformation a énergie nulle.

Notre objectif principal dans ce travail est de construire des modgles de plasticité
et viscoplasticité robustes capables de capturer les effets de rochet en utilisant un mo-
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dele d’écrouissage cinématique non linéaire de type Armstrong-Frederick (e.g. voir
Armstrong et Frederick [ARM 66]) développé notamment par Chaboche (e.g. voir
[CHA 86] ou [CHA 94]) et traité par la suite par d’autres chercheurs (e.g. [HAR 93],
{DOG 93], [AUR 94], [CHA 55], [HAR 97], [SAX 97]) et d’implanter ces modeles
de plasticité et viscoplasticité dans un cadre numérique efficace (voir [IBR 98]). En
particulier, nous élaborons:

(1) un choix particulier des variables d’état comprenant la déformation totale, la
déformation (visco)plastique et les variables internes qui contrélent I’écrouissage. Il
est & noter que de la déformation (visco)plastique est absente de la liste des variables
internes . Ce choix s’avérera plus cohérent avec la formulation de la plasticité et de la
viscoplasticité en grandes transformations (voir Ibrahimbegovic et Chorfi [IBR 00]).
Comme observé par Drucker [DRU 88], ce choix est facilement justifi€ pour la plasti-
cité parfaite, o la déformation plastique ne vient pas affecter I’état de contraintes ;

(ii) la méthode de résolution séquentielle (e.g., voir Chorin et al. [CHO 78]) qui est
utilisée pour simplifier le calcul des variables d’état dans le temps. Nous retrouvons
non seulement le résultat dans I’opérateur tangent cohérent garantissant une conver-
gence quadratique (Simo et Taylor [SIM 85]) mais aussi une procédure systématique
pour sa construction qui peut étre appliquée a des modeles plus complexes. Cette
méme procédure est étendue a la viscoplasticité.

Le plan de I’article est comme suit. Dans la section suivante, nous donnons une
description des modeles de comportement élastoplastique et élastoviscoplastique, avec
écrouissage cinématique non linéaire. Dans la section 3, nous montrons, d’une ma-
ni¢re systématique, le calcul des variables d’état ainsi qu’une description spatiale des
modeles considérés. Dans la méme section nous construisons le modele tangent cohé-
rent élastoplastique et élastoviscoplastique. Plusieurs simulations numériques illustra-
tives sont présentées dans la section 4, et quelques remarques concluantes sont don-
nées dans la section 5.

2. Modé¢le de plasticité et viscoplasticité cyclique
En considérant que la compliance élastique instantanée est largement déterminée
par la structure primaire cristalline et insensible aux processus irréversibles (e.g., voir

[LUB 72]), nous retrouvons la décomposition additive de la déformation totale en une
partie réversible et une partie irréversible, i.e.

e=¢€*+¢€° [1]
La réponse élastique est décrite par la loi de Hooke, qui s’écrit comme :

oc=C:¢ [2]

1. Le méme choix sur la déformation élastique est aussi fait par Besson et al. [BES 98].
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avec:

C=2M181+2ul ; Cijri = Adij0p + p(dirdsi + dudjx) [3]

ol I et 1 sont, respectivement, des tenseurs unité du quatrieme et du second ordre et
A et u sont les coefficients de Lamé.

Le criteére de charge de von Mises est défini en fonction du tenseur de contraintes
o, le tenseur de contraintes de rappel cinématique « et le flux d’écrouissage isotrope

g:

b(,0,0) =l dafo] + |~ 3o ~ ) = 2

dev[o] =0 - %(1 1)l (5]

est le tenseur de contrainte déviatorique, g, est la contrainte limite uniaxiale et || ||
la norme, i.e. || o || := /o : e. Tandis que le flux d’écrouissage isotrope s’écrit en
fonction de la variable d’état interne qui contrdle 1’écrouissage isotrope £ comme:

q=—k(&) (6]

Nous rappelons que o est représenté par un tenseur déviatorique :

a:1=0 [7]

Les équations d’évolution de la déformation élastique et de la variable d’écrouis-
sage isotrope s’écrivent:

€=¢é—9n (8]

. 2.
€=\/;7 ]

o n est un tenseur déviatorique du second ordre (n : 1 = 0) qui définit la normale a
la surface de charge:

n=08,¢ | [10]
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et 4 est le multiplicateur de Lagrange soumis a des conditions de charge/décharge:

Y20 ; <0 ; =0 [11]

En viscoplasticité, nous définissons le multiplicateur  par son équation d’évolution:

1
¥ = — 12
¥ n<¢> (12]

ol 1) est le coefficient de viscosité.

Le choix fait dans [12] pour définir % est motivé surtout par une uniformité d’écri-
ture pour des modeles de viscoplasticité de Duvaut et Lions et de Perzyna [PER 68].
Pour le plupart de matériaux réels, on est plutdt obligé d’utiliser une généralisation
non linéaire (e.g. une fonction puissance); Une telle modification n’apporte pas de
difficultés majeures et ne nous empéche pas d’appliquer le méme type de simplifica-
tion du calcul d’écoulement viscoplastique comme il est décrit par la suite.

L’équation d’évolution de la contrainte de rappel cinématique s’écrit comme :

a=-H(é - €) + féa [13]

avec H et (3 des coefficients du matériau.

3. Approximation discréte

Dans cette section nous traitons I’algorithme d’intégration du retour radial pro-
posé pas Wilkins [WIL 64] pour la plasticité parfaite ou I’algorithme rafle de convexe
proposé par Moreau [MOR 76], ainsi que leurs extensions pour prendre en compte les
écrouissages isotrope et cinématique de Krieg et Krieg [KRI 77] et Nguyen [NGU 77].
Cette extension correspond a celle proposée par Simo et Taylor [SIM 85], mais notre
choix de variables d’état, avec la déformation élastique qui remplace la déformation
plastique, apporte plus de transparence sur les traits saillants de la procédure de réso-
lution séquentielle.

3.1. Discrétisation spatiale

Premiérement, nous élaborons la solution du probléme aux valeurs aux limites,
qui comprend la formulation faible des équations d’équilibre et les équations d’évolu-
tion [8], [9] et {13]. Nous utilisons la procédure de semi-discrétisation standard pour
construire une approximation éléments finis de type déplacement (e.g., voir [ZIE 89]
ou [BAT 92))
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Nen

Z NZ(x) ug(t [14]

oll 1y, est le nombre d’éléments total, N¢ (x) sont les fonctions de forme et u,(t) est
le vecteur de déplacements nodaux. En remplagant cette approximation dans la forme
faible des équations d’équilibre, nous pouvons intégrer les variables spatiales rédui-
sant la forme faible a un ensemble d’équations différentielles ordinaires en temps :

G:= n;ll{ VeNe : a(e(x,t), e4(x,t), £(x, 1), k(x,t))dB

e=1 Be
(15]

Ne.b(x,t)dB+ [ N¢-t(x,t)dS} =0
Be Se

Ne
ol A‘ indique la procédure d’assemblage éléments finis standards (e.g., voir [ZIE 89])

=1
sufr le nombre d’éléments total n.;. Les intégrales dans [15] sont calculées en uti-
lisant une procédure d’intégration numérique (e.g., points de Gauss, voir [ZIE 89] ,
[DHA 84]) conduisant a:

G:= A{E""’ w VN(x;) : o(e(x, t), €¢(xi, t), E(xi, t), k(%1 1))
[16]

—wNe(x;) - b(xy,t) +Z?w1’w1 Ng( ) t(x;,t)} =0

oll w; sont les poids et x; sont les abscisses des points de Gauss a I’ordre choisi.
L’intégration numérique apporte une simplification cruciale concernant le calcul des
variables internes d’état, dont les valeurs ont besoin d’étre obtenues seulement aux
points d’intégration numérique. Les valeurs calculées des variables internes, obtenues
pour une valeur du pseudo-temps particulier, sont ensuite stockées a chaque point
d’intégration pour chaque pas de temps. Les valeurs de déformations totales aux points
d’intégration x;, n’ont pas besoin d’étre stockées puisqu’elles sont tout simplement
récupérées de 1’approximation du déplacement choisie dans [14], comme :

e(x;,t) = y_nen VINE(x))ug(t)
(17]
= VN (x;)u(t)

3.2. Intégration des variables internes d’état pour la plasticité

Comme résultat de I’utilisation de la procédure de semi-discrétisation, les équa-
tions d’évolution [8], [9] et [13] deviennent des équations différentielles ordinaires
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en temps. En intégrant ces équations dans I'intervalle de temps qui nous intéresse,
[0,T], nous pouvons tracer I'évolution des variables internes d’état. Cette intégra-
tion numérique est effectuée en utilisant le schéma du retour radial. La solution est
obtenue pour une valeur choisie du pseudo-temps dans une séquence incrémentale :
0<t) <ty <..<ty < tppr < ... <T. 1 suffit d’élaborer la procédure de
résolution sur un incrément de temps typique. Par conséquent, nous notons par :

€, = €(tn) , €, =€(tn), &n = £(tn) , an = a(tys) [18]

X3

les valeurs connues des variables d’état a 'instant ¢,,, et At = t,41 — ¢, est Iincré-
ment de temps donné. Le probléme est d’obtenir les nouvelles valeurs des variables
d’état a 'instant £,,41 :

€nt1, 6:;4—1 ) £n+1 y Q41 [19]

X

Dans 1’esprit de la procédure de résolution séquentielle (operator split) (e.g. voir

[CHO 78]), nous supposons que nous avons |’incrément de déformation totale Ae,H)_l

qui correspond  la meilleure estimation de la valeur de déplacement u(¥, avec (i) le
nombre d’itérations. La premiére partie du calcul se réduit a une simple actualisation
triviale du champ de déformation totale :
eV —¢ + Ael? [20]
n+1 n n+1
Le calcul des variables d’état restantes s’effectue en appliquant la méthode d’Euler
implicite sur les équations d’évolution [8], [9] et [13] pour cette valeur de déforma-
tion totale fixée, ensuite nous recalculons la nouvelle valeur de la déformation totale
obtenue pour les valeurs admissibles des variables d’état. Cependant, comme la va-
leur du multiplicateur plastique ¥,4+1 > 0 reste, a priori, inconnue, nous procédons
comme suit. Nous commengons le calcul en supposant que le pas reste élastique et
- posons "y,‘{],_l = 0, ce qui génére un état d’essai. Nous donnons les valeurs d’essai des
variables d’état :

el = €5 + Ael), [21]
1 = n (22]
ol =a, [23]

Les équations de comportement {2] et [6] sont ensuite utilisées pour le calcul des
valeurs d’essai des contraintes et du flux d’écrouissage isotrope :
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ol =C:eln [24]
g = —k(€,) [25]

Si le critére de plasticité est satisfait pour les valeurs d’essai choisies :

¢(‘7:zr+1’qg+1,a£1r+1) <0 ’Y‘flr-f-l =0 [26]

alors I’état d’essai est un état admissible et les valeurs d’essai des variables d’état dans
[21] a [23] peuvent étre acceptées comme des valeurs finales? :

= _ (%) =e - petr & . ¢tr = — I
Entl = €541, €y = €51 g1 = &4 € Qnyl = gy

Dans le cas contraire, si le critere de plasticité est violé avec ces valeurs d’essai,
nous devrons calculer la nouvelle valeur correcte (positive) de ¥,+1 > 0, qui établira
I’admissibilité des variables d’état a I’instant ¢, . Par conséquent, en intégrant les
équations d’évolution [8], [9] et [13] avec le schéma d’Euler implicite, nous pouvons
obtenir :

€41 = € + A€ni1 — Vntrilngt [271
2
ént1 =6n + 3Tnt1 [28]
N . 8 n
oUYn41 = At’)’n+1 >0et Ny = ﬁ

Ensuite, nous pouvons calculer les valeurs des variables dépendantes comme :

ont1 =Ci€fy,
= Cti €l — C Yyl [29]
=0p41 — Yn12pMng]

gn+1 = —k(€nt1) {30]

Si nous appliquons le schéma d’Euler implicite sur I’équation d’évolution de la
contrainte de rappel cinématique dans [13] et en exploitant les €quations [27] et (28],
nous obtenons:

2. Les valeurs finales (convergentes) sont notées pas une barre superposée.
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.
Opil = On + Yny1 (—Hnn+1 + ﬂ\/;an-{-l) [31]

Ecrire le critere de von Mises & I’instant t, 1.1 revient a calculer dev[o p4+1]+Qtn1-
En exploitant les équations [29] et [31], nous obtenons:

= [2
dev(opt1] + ng1 = dev[af;_l + an] — Yot [(2/1 +H)nge1 -0 gan+1}
[32]

Afin d’éliminer o, 43 dans [32] qui est toujours inconnue, nous rajoutons a I’équation
[32] le terme suivant :

’Yn+15\/g(d€’vlffn+1] — dev[op11])

Par la suite, en regroupant les termes, et en exploitant les résultats dans [4] et [29],
nous pouvons écrire & partir de I’équation [32] la forme explicite de la fonction de
charge et de la normale d’écoulement a I’instant ¢, ;, respectivement :

2
bnt1 = || Anpall =1 - \/;(Uy + Ek(nt1)) =0 [33]
et:
An+1
Nyl = 5o (34]
T el
ol

Ant1 = Yedev[ol ] +an 3 M =1- Ynt1B %

- _ [35]
Y1 =6nt1 3 6 =2p+H = vn12uB/2 - B3(0y + k(&ns1))

Apres I’obtention des valeurs convergentes des variables internes d’état nous pro-
cédons a la mise a jour des variables dépendantes 0,41 et gn+1 & partir des équations
[29] et [30], respectivement. Tandis que .., se calcule comme suit:

1
Qny1 = "—:—z—[an — Fn41Hnp 4] (36}
1- ﬂ\/;'_)'n+1
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11 est trés important de noter que la résolution du systéme d’équations algébriques
non linéaires se réduit a résoudre une seule équation scalaire non linéaire dont I’in-
connue est y,+1 (voir [IBR 98]). Ceci nous permet de garantir la robustesse du calcul
effectué localement.

3.3. Implantation numérique de la viscoplasticité

L’ objectif principal dans cette section est de montrer que la base de calcul numé-
rique établie dans la section précédente pour le modele de plasticité classique peut
facilement étre €largie pour inclure le modele de viscoplasticité. Les variables d’état
restent les mémes que pour la plasticité. La seule différence par rapport a la plasti-
cité classique est que la déformation plastique € est remplacée par la déformation
viscoplastique €*?, qui s’écrit :

€r =€, - € [37]

Nous notons que dans la viscoplasticité, toutes les valeurs des contraintes sont
admissibles, et le paramétre de consistance pour la plasticité classique est remplacé
par le paramétre 4, défini par I’équation constitutive dans {12]. L’intégration par un
schéma d’Euler implicite de I’équation [12] nous donne sa forme discréte qui s’écrit
comme

At
Tnt1l = o < Pny1 > [38]

Par conséquent, avec cetie forme explicite du multiplicateur viscoplastique, toutes
les équations gouvernantes pour le modele de viscoplasticité s’écrivent d’une maniere
identique a celles définies pour le modele de plasticité classique. La seule différence
concerne 1’équation [35], qui s’écrit pour la viscoplasticité comme :

m=(0+ £§)’Yn+l [39]

3.4. Module tangent cohérent

Avec les valeurs admissibles des variables d’état calculées pour la valeur donnée
de I’incrément de déformation totale, nous procédons & la vérification des équations
d’équilibre dans [16] :

Ggg-l = (€S3.1,€;+1,§_n+1,f€n+1) =0 (40]

Si cette derniére équation est satisfaite, nous concluons que 1a procédure globale itéra-
tive (avec (2) le nombre d’itérations) a convergé. Dans le cas contraire, nous calculons
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une nouvelle estimation itérative de I'incrément de déformation Aen +1 €n résolvant
la forme linéarisée des équations d’équilibre :

LGY 1:=6Y, +DGc¥, =0 [41]

Le dernier terme dans 1’équation précédente est calculé comme la dérivée direction-

nelle de fo_)}_l dans la direction des déplacements incrémentaux, et qui peut étre ex-

plicitement écrit comme :

Nip
i el SNTE i
pGY :=e=f}{ZV N°(x;) : CPW Al (x)w} [42])
=1

Xx,é:+1,fn+1,kn+1

Le nouvel ingrédient-clé a calculer dans I’équation ci-dessus est le module tangent
élastoplastique, C;7, ;, qui peut &tre calculé comme la dérivée partielle de la contrainte
par rapport a la déformation totale :

(43]

ef.:_)*,ln-n+1u€n+l ykrh{-l

Finalement, nous obtenons:

crP =Cc-w(- %1 ®1) —wa(Nnt1 ®Npyy) —ws(dev[ol, ]| ®npp) [44]
avec:
w = 7n+1ﬁ-2x"f%
wg = (2ﬂ)2m [||'\n+1|| = Yns1(73 + 5\/gtr(dev[af{+1] nn+1))]
w3 = Ynt1 %B\/g

tels que A,41 et 2 sont définis dans les équations [35]; et [35]3, respectivement, et
~3 est donné par la relation suivante :

[45]

2-
13 =6+ 7n+lﬂ[(2ﬂ + kn+1) +3 w1 — B t" (dev[of 1] nay1)  [46]

ol 4 est donnée par {35]4.
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Il est trés important de noter que dans le cas d’un écrouissage cinématique non
linéaire de type Armstrong-Frederick que nous perdons la symétrie du module tangent
élastoplastique et élastoviscoplastique.

Pour les modeles viscoplastiques nous notons la différence dans la Table 1.4 pour
le calcul itératif de v,+1, tandis que le module tangent €lastoviscoplastique garde la
méme forme que dans [44] avec:

=~ /2 2- 2- ~ /2
e 5+'An—t+'7n+lﬂ\/;(2#+ §k;+1)+§k;,+1—,3 gtr(dev[aﬁfﬂ]nn_,_l) [47]

4. Simulations numériques

Dans cette section nous présentons quelques simulations numériques dans le but
d’appuyer les considérations théoriques discutées précédemment et illustrer quelques
traits saillants des approches proposées. Tous les calculs numériques sont effectués au
sein du code de calcul FEAP?, (e.g. voir [ZIE 89] pour la description de la version
PC).

L’approximation éléments finis utilisée est basée sur la méthode des modes in-
compatibles, congus au départ pour résoudre les problemes de blocage numérique
en cisaillement transverse (e.g., voir Wilson ez al. [WIL 73]) et qui se sont ensuite
avérés capables aussi de résoudre les problémes de blocage numérique apparentés aux
contraintes quasi incompressibles imposées sur le champ de déformations (visco)plas-
tiques (e.g., voir Ibrahimbegovic et Wilson [IBR 91]). Nous montrerons qu’en exploi-
tant I’idée de la résolution séquentielle, nous serons capable d’éliminer un stockage
secondaire associé aux modes incompatibles (voir [IBR 98]).

4.1. Cylindre axisymétrique sous pression

Nous considérons un cylindre axisymétrique soumis a une pression interne. La
Figure 1 représente la géométrie et le maillage éléments finis.

3. Le logiciel Finite Elements Analysis Program développé par R.L. Taylor 2 UC Berkeley.
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Figure 1. Cylindre axisymétrique : géométrie et maillage EF

Le chargement s’effectue sur deux étapes. La premiére consiste en un chargement
monotone croissant, en imposant une pression interne, durant 10 secondes jusqu’a
atteindre une pression finale p = 300 [MPa]. Dans la deuxiéme étape, nous main-
tenons cette pression constante a la valeur atteinte dans la phase précédente durant
1000 secondes (voir Figure 2.). Les propriétés matérielles et géométriques sont défi-
nies sur la Figure 2. Ces parametres sont identifiés pour I’acier X5CrNil18-9 (e.g. voir
[HAR 97]). La simulation est effectuée avec 20 éléments (04 enrichis avec les modes
incompatibles (e.g. voir [IBR 98]) et 2 x 2 points d’intégration.

Pression
M
»p [Mpa] P Maeriel
300 a = 20 [mm]
b = 60 [mm)]

E = 208000 {MPa)
v=03
o, = 170 [MPa]
H = 41080 (MPa]
T Temps B =525
(10 (s 1000 (s) | t 18] n=1610"(s)

125 pat 1000 pas T pasde
chargement

Figure 2. Cylindre axisymétrique : chargement et paramétres matériels

Sur la Figure 3, nous montrons I'évolution du déplacement du rayon interne u(a)
normalisé par le rayon interne a pour les deux modeles de plasticité et viscoplasticité.
Durant la deuxi¢me phase de chargement, nous maintenons la pression constante. La
solution viscoplastique tend a rejoindre la solution plastique. A la fin de la premiére
séquence de chargement, et pour I’analyse plastique, le cylindre est entiérement plas-
tifié, tandis qu’en viscoplasticité il n’est que partiellement plastifié, voir Figure 4.
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Figure 3. Cylindre axisymétrique : déplacement normalisé du rayon interne
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Figure 4. Cylindre axisymétrique : évolution de la zone plastifiée

Les distributions des contraintes apres 10 et 1010 [s] sont décrites sur les Figures
5 et 6, pour la plasticité et la viscoplasticité, respectivement. Nous remarquons que
I’état de contrainte dans la solution plastique reste constant a la fin du chargement
monotone croissant. Pour la viscoplasticité, ce n’est plus le cas et I’état de contrainte
évolue durant la deuxiéme phase en maintenant la pression fixe, 3 cause du phénomeéne

de relaxation.

10 100 1000
Teraps (s}
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Figure 5. Cylindre axisymétrique : distribution des contraintes aprés le chargement
croissant et le chargement fixe - Solution plastique
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Figure 6. Cylindre axisymétrique : distribution des contraintes aprés le chargement
croissant et le chargement fixe - Solution viscoplastique

Un exemple de taux de convergence quadratique sur un pas de temps est représenté

dans la Table 1.

Table 1. Cylindre axisymétrique - Taux de convergence quadratique

Itération 1

2

3 4

Résidu 1,697 x 10°

8,229 x 10!

2,834 x 10~ 3,059 x 10~°

4.1.1. Tube épais sous chargement cyclique

Nous considérons un tube épais en état de déformations planes de rayon interne de
30 [mm] et rayon externe de 60 [mm]. En raison de la nature symétrique du probléme,
nous ne modélisons que le quart du tube avec 36 éléments (X4 enrichis avec des modes
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incompatibles (voir Figure 7). L'intrados du tube est soumis a un chargement cyclique
sous forme de déplacement imposé d’une valeur de {d| = 0,437mm comme illustré
sur la Figure 7. Le matériau est considéré comme élastoplastique, avec un module
de Young E = 210000[N/mm2], un coefficient de Poisson v = 0, 3 et une limite
d’élasticité o, = 300 [N/mm?]. L’écrouissage cinématique est du type Armstrong-
Frederick dont les constantes sont H = 20000 [N/mmz] et B = 60 (voir [SAX 97]).

' |

Depl
d (mm)

0.437
3 /
Temps
‘ \/ o
-0.437

Figure 7. Tube épais : a) Maillage EF et conditions aux limites - b} Chargement

FEAP

L’ analyse est effectuée avec un pas de temps de At = 0, 05s. Sur la Figure 8, nous
représentons la pression en fonction du déplacement de I’intrados du tube. Le taux
typique de convergence de la méthode de Newton est représenté sur la Table 2.

Pression {N/mm2]
=]
)

Deplacement {mm]

Figure 8. Tube épais : réponse cyclique du tube - Pression vs. Déplacement

Table 2. Taux de convergence quadratique

Itération 1 2 3 4
Résidu 2,049 x 10 1,596 x 10" 1,205 x 10~% 1,614 x 10~8
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4.1.2. Membrane de Cook

Le dernier exemple concerne une membrane de Cook en état de déformations
planes. Cet exemple est un test standard qui permet de vérifier la qualité des approxi-
mations par éléments finis dans le cas dominé par la flexion. Il représente un compor-
tement trés compliqué vu I’état de déformation non homogéne qu’il génére. Le test
consiste a soumettre un panneau conique a une charge de cisaillement appliquée a son
extrémité libre d’une valeur totale de F' = 1, 8[k/V], tandis que 1’autre bord est en-
castré (voir Figure 9). Le matériau est considéré viscoplastique avec un écrouissage
cinématique non linéaire. Les parametres matériels sont résumés sur la Figure 9.

. TF Paramerres Mareriels
a = 20 [mm]
b = 60 [mm)

E = 208000 [MPa]
v=03

= o, = 170 {MPa]
H ‘= 41080 (MPa}
B =525
n=1610" [s)

Figure 9. Membrane de Cook : géométrie et paramétres matériels

Sur la Figure 10, nous tragons le graphique de la convergence du déplacement de
Pextrémité en fonction du nombre d’éléments par cdté. Nous remarquons une bien
meilleure convergence avec des éléments (X4 avec des modes incompatibles compara-
tivement a des éléments isoparamétriques standards.

0.25 T T T

02

q
Q9
€

$ 0.15 i
£
g

§ o1 1
a
a

005 |- Modes incompatibles —  ~

Modele deplacement -
0 1 1 {
0 5 10 15 20

Nb d'elements par cote

Figure 10. Membrane de Cook : convergence de la solution EF

Si nous imposons un chargement sous forme de pics, i.e. monotone croissant jus-
qu’a atteindre la valeur de ' = 1.8[kN], puis une décharge jusqu’a revenir a une
charge nulle. Nous représentons sur la Figure 11 I’évolution des régions plastifiées*

4. La région plastifi€e est représentée par les points de Gauss ol la plastification apparait.
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de la membrane en fonction du chargement (ou du temps). Les régions inélastiques
dans la partie inférieure sont prédominantes.

t=0.5s]

t=06 [s]

F=09[kN] F=1.08 [kN]
t=1.0 [s]
F=18 [kN]
t=12 [s]
F=144 [kN]

t=13 [s] t=13 [s]

F=126[kN] F=1.08 [kN]

Figure 11. Membrane de Cook : évolution des régions plastifiées
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5. Conclusion

Dans ce travail nous avons présenté un modele de plasticité et de viscoplasticité
avec écrouissage cinématique non linéaire, ainsi qu’un cadre général de son implanta-
tion numérique efficace.

Le résultat le plus important porte sur la robustesse du calcul global (équations
d’équilibre) et du calcul local {calcul des variables internes en chaque point de Gauss).
La présentation systématique du calcul des variables internes et de 1’opérateur tan-
gent cohérent garantissent la robustesse du calcul global en assurant une convergence
quadratique de la procédure de résolution itérative globale. En plus, la réduction du
systéme d’équations algébriques non linéaire en une équation scalaire non linéaire
garantit, quant a elle, la robustesse de la procédure de résolution locale.
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