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RESUME. On presente un modele de gauchissement, pour les plaques (composites) plezo­
electriques, en utilisant le principe du modele de gauchissement developpe pour les 
plaques et les coques homogenes et multicouches. Les resultats obtenus de ce modele sont 
compares a ceux obtenus par La theorie de Mindlin et les resultats exacts disponibles dans 
La litterature. Une plaque composite monocouche et une plaque composite a deux couches 
sont analysees pour montrer les effets du gauchissement sur le champ de deplacement, les 
contraintes et le potentiel electrique. Les resultats obtenus montrent que le modele de 
gauchissement donne des resultats plus realistes que les modeles classiques. 

ABSTRACT. A warping theory for the piezoelectric composite plates is presented using a 
previously developed model for laminated composite plates. The warping theory takes 
into account the effects of non linear distribution of the displacements through the 
thickness and also the transverse shear deformation. The results from the present theory 
are compared to the low-order theory of Mindlin and exact solutions available in the 
literature. Examples of a one layer and two layer composite plates were presented to 
illustrate the thickness effects on displacements, stresses and electric potential. The 
results obtained indicate that warping theory gives more realistic predictions as compared 
to lower order theories of piezoelectric composite plates. 
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1. Introduction 

La theorie de base des plaques composites piezo-electriques est bien illustree 
dans de nombreuses references [EER 67, TIE 69, TSO 89, LAM 91, TSO 93, 
HEY 94-a]. Dans ces demieres, les modeles de Kirchhoff-Love et de Mindlin sont 
utilises. Seulement pour les plaques minces le modele de Kirchhoff-Love ou celui 
de Mindlin aboutissent a des resultats satisfaisants concernant !'evolution du 
deplacement et des contraintes en fonction de l'epaisseur [PAG 69, LO 77-a, Lo 77-
b]. Pour obtenir une bonne representation du deplacement et des contraintes des 
plaques composites piezo-electriques, Heyliger [HEY 94-b] a propose un modele 
discretisant en couches l'epaisseur. Ruan et a/. [RUA 99] a developpe une solution 
analytique utilisant les fonctions d' Airy pour l'analyse du comportement statique 
des plaques composites piezo-electriques sirnplement appuyees. 

Dans cette etude, le modele de gauchissement developpe par Hassis [HAS 98, 
HAS 99-a, HAS 99-b] pour les plaques homogenes et composites est etendu pour 
les plaques composites piezo-electriques. Le principe des travaux virtuels est utilise 
pour determiner les equations d'equilibre (mecaniques et electriques) et les conditions 
aux limites. Une plaque monocouche et une plaque bicouche, simplement appuyees, 
sont analysees. Les resultats, electriques et mecaniques, obtenus par ce modele sont 
compares a ceux obtenus par le modele de Mindlin et Ia solution exacte. 
L' importance du gauchissement, pour les plaques composites piezo-electriques, est 
discutee. 

2. Les lois physiques 

Le champ electrique, Ej, et le potentiel, 'P, sont relies, pour chaque direction, j 
par Ia relation : 

(}p 
E·---
1- ()xi [1] 

La loi de comportement des plaques composites piezo-electriques, est decrite 
par: 

{

Xij=(c ]eij-(e]tEj 

Dj = [e]eij +[s]Ej 
[2] 

X ij sont les composantes du tenseur des contraintes induites par Ia combinaison des 

effets mecaniques et electriques (les composantes mecaniques du tenseur des 
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contraintes seront notees par Ia notation classique a'lj et seront definies 

ulterieurement). Le vecteur contrainte a six composantes ordonnees comme suit : 

Le vecteur Dj est le deplacement electrique; [c] est Ia matrice d'elasticite; [e) 

est Ia matrice des constantes piezo-electriques ; [s] est Ia matrice dielectrique. 

Pour les materiaux piezo-electriques avec symetrie hexagonale et qui sont 
polarises dans Ia direction de l'epaisseur, les matrices [c], [e] et [s] sont definies 
comme suit: 

en C12 Cl3 0 0 0 

Cl2 C22 C23 0 0 0 

[c] = Cl3 C23 C33 0 0 0 
0 0 0 C44 0 0 

0 0 0 0 C55 0 

0 0 0 0 0 C66 

[ 0 0 
0 0 ets 

~] [e] = 0 0 0 e24 0 

e31 e32 e33 0 0 

La contrainte totale est decomposee en deux parties : 

X IIJ. • = aiTJ - CJ~- avec 
I} IJ {

CJ'/j = ( c] Eij 

uij=[e)' Ej 

[3] 

["I 0 

,~J [s] = ~ S22 
0 

[4] 

Les lois physiques precedentes seront utilisees pour le developpement de Ia 
theorie de gauchissement associee aux plaques composites piezo-electriques. 

3. Le modele de gauchissement 

Les equations d'equilibre, associees au modele de gauchissement, des plaques 
composites piezo-electriques sont obtenues en utilisant le principe des travaux 
virtuels. Les expressions du champ de deplacement, du tenseur de deformations, et 
des efforts generalises sont explicitees dans les paragraphes suivants. 
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3.1. Champ de deplacement 

Le champ de deplacement utilise est defini par : 

l 
U1( x1, x2, x3} = "1 ( x1, x2} + x3f31 (xi, x2} + Wf t/Jn(x3) 

U2(xi, x2, x3) = u2( XI, x2) + x3f32( XI, x2 )+ W~ t/Jn(x3) 

u3( x
1
, x

2
, x3) = "3( XI' x

2 )+ W~cl>k(x3) 
[5] 

{ clln} et { cl>k} sont respectivement le n~me mode transverse et le k~me mode 

longitudinal (voir annexe 1). Les fonctions (wr[, W~, W~) representent l'intensite 
du gauchissement de la fibre normale. Les figures l(a) et (b) montrent les deux 
premiers modes transverses et longitudinaux (axe horizontal) en fonction de Ia 
coordonnee normale normalisee x3fh (axe vertical). Le nombre de modes depend re 
l'ordre de Ia theorie qu'on souhaite construire. Dans cette etude, on a utilise deux 
modes transverses et un mode longitudinal, tenant compte des bons resultats obtenus 
dans des etudes precedentes [HAS 98, HAS 99]. 

0.002 

E
1 

0~~0~~--~--~1.~5--~2 

1 

Figure l.a- Premier mode transverse Figure l.b -Second mode transverse 
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Figure I.e. Premier modele longitudinal Figure l.d. Second modele longitudinal 

3.2. Tenseur des deformations 

Le tenseur des deformations associe au champ de deplacement [5] est: 

Ett = Ut,l + x3 f3t,l + Wt~l fPn 
E22 = U2,2 + x3 

/32,2 + W272 lPn 
2Et2 = Ut,2+ U2,t+ x 3({3t,2+/32,t) + {Wt72+W27t) lPn 
2Et3 = Yl3 = U3,l + {31 + Wt fPn,3 + W3~1 cpk 

avec fi = df_ 
' ax' [6] 

2E23 = /'l3 = U3,2 + {32 + Wt fPn,3 + W3~2 cpk 

e33 = w3k C/Jk.3 

3.3. Principe des travaux virtuels 

Pour une plaque piezo-electrique, le travail des efforts interieurs est : 

w. = I [(NaA. - NaA.) Ua + (MaA. - MaA.) R + (paA. - paA) wn ]dro 
1 m e A m e A t'a m e n , a 

(0 ' t ,A 

- L[-(T~ -T~).a 03 +(T~- Tn~a +(Q~- Q~)n w~- (s~- s~)k,a w~¥ro 

-I(R~-R~)w~dro+ Ioi,i 'l'dV 
co v 

-I [(N~-N~)vAua+(M~-M~)vA~a+(P~-P~)n uaw~]dr 
llco 

- J [(T~-T~)vau3+(S~-s~)k vaw~}lr- Joini'PdoV 
~ ~ 

[7] 
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~ £ 
V').. est la A. composante du vecteur normal au contour, uro, du plan moyen, ro, de 

la plaque et appartenant, en meme temps, a celui-ci. Le travail des efforts exterieurs 
est : 

Qe est la charge electrique appliquee sur la frontiere. Pour une plaque piezo­
electrique, et en negligeant les termes de second ordre le travail des efforts d'inertie 
est : 

W j =-~phu·a ua+P ~~ /ia Pa+phl:n W~W~+phf3 u"3+ph~k Wk wi }ro 
[9] 

3.4. Equations d'equilibre et conditions aux limites 

En utilisant le principe des travaux virtuels, les equations d'equilibre sont: 

(N::,A- N~A ),A+ fa= phu·a 

avec: 

(MaA- MaA) - (Ta- T3)+ ma = p h3 /ia 
m e ,A m e 12 

sur ro (Ta- Ta) + f 3 = phit"3 m e ,a 

(paA _ paA) _ (Qa _ Qa) +fa= ph r, Wa 
m e n,A m e n n n n 

(s~ -s~)k,a -(R~- R~)+ f~ =ph~k wi 
sur V { ni,i = 0 

h 

r. = .!_ 2J"'2dx3 
n h h't'n 

2 

h 

~ 1 2J 2 3 et ':lk=- Cl>kdx 
h h 

2 

[10] 
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Les conditions aux limites sont donnees par : 

avec: 

-(NC:/•- N~).) V). + f~ = 0 

-(MC:,).- M~).) V). + mlf = 0 

sur dOJ -( TC:,- T~) Va + 1; = 0 

-(pafl._pafl.} va+(Fa) =0 
m e n n s 

-(sr;,-s~)k va+(t~t =O 

sur ()V {Din;+~ =0 

h 

1 2 
I. =- J"'2dx3 n h {n 

2 

h 

1 2 
et ;k=-;;Jh<~»idx3 

2 

Les efforts generalises, utilises dans le principe des travaux virtuels et les 
equations d'equilibre, sont definis par: 

[11] 

[12] 

[13.a] 
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h 

2 
Rke= Jct>k3e33E3dx3 

h ' 

2 

REMARQUE.- N~2 = 0; M~2 = O;(p~2)n = 0 

3.5. Formulation eliment jini 

[l3.b] 

La technique standard des elements finis est suivie en discn!tisant Ia solution du 
domaine totale sous Ia forme : 

NE 
U(d) = 2. Ue(d) [14] 

n=l 

oil U et Ue sont respectivement l'energie totale du systeme et celui d'un element. Le 
vecteur deplacement d defini par : 

[15] 

En utilisant les definitions des efforts generalises, l'energie interne d'un element 
(en tenant compte de Ia traction-compression, de Ia flexion et du gauchissement) peut 
etre ecrite sous Ia forme suivante: 

[16] 
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Les matrices utilisees dans ( 16) sont definies par : 

[Q] = 

avec: 
h -
2 

Ae Aer 0 A!w 0 AEt 
~ Ar 0 Afw 0 AE2 
0 0 As 0 A:w AE3 
Aiw Afw 0 A:, 0 AE4 
0 0 A~! 0 A~ww AE5 

AEt AE2 AE3 AE4 AE5 AE6 

h -2 

; [B] = 

[ Ae] = J[cro ]dx 3 [Aecl= J x3[cro]dx3 

h h -- --2 2 

h h - -
2 2 

LE 
LB 
Ls 
Lw 
Lsw 
Lw 

h -
2 2 

[Ac]= J{x3} [cro]ctx3 

h --2 

h 
-
2 

[17] 

[ A~w] = I <l>n[cro ]ctx
3 

[ARv]= I<~>nx3 [cro]dx3 [A~]= I { <l>n )
2 

[cro ]ctx
3 

h h h --
2 2 2 

h h h 
- - -
2 2 2 

[ A5 ] = J[c .Lro ]ctx3 [A~w] = I <1>n,3[c.Lro ]ctx
3 

[ A~w] = J ( <l>n,3 )
2 
[c .Lro ]ctx3 

h h h -- --2 2 2 
h h - -
2 3 2 3 3 ( AE3] = ( AEt) ( AEt) = f[ e ]'lfdx [A E2] = J x [ e ]'lfdx 
h h -- --
2 2 
h h h - - -

[ AE4] = Jh<l>n [ e ]'lfdx
3 

[AEs]= t <l>n,3[e]'lfdx
3 [AE6]= J('l')

2
lS]dx3 

h -- -- --2 2 2 

Les expressions des deformations generalisees utilisees dans [16] sont: 

[e0 ]=[LE] d ; [K]=(L8] d ; [x]=(Lw] d 

[r0 ]=[Ls] d ; [rn]=[Lsw] d ;[V'If]=[Lw] d 
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Les expressions des differents termes sont explicirees en annexe 2. En utilisant 
les fon~tions classiques d'interpolation utilisees pour les plaques, }'equation [16] 
peut etre ecrite : 

[18] 

ou Ke est Ia matrice de rigidite d'un element e et a est le vecteur des deplacements 
nodaux. 

4. Applications 

Sachant que les solutions exactes pour les plaques composites piezo-Clectriques 
sont generalement limitees a des exemples ayant une geometrie et des conditions aux 
limites simples, l'exemple d'une plaque composite piezo-electrique simplement 
appuyee a ete choisi. La geometrie et les conditions aux limites sont illustrees par Ia 
figure 2. La surface superieure de Ia plaque est soumise au chargement mecanique 
suivant 

[19] 

Lt est Ia longueur d'onde du chargement dans Ia direction x1. La plaque n'est pas 

soumise a aucun potentiel electrique. Les proprietes electriques et mecaniques des 
materiaux utilises dans cette etude sont donnees par le tableau 1. 

h 

Figure 2.a. Geometrie et conditions aux limites des exemples consideres dans 
cette analyse 
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Exemple 1 Exemple 2 

Figure 2.b. Materiau et composition de chaque plaque 

Pour valider cette etude, I' exemple de Ia plaque monocouche, pour laquelle Ia 
solution exacte est disponible, est analyse. Apres validation, une plaque bicouche 
composite est analysee pour illustrer les effets du gauchissement sur le champ re 
deplacement, sur les contraintes et sur le potentiel electrique. 

Le logiciel MAPLE est utilise pour resoudre les equations associees aux 
exemples et en utilisant Ia formulation element fini de Ia section 3.4. Dans 

!'ensemble des figures, l'axe vertical est Ia coordonnee normale normalisee x3/h et 
I' axe horizontal est Ia variable definie par Ia figure correspondante. 

4.1. Exemple 1 : Plaque composite monocouche 

II s'agit d'une plaque monocouche composee par le materiau PZT-4. Les 
proprietes mecaniques du materiau sont definies par le tableau 1. Pour valider nos 
resultats, Ia solution exacte a ete obtenue en utilisant le developpement de Ruan et 
al. [RUA 99]. La solution est obtenue pour une plaque monocouche piezo-electrique 
et cela pour deux rapports de L 1/h: 1 et 4. Pour ces rapports, Ia composante totale 
Xu du tenseur des contraintes est representee dans les figures 3 (a) et (b). Sur ces 

memes figures, sont comparees Ia solution exacte, la solution de Mindlin et Ia 
solution associee au modele de gauchissement. Contrairement a Ia solution re 
Mindlin, les figures 3 (a) et (b) montrent que Ia solution de gauchissement 
approxime tres bien Ia solution exacte et cela meme pour un rapport faible de L 1/h. 
Pour des rapports « importants » de Ltlh (figure 3.b), Ia solution de Mindlin 

converge vers Ia solution de gauchissement. L'evolution tridimensionnelle de Ia 
composante plane des contraintes Xll et celle du potentiel sont representees en 
figure 4 (a) et (b) respectivement, et cela pour un rapport de Ltlh = 1. 
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Materia ox 
Proprietes PZT-4 PVDF 

Constantes piezo-tHectriques (Ctm2) 
e31 -5.2 -0.13 
e32 -5.2 -0.14 
e33 15.08 -0.28 
e24 12.72 -0.01 
e15 12.72 -0.01 

Permittivite relative 
(so =8 85xl0-12 c2/(Nm2)) 

sIll so 1475 1.0 

s22lso 1475 1.0 
S331so 1300 11.98 

Proprietes mecaniques 
Eu (GPa) 81.3 237.0 
E22 (GPa) 81.3 23.2 
E33 (GPa) 64.5 10.5 
G23 (GPa) 25.6 2.15 
G22 (GPa) 25.6 4.40 
G33 (GPa) 30.58 6.43 

V12 0.329 0.154 

V13 0.432 0.178 

Y21 0.329 0.015 

V23 0.432 0.177 

V31 
0.343 0.008 

V32 
0.343 0.080 

Proprietes mecaniques 
C11 (GPa) 139.0 238.0 
c22 (GPa) 139.0 23.6 
C33 (GPa) 115.0 10.6 
C12 (GPa) 77.8 3.98 
C13 (GPa) 74.3 2.19 
G23 (GPa) 74.3 1.92 
C44 (GPa) 25.6 2.15 
C55 (GPa) 25.6 4.40 
C66 (GPa) 330.6 6.43 

Table 1. Proprietes micaniques et electriques des materiaux utilises dans cette 
analyse 
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 

Figure 3.a- Composante totale Xu du tenseur des contraintes; L1 /h = 1. 
(___)Solution exacte, (xxxx) Modele de gauchissement, (___)Modele de Mindlin 

Figure 3.b- Composante totale Xu du tenseur des contraintes; L1 /h = 4. 
(___)Solution exacte, (xxxx) Modele de gauchissement, (___)Modele de Mindlin 
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-0.2 -0.4 -0.6 -0.8 

Figure 4.a. Representation tridimensionnelle de Ia composante Xu du tenseur des 
contraintes pour une plaque monocouche piezo-electrique (PZI'-4); L1 /h = 1 

Figure 4.b. Representation tridimensionnelle du potentiel electrique pour une 
plaque monocouche piezo-electrique (PZI'-4); L1 /h = 1 
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Figure 5.a - Compos ante Xu du tenseur des contraintes pour une plaque piezo­
electrique a 2 couches (PZT-4, PVDF); L1 /h = 1. (xxxx) Modele de gauchissement, 
(__) Modele de Mindlin 

·10 10 1!! 

Figure 5.b - Composante Xu du tenseur des contraintes pour une plaque piezo­
electrique a 2 couches (PZT-4, PVDF); L1 /h = 4. (xxxx) Modele de 
gauchissement, ( __J Modele de Mindlin 

Figure 5.c - Composante Xu du tenseur des contraintes pour une plaque piezo­
electrique a 2 couches (PZT-4, PVDF); L1 /h = 10. (xxxx) Modele de 
gauchissement, (__J Modele de Mindlin 
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"+ + + 

4 D 8 10 

Figure 6.a- Deplacement U1 pour une plaque piezo-electrique a 2 couches (PZT-
4, PVDF); L1 /h = 1. (xxxx) Modele de gauchissement, (__)Modele de Mindlin 

100 200 300 4:100 500 

Figure 6.b - Deplacement U1 pour une plaque piezo-electrique a 2 couches ( PZT-
4, PVDF); L1 /h = 4. (xxxx) Modele de gauchissement, (__)Modele de Mindlin 

-4000 '1000 

Figure 6.c - Deplacement U1 pour une plaque piezo-electrique a 2 couches ( PZT-
4, PVDF); L1 lh = 10. (xxxx) Modele de gauchissement, (__)Modele de Mindlin 
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Figure 7a. Potentiel electrique pour une plaque piezo-electrique a 2 couches (PZI-
4, PVDF); L1 /h = 1. (xxu) Modele de gauchissement, (__)Modele de Mindlin 

4 

2 

Figure 7b. Potentiel electrique pour une plaque piezo-electrique a 2 couches (PZT-
4, PVDF); L1 /h = 4. (xxu) Modele de gauchissement, (_)Modele de Mindlin 

Figure 7c. Potentiel electrique pour une plaque piezo-electrique a 2 couches (PZT-
4, PVDF) ; L1 /h = 10. (xxu) Modele de gauchissement, (__)Modele de Mindlin 
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Figure S.a. Representation tridimensionnelle de Ia composante totale Xn du 
tenseur des contraintes pour une plaque piezo-electrique a 2 couches ( PZf-4, 
PVDF) ; L1 lh = 1 

Figure S.b. Representation tridimensionnelle du potentiel electrique pour une 
plaque piezo-electrique a 2 couches (PZT-4, PVDF); L1 /h = 1 
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4.2. Exemple 2 : Plaque composite a deux couches 

n s'agit d'une plaque bicouche composee par les materiaux PZT-4 et PVDF. Les 
proprietes mecaniques des materiaux sont definies par le tableau 1. Chaque couche a 
une epaisseur de 0.0025m. La composante totale X 11 du tenseur des contraintes est 
representee en figures 5 (a), (b) et (c), respectivement pour un rapport de L11h egal a 
1, 4 et 10. Le deplacement U1 est represente en figures 6 (a), (b) et (c), 
respectivement pour un rapport de L11h egal a 1, 4 et 10. Le potentiel electrique 'I' 
est represente en figures 7 (a), (b) et (c), respectivement pour un rapport de L11h 

egale a 1, 4 et 10. lei aussi, on remarque que pour des rapports « importants)) re 
L 1 /h, Ia solution de Mindlin converge vers Ia solution de gauchissement. La 

convergence, en deplacement et en potentiel, est plus lente que celle en contrainte. 

L'evolution tridimensionnelle de Ia composante plane des contraintes XII et 

celle du potentiel sont representees sur les figures 8 (a) et (b) respectivement, et cela 
pour un rapport de L 1 /h = 1. 

5. Conclusions 

Les equations et les conditions aux limites, des plaques composites piezo­
electriques, associees au modele de gauchissement ont ete determinees en utilisant le 
principe des travaux virtuels. Le comportement des plaques multicouches composites 
piezo-electriques a ere analyse en utilisant ce modele. Les resultats obtenus par ce 
modele sont compares a Ia solution exacte, quand c'est possible, eta ceux obtenus en 
adoptant le modele de Mindlin. Les resultats sont valides par Ia solution exacte re 
Ruan et cela pour une plaque composite monocouche. Les resultats obtenus 
montrent que le modele de gauchissement approxime bien Ia solution exacte du 
probleme et cela meme pour des rapports faibles de L tlh. Le cas d'une plaque 

bicouche est ensuite considere. 

En se basant sur les resultats de cette analyse et ceux de [LO 77 et HAS 99], on 
peut remarquer que l'effet du gauchissement dans le cas des plaques composites 
multicouches est beaucoup plus important que celui dans le cas des plaques 
monocouches. Notons que I' implementation numerique de ce modele est facilitee par 
l'orthogonalire des modes propres. 
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Annexe 1 

Le mode transverse associe a une poutre geometrique libre-libre est : 

<l>n =cos (ahx3) +cosh ~hx3 )- Rn[sin (ahx3) +sinh ~hx3 )] 
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Les coefficients a.n et Rn sont donnes par : 

Rt = 0.9825; R2 = 1.0008; R3 = 1.0000; R4 = 1.0000. 

0.} = 4.730; 0.2 = 7.853; 0.3 = 10.996; 0.4 = 14.137. 

Pour une poutre geometrique libre-libre, Ie mode longitudinal k est defini par : 

<I>k = cos{k~ ~3 + t)} 

Annexe2 

a 
0 0 0 0 0 0 0 ax1 

[LE] = 0 
a 

0 0 0 0 0 0 ax2 

a a 
0 0 0 0 0 0 ax2 ax1 

0 0 
a 

0 0 0 0 0 ax1 

[La]= 0 0 0 
a 

0 0 0 0 ax2 

0 0 
a a 

0 0 0 0 ax2 ax1 
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0 0 0 0 0 
a 

0 0 ax1 

[Lw]= 0 0 0 0 0 0 
a 

0 ax2 

0 0 0 0 0 
a a 

0 ax2 ax1 

(L,j=[: 0 0 
a 

0 0 

:] ax1 

0 0 1 
a 

0 0 ax2 

(L,.j~[: 0 0 0 0 1 0 

:] 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 
a 

ax1 

(L'If] = 0 0 0 0 0 0 0 
a 

ax2 

0 0 0 0 0 0 0 
a 

ax3 




