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RESUME. On présente un modeéle de gauchissement, pour les plaques (composites) piézo-
électriques, en utilisant le principe du modéle de gauchissement développé pour les
plaques et les coques homogeénes et multicouches. Les résultats obtenus de ce modeéle sont
comparés a ceux obtenus par la théorie de Mindlin et les résultats exacts disponibles dans
la littérature. Une plaque composite monocouche et une plaque composite a deux couches
sont analysées pour montrer les effets du gauchissement sur le champ de déplacement, les
contraintes et le potentiel électrique. Les résultats obtenus montrent que le modéle de
gauchissement donne des résultats plus réalistes que les modéles classiques.

ABSTRACT. A warping theory for the piezoelectric composite plates is presented using a
previously developed model for laminated composite plates. The warping theory takes
into account the effects of non linear distribution of the displacements through the
thickness and also the transverse shear deformation. The results from the present theory
are compared to the low-order theory of Mindlin and exact solutions available in the
literature. Examples of a one layer and two layer composite plates were presented to
illustrate the thickness effects on displacements, stresses and electric potential. The
results obtained indicate that warping theory gives more realistic predictions as compared
to lower order theories of piezoelectric composite plates.
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1. Introduction

La théorie de base des plaques composites piézo-€lectriques est bien illustrée
dans de nombreuses références [EER 67, TIE 69, TSO 89, LAM 91, TSO 93,
HEY 94-a)]. Dans ces derniéres, les modéles de Kirchhoff-Love et de Mindlin sont
utilisés. Seulement pour les plaques minces le modele de Kirchhoff-Love ou celui
de Mindlin aboutissent 4 des résultats satisfaisants concernant I’évolution du
déplacement et des contraintes en fonction de 1’épaisseur [PAG 69, LO 77-a, Lo 77-
b]. Pour obtenir une bonne représentation du déplacement et des contraintes des
plaques composites piézo-€lectriques, Heyliger [HEY 94-b] a proposé un modéle
discrétisant en couches 1’épaisseur. Ruan et al. [RUA 99] a développé une solution
analytique utilisant les fonctions d’Airy pour I’analyse du comportement statique
des plaques composites piézo-électriques simplement appuyées.

Dans cette étude, le modele de gauchissement développé par Hassis [HAS 98,
HAS 99-a, HAS 99-b] pour les plaques homogenes et composites est étendu pour
les plaques composites piézo-électriques. Le principe des travaux virtuels est utilisé
pour déterminer les équations d’équilibre (mécaniques et électriques) et les conditions
aux limites. Une plaque monocouche et une plaque bicouche, simplement appuyées,
sont analysées. Les résultats, électriques et mécaniques, obtenus par ce modéle sont
comparés 4 ceux obtenus par le modele de Mindlin et la solution exacte.
L’importance du gauchissement, pour les plaques composites piézo-électriques, est
discutée.

2. Les lois physiques

Le champ électrique, Ej, et le potentiel, ¥, sont reliés, pour chaque direction, j
par la relation :

¥
Ei==34 [

La loi de comportement des plaques composites piézo-€lectriques, est décrite
par :

Xij=|c |eij—[e]'E;
j [ ]J j 21
D;j = [e]e; +[s]E;

X j sont les composantes du tenseur des contraintes induites par la combinaison des
effets mécaniques et Electriques (les composantes mécaniques du tenseur des
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contraintes seront notées par la notation classique o';.;-' et seront définies

ultérieurement). Le vecteur contrainte a six composantes ordonnées comme suit :

X" =[x X2 X3 X3 X2 X

Le vecteur D j est le déplacement électrique ; [c] est 1a matrice d’élasticité ; [e]
est la matrice des constantes piézo-€lectriques ; {s] est la matrice diélectrique.
Pour les matériaux piézo-€lectriques avec symétrie hexagonale et qui sont

polarisés dans la direction de I'épaisseur, les matrices [c], [e] et [s] sont définies
comme suit :

c11 c12 c13 0 0 0

c12 €22 ¢23 00O
[c]= c13 c(2)3 0c33 0 8 0O

c44
0 00 0 cs5 O B3]

| 0 00 0 0 ce6

0 0 0 0 ¢5 O s11 0 O
[e]=] 0 0 0 exq 0 Of [s]=|0 s220 O

€31 €32 e33 0O 0 O 0 0 33

La contrainte totale est décomposée en deux parties :

m — g€ 0;?=[C]8ij [4]
Xii=oc"-c% avec
/) y y O'fj=[€]t Ej

Les lois physiques précédentes seront utilisées pour le développement de la
théorie de gauchissement associée aux plaques composites piézo-électriques.

3. Le modéle de gauchissement

Les équations d’équilibre, associées au modeéle de gauchissement, des plaques
composites piézo-électriques sont obtenues en utilisant le principe des travaux
virtuels. Les expressions du champ de déplacement, du tenseur de déformations, et
des efforts généralisés sont explicitées dans les paragraphes suivants.
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3.1. Champ de déplacement

Le champ de déplacement utilisé est défini par :

Ul(xl, x2, x3) = ul(xl, x2)+ X3 (xl, x2) + Wi, (x3)
Uz(xl, x2, x3) = uz(xl, x2) + x3ﬂ2(x1, x2)+ w5 ¢,(x3) [5]
U3(xl, x2, x3) = u3(xl, x2)+ W'sf @i (x3)

{6n} et {Pk]} sont respectivement le n*™ mode transverse et le k*™ mode

longitudinal (voir annexe 1). Les fonctions (W¥, W3, Wl;) représentent 1’intensité
du gauchissement de la fibre normale. Les figures 1(a) et (b) montrent les deux
premiers modes transverses et longitudinaux (axe horizontal) en fonction de la
coordonnée normale normalisée x3/h (axe vertical). Le nombre de modes dépend de
'ordre de la théorie qu’on souhaite construire. Dans cette étude, on a utilisé deux
modes transverses et un mode longitudinal, tenant compte des bons résultats obtenus
dans des études précédentes [HAS 98, HAS 99].
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Figure 1.a — Premier mode transverse Figure 1.b ~ Second mode transverse
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Figure 1.c. Premier modéle longitudinal Figure 1.d. Second modéle longitudinal

3.2. Tenseur des déformations

Le tenseur des déformations associé au champ de déplacement [5] est :

€11 = u11 + x° Bri+ Wit ¢n

£22= w2+ x° Pos + Wi of
2€12 = w12+ u21+ xa(ﬂ1,2+ﬂ2,1) + (W1?2+W2’,'1) ¢n Aavec f,i
2e13= 113 = U1 + Pr+ Wi Pu3 + Wiy &y
2e3=P3=us2+ Ba+ W' Pn3+ W3’52 Dy

£33= Wit @3

 oxt 6]

3.3. Principe des travaux virtuels

Pour une plaque piézo-électrique, le travail des efforts intérieurs est :

W, = 1[N - N2) e (2 - M2) , By + (P - 2), | wafdo
=[-8 78)  ws + (18 - T8 + (0 - 08), W (55— s8), , Wikl
- ({) (RE —RE)Widw + \j, Di; ¥dV

_S{D[(N%}" ~ NZ)vaua +(MP — MZ)vaBg +(PE — PP, ua wg]dl“

_5{0 [(T% - Tg)"a uz+ (S?n - Sg)k Va Wﬂ]dl" - a{/Di ni ¥doV

{7
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vy estla AT composante du vecteur normal au contour, §®, du plan moyen, ®, de
la plaque et appartenant, en méme temps, a celui-ci. Le travail des efforts extérieurs

est :

We = I[f“ua+m°‘ﬁ.,+fﬁ‘wg+f3u3+fiw§}im
(0]

[8)
+] [fg ue+ m& By + (FY), WA+ f3us +(£3), wl;]dr - | [Q.o)sv
dw &V

Qe est la charge électrique appliquée sur la frontiere. Pour une plaque piézo-
électrique, et en négligeant les termes de second ordre le travail des efforts d'inertie
est :

. B3 . . . .
Wj=—«j'[phu“ua+pﬁpaﬁa+ph}:nw,‘fW'&+phf3u3+ph§kwiWi:ldw

9]

3.4. Equations d’équilibre et conditions aux limites

En utilisant le principe des travaux virtuels, les équations d’équilibre sont :

(NeA-NgA) |+ r%=phie
(- mg?), ~(rg=12)+m= p 12
sur @ 9 (T%—Tg‘) o +f3 = phi3
(ph-p), ~log-o0f) + s =z 10
(s%-52), , ~(Rh~ RE)+ 12 =ph ik

h h

12, 12
avec: Yp=— dx3 et =— [Pp2dx3
n=r IE% X Ex h_IE gdx

2 2



Plaques piézo-électriques 975

Les conditions aux limites sont données par :

(
(

sur 0@ —(Tﬁ—T“) Va+f_::’=0
( [11]

\

sur dv {Din,'+Qe =0

L L3
12 12

avec Zn=;l- Ih¢%dx3 et §k=; ]hCD,%dx?’
2 2

Les efforts généralisés, utilisés dans le principe des travaux virtuels et les
équations d’équilibre, sont définis par :

11 12 11 12 pll  pl2
M=\ Vol o =Y Mol i el h b
N21 N22 M21 M22 Pn Pn

(12}

NN N2 2T
Ml M2 M2 |=T |2 {ol} ol2 o22]dxd
_(P}'})n (P}nZ)n (Pr2n2) —5 ¢n
avece r Tl T2 E 1 E
(Q}”)n (Q'z")n = Ih On3 [0}3 o%?]dx3 ; er§1= Jh¢k,30'§r?dx3
(s (2| SLoe 3

[13.a]
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e ] A
M£1 M%z = [ |3 [e31E3 e31E3]dx3

(pLY), (P22),] -2l9

Lz | 2
(Ql),, (Qg),, = [ |9n3|e15E1 e1sE2]d 3

h
(s2), (s2),] —2L
[13.b]

0|

Rk= Ih<1>k,3 e33E3d x3

2
12 2 0: p12 = 0:( p12) =
REMARQUE- N12=0; M}2=0;(PL?) =0

3.5. Formulation élément fini

La technique standard des €léments finis est suivie en discrétisant la solution du
domaine totale sous la forme :

NE
u@d) = Z_ZIUe(d) (14]

ol U et Ue sont respectivement I'énergie totale du systéme et celui d’un élément. Le
vecteur déplacement d défini par :

[d]" =[u1 uz2 B1 B2 us Wi W3 y] [15]

En utilisant les définitions des efforts généralisés, 1’énergie interne d'un élément
(en tenant compte de la traction-compression, de la flexion et du gauchissement) peut
étre écrite sous la forme suivante :

U= Lf [e°N + kM + %P + Y°T + v"Qa] dA+%j [DVylda
A A [16]
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Les matrices utilisées dans (16) sont définies par :

A}" A 0 Alw 0 Ap Ls
A Af 0 Afy 2 Ag2 Ls
_1 0 0_As 0 Asw Ae3| rn1_| Ls
[al= Ay Afy 0 A% 0 Ags :[B]= Lw (17
0 0 AN 0 Alw Acs Lsw
Art Ag2 Ars Ags Ags Ags Ly
avec :
h

[Ae] = j;[am ]dx3 ;

T2

h

2
Acw ] = J. On [Em ]dx3
h

2

[C_Lm]dx

'~—.N|=-

[A]=

[e]wdx’

h
2
h

} --—.Nl:er":"

[Agi]=

[Age] = Toulelvex’

2

[Act] =J'x3 Cola® : [Af]= j; [Cm]dx

h
"2
h h
2 5 2 B
[ak]= _[ 0x’[Coix® 5 [AL]= j 0n)[Co Jax®
h
| :
h h
2 2
A;lw]= J‘¢n,3[clm]dx3 I ¢n3 [Clm]dx
h
e .
L}
i [Ag2]= ?hxs[e]‘lfd"3 i [Ags]=[Ag]
2
b L]
; [AE5]= ?h On3lelwd’ [AE6] ?h(\u) [S]dx3
2 2

Les expressions des déformations généralisées utilisées dans [16] sont :

[°]=[Le] d ; [x]=[Lg] d ; [x]=[Lw] 4

[v°)=[Ls] @ ; [v"]=[Lsw] d :[Vw]=[Ly] @
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Les expressions des différents termes sont explicitées en annexe 2. En utilisant
les fonctions classiques d’interpolation utilisées pour les plaques, I’équation [16]
peut étre €crite :

U = %[aTKea] [18]

oll K® est la matrice de rigidité d'un élément e et a est le vecteur des déplacements
nodaux.

4. Applications

Sachant que les solutions exactes pour les plaques composites piézo-€lectriques
sont généralement limitées 4 des exemples ayant une géométrie et des conditions aux
limites simples, 1’exemple d’une plaque composite piézo-€lectrique simplement
appuyée a été choisi. La géométrie et les conditions aux limites sont illustrées par la
figure 2. La surface supérieure de la plaque est soumise au chargement mécanique
suivant

1
il x)= sin(%—) [19]

L1 est la longueur d’onde du chargement dans la direction x1. La plaque n'est pas

soumise & aucun potentiel électrique. Les propriétés électriques et mécaniques des
matériaux utilisés dans cette étude sont données par le tableau 1.

AN A
Y

Figure 2.a. Géométrie et conditions aux limites des exemples considérés dans
cette analyse
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Exemple 1 Exemple 2

Figure 2.b. Matériau et composition de chaque plaque

Pour valider cette étude, I’exemple de la plaque monocouche, pour laquelle la
solution exacte est disponible, est analysé. Aprés validation, une plaque bicouche
composite est analysée pour illustrer les effets du gauchissement sur le champ &
déplacement, sur les contraintes et sur le potentiel électrique.

Le logiciel MAPLE est utilisé pour résoudre les équations associées aux
exemples et en utilisant la formulation élément fini de la section 3.4. Dans
I’ensemble des figures, ’axe vertical est la coordonnée normale normalisée x3/h et
I’axe horizontal est la variable définie par la figure correspondante.

4.1. Exemple 1 : Plagque composite monocouche

Il s’agit d’une plaque monocouche composée par le matériau PZT-4. Les
propriétés mécaniques du matériau sont définies par le tableau 1. Pour valider nos
résultats, la solution exacte a été obtenue en utilisant le développement de Ruan ez
al. [RUA 99]. La solution est obtenue pour une plaque monocouche piézo-électrique
et cela pour deux rapports de Li/h: 1 et 4. Pour ces rapports, la composante totale
X11 du tenseur des contraintes est représentée dans les figures 3 (a) et (b). Sur ces

mémes figures, sont comparées la solution exacte, la solution de Mindlin et la
solution associée au modele de gauchissement. Contrairement a la solution &
Mindlin, les figures 3 (a) et (b) montrent que la solution de gauchissement
approxime tres bien la solution exacte et cela méme pour un rapport faible de L1/h.
Pour des rapports « importants » de Li/h (figure 3.b), la solution de Mindlin
converge vers la solution de gauchissement. L’évolution tridimensionnelle de la
composante plane des contraintes X11 et celle du potentiel sont représentées en
figure 4 (a) et (b) respectivement, et cela pour un rapport de Li/h = 1.
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Matériaux
Propriétés PZT-4 PVDF

Constantes piézo-électriques (C/m2)
e31 -5.2 -0.13
€32 -5.2 -0.14
€33 15.08 -0.28
€24 12.72 -0.01
€15 12.72 -0.01
Permittivité relative
(so =8 85x10-12 C2/(Nm?))
s11/s0 1475 1.0
$22/50 1475 1.0
$33/s0 1300 11.98
Propriétés mécaniques
Ej1 (GPa) 81.3 237.0
E22 (GPa) 81.3 23.2
E33 (GPa) 64.5 10.5
G23 (GPa) 25.6 2.15
G22 (GPa) 25.6 4.40
G33 (GPa) 30.58 6.43
vVi2 0.329 0.154
Vi3 0.432 0.178
Va1 0.329 0.015
v23 0.432 0.177
V31 0.343 0.008

0.343 0.080
V32
Propriétés mécaniques
C11 (GPa) 139.0 238.0
C22 (GPa) 139.0 23.6
C33 (GPa) 115.0 10.6
Ci2 (GPa) 77.8 3.98
C13 (GPa) 74.3 2.19
G23 (GPa) 74.3 1.92
C44 (GP2) 25.6 2.15
Cs55 (GPa) 25.6 4.40
Ce6 (GPa) 330.6 6.43

Table 1. Propriétés mécaniques et électriques des

analyse

matériaux utilisés dans cette
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Figure 3.a — Composante totale X,, du tenseur des contraintes ; L, /h = 1.
( ) Solution exacte, (xxxx) Modéle de gauchissement, ( ) Modéle de Mindlin

Figure 3.b — Composante totale X,, du tenseur des contraintes ; L, /h = 4.
( ) Solution exacte, (xxxx) Modéle de gauchissement, ( ) Modeéle de Mindlin
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Figure 4.a. Représentation tridimensionnelle de la composante X,; du tenseur des
contraintes pour une plaque monocouche piézo-électrique (PZT-4) ; L, /h = 1
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Figure 4.b. Représentation tridimensionnelle du potentiel électrique pour une
plaque monocouche piézo-électrique (PZT-4) ; L, /h = 1
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Figure 5.a — Composante X, du tenseur des contraintes pour une plague piézo-
électrique a 2 couches (PZT-4, PVDF) ; L, /h = 1. (xxxx) Modéle de gauchissement,

() Modéle de Mindlin

Figure 5.b — Composante X,; du tenseur des contraintes pour une plaque piézo-
électrique a 2 couches (PZT-4, PVDF) ; L, /h = 4. (xxxx) Modéle de
gauchissement, ( ) Modéle de Mindlin

o

Figure 5.c — Composante X,; du tenseur des contraintes pour une plaque piézo-
électrique a 2 couches (PZT-4, PVDF); L, /h = 10. {xxxx) Modéle de
gauchissement, (____) Modéle de Mindlin
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Figure 6.a — Déplacement U, pour une plaque piézo-électrique & 2 couches (PZT-
4, PVDF) ; L, /h = 1. (xxxx) Modéle de gauchissement, ( ) Modéle de Mindlin

ey
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Figure 6.b — Déplacement U; pour une plaque piézo-électrique a 2 couches (PZT-
4, PVDF) ; L, /h = 4. (xxxx) Modéle de gauchissement, ( ) Modéle de Mindlin

Figure 6.c — Déplacement U, pour une plaque piézo-électrique a 2 couches (PZT-
4, PVDF) ; L, /h = 10. (xxxx) Modéle de gauchissement, ( ) Modéle de Mindlin
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Figure 7a. Potentiel électrique pour une plaque piézo-électrique a 2 couches (PZT-
4, PVDF) ; L, /h = 1. (xxxx) Modéle de gauchissement, ( ) Modéle de Mindlin

Figure 7b. Potentiel électrique pour une plaque piézo-électrique & 2 couches (PZT-
4, PVDF) ; L, /h = 4. (xxxx) Modéle de gauchissement, (___) Modéle de Mindlin

Figure 7c. Potentiel électrigue pour une plaque piézo-électrique a 2 couches (PZT-
4, PVDF) ; L, /h = 10. (xxxx) Modéle de gauchissement, (____) Modéle de Mindlin
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Figure 8.a. Représentation tridimensionnelle de la composante totale X,, du
tenseur des contraintes pour une plaque piézo-électrique & 2 couches (PZT-4,
PVDF);L;/h=1
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Figure 8.b. Représentation tridimensionnelle du potentiel électrique pour une
plaque piézo-électrique a 2 couches (PZT-4, PVDF) ; L, /h= 1
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4.2. Exemple 2 : Plaque composite A deux couches

1l s’agit d’une plaque bicouche composée par les matériaux PZT-4 et PVDF. Les
propriétés mécaniques des matériaux sont définies par le tableau 1. Chaque couche a
une épaisseur de 0.0025m. La composante totale X11 du tenseur des contraintes est
représentée en figures 5 (a), (b) et (c), respectivement pour un rapport de L1/h égal a
1, 4 et 10. Le déplacement Uj est représenté en figures 6 (a), (b) et (c),
respectivement pour un rapport de L1/h égal a 1, 4 et 10. Le potentiel électrique
est représenté en figures 7 (a), (b) et (c), respectivement pour un rapport de Li/h
égale 4 1, 4 et 10. Ici aussi, on remarque que pour des rapports « importants » &
Li/h, la solution de Mindlin converge vers la solution de gauchissement. La

convergence, en déplacement et en potentiel, est plus lente que celle en contrainte.

L’évolution tridimensionnelle de la composante plane des contraintes X11 et

celle du potentiel sont représentées sur les figures 8 (a) et (b) respectivement, et cela
pour un rapportde Lj/h = 1.

5. Conclusions

Les équations et les conditions aux limites, des plaques composites piézo-
électriques, associées au modele de gauchissement ont été déterminées en utilisant le
principe des travaux virtuels. Le comportement des plaques multicouches composites
piézo-électriques a été analysé en utilisant ce modele. Les résultats obtenus par ce
modele sont comparés 2 la solution exacte, quand c’est possible, et & ceux obtenus en
adoptant le modéle de Mindlin. Les résultats sont validés par la solution exacte &
Ruan et cela pour une plaque composite monocouche. Les résultats obtenus
montrent que le modéle de gauchissement approxime bien la solution exacte du
probléme et cela méme pour des rapports faibles de Li/h. Le cas d’une plaque

bicouche est ensuite considéré.

En se basant sur les résultats de cette analyse et ceux de [LO 77 et HAS 99], on
peut remarquer que I'effet du gauchissement dans le cas des plaques composites
multicouches est beaucoup plus important que celui dans le cas des plaques
monocouches. Notons que I’implémentation numérique de ce modgle est facilitée par
I’orthogonalité des modes propres.
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Annexe 1

Le mode transverse associé a une poutre géométrique libre-libre est :

®n = cos (a—i':—(}—) + cosh (_“thi) -R, [sin (%) + sinh (lel:lx3 )]
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Les coefficients o et Ry sont donnés par :

R1 = 0.9825; Ry = 1.0008; R3 = 1.0000; R4 = 1.0000.

o] =4.730; 0p = 7.853; a3 = 10.996; 04 = 14.137.

Pour une poutre géométrique libre-libre, le mode longitudinal k est défini par :

Py

Annexe 2
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