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RESUME. Dans le cadre de la formulation mixte a trois champs des équations de Navier-Stokes
exprimées en termes de la fonction de courant i et du tourbillon w introduite par les deux
premiers auteurs dans [GHA 94, RUA 91], une décomposition de la fonction tourbillon w en
deux parties, dont I'une est harmonique est adoptée. En utilisant les résultats de Brezzi-Raviart
[BRE 76], la méthode d'éléments finis sous- jacente pour le probléeme de Stokes, tout comme
celle proposée par Ciarlet-Raviart, induit des estimations d’erreurs d'ordre O(h*™*) k > 2.

Des estimations d'erreurs dans le cas k = 1, d’ordre O(h’i‘Ln(h)), ont été établies moyen-
nant un résultat de Scholz [GHA 95]. Dans cet article, des résultats numériques obtenus avec
notre approche mixte, dans le cas k = 1, pour le probléme de la cavité entrainée, ainsi que
de la marche sont présentés. Afin de mettre en évidence la performance de notre méthode une
comparaison avec des résultats existant dans la littérature est réalisée.

ABSTRACT. This paper present numerical results for the Navier-Stokes problem in terms of the
stream-function and the vorticicty, obtained by our mixte approach [GHA 95] based on the de-
composition of the vorticity function, in the case k = 1, for the problem of the driven cavity and
the backstep problem. In order to prove the performance of this method a comparision with the
existing results is done.
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1. Introduction

On s’intéresse & la résolution des équations de Navier-Stokes stationnaires et in-
compressibles en formulation fonction de courant tourbillon, notée (¢ — w) dans des
domaines bornés simplement connexes de R2. Ce choix est motivé par plusieurs rai-
sons telles les suivantes :

- la condition d’incompressibilité est implicitement vérifiée contrairement a la for-
mulation vitesse pression ou cette condition est délicate & mettre en ceuvre numérique-
ment ;

- le nombre d’inconnues est réduit, on passe de trois inconnues, a savoir les deux
composantes de la vitesse et la pression, 4 deux inconnues qui sont la fonction de
courant et la fonction tourbillon, ce qui se traduit par un gain en place mémoire et en
temps de calcul au niveau du probléme discret.

Malgré ces avantages, la formulation (¢ — w) se trouve confrontée & d’autres types
de difficultés, entre autres, le manque de conditions aux limites sur la fonction tour-
billon ainsi que le couplage des équations.

Dans le deuxiéme paragraphe on rappelle le cadre variationnel de cette formula-
tion, en tenant en compte de la décomposition de la fonction tourbillon, en la somme
d’une composante a trace nulle sur la frontiere et d’une composante harmonique
(Cf. [GHA 94, GHA 95, RUA 91]). On montre I’existence et 1’unicité de la solu-
tion. Le troisiéme paragraphe est consacré a la construction d’un espace élément fini
permettant d’approcher I’espace contenant la partie harmonique. Le quatriéme para-
graphe est consacré & la mise en ceuvre de |’algorithme dans le cas du probléme de
Stokes. L’algorithme proposé dans le cas de Navier-Stokes est présenté dans le cin-
quiéme paragraphe. Dans le demier paragraphe, on présente les résultats numériques
pour le probléme de la cavité entrainée et celui de la marche descendante ainsi que les
résultats publiés par d’autres auteurs afin de valider notre approche.

2. Formulation variationnelle

Soit € un ouvert borné plan de frontiére I' lipschitzienne. En termes de ¢ — w le
probléme de Stokes s’écrit :

—Aw = curl(f) dansQ

Ay = w dans 2
v = g0 sur I {11
oy
I - g1 sur T

ou f € [L2(@)]°etg; € HE~(T),i=0,1.

Pour travailler dans un cadre variationnel naturel (Cf. [RUA 91]), a savoir w €
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L23(Q) avec Aw € H™1() et v € H () on introduit :
X(Q) ={xeL*)/Axe H(Q)}

On définit sur X (2) la norme

L
2 2 2
Ixllx = {iixl3q + 1AxIZ, 0}

associée au produit scalaire

(06 x)x = (6x)o + (Vxo, Voo

ol xo désigne le représentant de Riesz de A dans H} (). Ainsi défini, X () est un
espace d’Hilbert.
On introduit ’espace

Xu(®) = {x € () / Ax = 0}

et on montre facilement, en utilisant le théoréme de représentation de Riesz,
(Cf. [GHA 94]) que :

Vx € X(Q)3xo € Hy()Axn € Xu(Q) tel que

X =Xo+ XH.

Soit donc :
w=wp + wy ouwy € HJ(NQ) etwy € Xu(Q).

Dans le cadre variationnel décrit ci-dessus, [1] se raméne au probléme [2] suivant :
(Cf. [GHA 94, RUA 91])

Trouver (wo,wr,¥) € HJ(Q) x X () x HY () tel que
i) (Vwo, Vp)o=(f,curl p)o, Vo € Hy(R)

i) (wh, xa)o=—(wo, x#)o— (91, XH)_%,%+<QO, Qg‘,ﬁ—'> 2 o VXHEXH(D)
—232

iii) (V4, Vxo)o=(wo + wH, X0)o» ¥xo € HE(R) 2]

Proposition : Le probléme [2] admet une solution unique (wo,wq, ), de plus
(¥, wo + wi) est I'unique solution du systéme (1.
Preuve :

1) Montrons que le probléme [2] admet une solution unique.

Par application du théoréme de Lax-Milgram, on montre facilement que le pro-
bléme {2]-i) admet une solution unique wp dans Hj (§2).

Le fait que ||-||, , définit une norme sur I’espace X ;7 (£2), nous permet de montrer
que le probléme [2]-ii) admet une solution unique, par application directe du théoréme
de Lax-Milgram.
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De la méme fagon, on montre que [2]-iii) admet une solution unique.

2) Montrons que (v, wp + wy ) est 'unique solution du systéme [1].

L’équation [2]-i) implique —Awg = cur! f dans €2, et vu que wy est harmonique,
alors —Aw = curl f dans Q.

L’équation — Ay = w dérive directement de (2]-iii).

Soit x € H(Q). Il existe donc un xo € H3 () etun x g € Xy () N H () tels
que x = Xxo + XH-

En prenant comme fonction test la composante xo dans I’équation [2]-iii) et la
composante x i dans I’équation [2]-ii) et en additionnant les deux équations, moyen-

nant la relation (¢, xg); = <go, %‘;ft> , on obtient :

-3 3
212

(¥ x)1 = (W, X)o + (g1 x)_y 4 -

2
et par la suite gln =g, surl.

Donc (1,wg + wy) est solution de [1] et puisque ce dernier admet une solution
unique on a donc I’équivalence.

REMARQUES. — L’avantage de cette décomposition est qu’elle permet de récupé-
rer les conditions aux limites manquantes sur la fonction tourbillon, sous forme d’une
équation intégrale, de plus, elle permet de calculer wy, wy et ¥ de fagon découplée, et
ce, en particulier dans la résolution des équations de Navier-Stokes.

Le probléme [2]-ii) est un probléme a contrainte, wy € X (), il peut étre trans-
formé en un probléme sans contrainte, moyennant un multiplicateur de Lagrange. Pour
plus de détails voir {GHA 95].

3. Approximation par éléments finis

L’approximation par éléments finis, standards ou mixtes a été largement étudiée
par plusieurs auteurs (Cf. {ACH 92, BER 92, BRE 80, BRE 76, GHA 95, GLO 73,
GLO 79, MER 74, MIY 73]). Différentes approches ont été proposées et des résultats
de convergence ont éte établis (Cf. [ACH 92, BER 92, BRE 91, CIA 78, GHA 95,
GLO 79, GIR 86, QUA 93]).

On note que I’approximation par éléments finis des problémes [2]-i) et [2]-iii) est
classique, contrairement au probléme [2]-ii) qui présente des diff icultés & cause de
’espace X (). L’approximation de ce dernier nécessite la construction d’un espace
élément fini dont les éléments de sa base sont harmoniques ou “faiblement harmoni-
ques”. L’objet de ce paragraphe est de construire un espace élément fini approchant
’espace X (€2).

Pour pouvoir couvrir tout le domaine, on suppose que {2 est un polygdne borné. On
définit une triangulation réguliére de §2 formée par des triangles ou des quadrangles
convexes qu’on note {3 }. Soit = K.

€3,
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Bien que le traitement des quadrangles soit classique et ne présente aucune difficulté
majeure, on se restreint ici au cas des triangles. Ainsi, en désignant par P*(K) I’es-
pace de polyndmes de degré inférieur ou égal a k dans un triangle K, pour tout entier
positif k, on introduit les espaces V}, et M, qui sont définis par :

Vi = {vn € C%(Q) / vn/k € PY(K) VK € 31}
My, =V Hé(Q)
On note par )_, I'intersection de 3 avec T, i.e.

Y = U {KnT}

h Kegy,

Ainsi définie, ), est constituée par des segments qu’on note I';, soit :
S = U
" i=1 \. LN

avec N un entier qui dépend de h et désigne le nombre de segments qui constituent

L

On associe a 3, I’ensemble, noté S*, défini par :
Sh = {v € C%D) /v/r, € P*(Iy) VI € Z}
A

Soit E*, ’ensemble des nceuds qui servent a définir les degrés de liberté de I’es-
pace V}, et qui appartiennent a . Le nombre de ces nceuds est kN*. Pour tout entier
vérifiant 1 < i < kN", on définit les fonctions o; et x; respectivement par :

ag; € Sh'
oi(Pj)=6; YP;ecEM1<j<kNh

—-Ax; =0 dans Q
Xi =0 surI’

X: peut étre approchée par des éléments finis classiques de Lagrange, son approxima-
tion x? vérifie :

Trouver x! € Vj, o, tel que
(VxP, Vup)o=0 Vo, € M,

avec Vi o, ={vn € Vi /vy, = o, surT'}
p1i=EN" ,
Onnote que {x!},_ " définit une base de I’espace

X5(Q) = {vn € Vi / (Von, Vup)o = 0 Vuy € My}
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Le probléme approché s’écrit donc :

Trouver (wf,w?, ¥r) € My x X} (Q) X Vi g, tel que

(Vwi, Veor)o = (f,curl pn)o, Vpn € Mp ,
h !

(Wi xEo = —(w, xk)o = (gu.xk) "y 1 + <go, %,{i> Vo IXHEXRE()

-3

(tha VX&)O = (‘-‘-}g + w?{axg)O’ VX(’)L € Mh

avee |

3
2

Vi = {vh €EVh/up= Hup sur I, avec Hcp(P) =y¢(P)VP € E"}

h k

On vérifie facilement que le probléme discret ci-dessus admet une solution unique
((.4.161', Ld?{, 1Z)h)

4. Implémentation numérique

L’algorithme suivant décrit comment calculer w¢, w? et v, approximations de
wg, wy et 1 respéctivement, pour résoudre un seul probléme de Stokes. Une mo-
dification simple et naturelle de cette procédure s’applique au cas des équations de
Navier-Stokes, comme on verra au paragraphe 5.1.

Etape 1

Pouri =1, ..., kN" calculer x?, solution du probléme

Trouver xﬁ‘ € Vho, tel que
(fo-‘, Vur)e =0, Yup € My,

Notons que cette étape est certainement la plus cofiteuse, en effet le calcul de la base
de P’espace X} (2) passe par la résolution de kN systémes linéaires. La résolution
de ces derniers est faite a 1’aide de la méthode directe de Crout. Cette méthode est trés
intéressante dans la mesure ot nous avons a résoudre plusieurs fois le méme systéme,
pour des seconds membres différents. L’étape la plus codteuse est la décomposition
de la matrice qui se fait donc une seule fois.

FEtape 2

Calculer wf en résolvant le systéme linéaire associé au probléme

Trouver w§ € M), tel que
(ng,V’Uh)() = (f, curl(vh))o, Y, € My,
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Etape 3
th
Calculer la partie harmonique w? = Z a;x", en résolvant le systéme linéaire
i=1
AX =b

avec . i . .
Aij = xMoe 1<4,j<kN

h o h aX? h
bi = —(wg, xo+ P 9o - P aix;
v on r
X = (ai)15i5thﬂ
La matrice A associée a ce systéme est une matrice pleine et symétrique définie po-
sitive. Le systéme AX = b peut étre résolu par des méthodes directes type Cholesky

comme il peut étre résolu par des méthodes itératives, en particulier la méthode du
gradient conjugué.

Etape 4

Calculer 13, solution du probléme

Trouver Y, € Vi g, tel que
(V'l,llh,V'Uh)o = (“‘J(’)1 +W;L1,'vh)0, Yo, € My

REMARQUE. — A premiére vue, le calcul des éléments x%, 1 < i < kN" pour
le probléme de Stokes apparait trés colteux. Notons que notre objectif est la réso-
lution des équations de Navier-Stokes et dans ce cas le calcul de ces fonctions ainsi
que la matrice associée a |’étape 3 se fait une seule fois au début de I’exécution de
I’algorithme, comme décrit dans le paragraphe suivant.

S. Algorithme pour la résolution des équations de Navier-Stokes

En termes de variables fonction de courant-tourbillon, les équations de Navier-
Stokes pour un fluide incompressible s’écrivent :

—vAw + curl{w - Vy) = curl(f) dansQ

—-Avy = w dans )
P = go sur
—g’,’f = a1 sur

Le probléme ci-dessus peut étre traité comme un probléme de Stokes dont le second
membre est curl( f —w- V), approche introduite par Brezzi et al ([BRE 80]). Comme
il a été étudié par Bernardi er al.([BER 92]) pour approcher des solutions non singu-
liéres, on peut appliquer les travaux de Brezzi et al. ([BRE 80]).

En tenant compte de notre décomposition w = wy + wy, les équations de Navier-
Stokes sont 4 nouveau couplées. En s’inspirant des techniques de découplage, nous
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avons proposé un algorithme, que nous avons testé numériquement et qui donne de
bons résultats en comparaison avec les résultats présentés par d’autres auteurs. Des
résultats de convergence de cet algorithme vers une solution stationnaire pour le pro-
bléme continu correspondant sont donnés dans [RUA 951].

5.1. Algorithme de résolution

L’algorithme de résolution utilisé pour résoudre le systtme d’équations associé¢
aux équations de Navier-Stokes est le suivant :
v e, . . N ’ . 0 . 0 _ 0 _
On initialise toutes les inconues & z€ro : wp j, = wg ), =¥ =0
Connaissant w};; et 7! on calcule
Wgp, € My, wh ), € X}5() et Y € Vh,g, comme suit :

( V(YW Von)o + (Wgh - VR, curl(pn))o = (f, curl vn)o—
((“’Tl;,_hl VYR, curl(en))o , Veor € My,
(Wh o xi)o = — (g Xio — (guxb) _y 4 +
Oxt h B
<907W _%, ’VXHEXH(Q)

L (VUL Ven)o = (Wi, + Wi p#n)o  Vion € My

[~

[=Tre

6. Résultats numériques

Nous avons choisi comme cas tests, le probléme de la cavité entrainée et celui
de la marche descendante. L’élément fini utilisé dans les essais numériques rapportés
dans cet article est ’élément fini (P, Py, P, ), autrement dit, celui basé sur I’élément
fini de Lagrange conforme de degré 1. Quant a I’intégration numérique, nous avons
utilisé un schéma d’intégration qui donne une intégration exacte pour des polynémes
de degré inférieur ou égal a 2 ([DHA 81]).

6.1. Cavité entrainée : cas de Stokes

La géométrie et les conditions aux limites sont représentées dans la figure 1.

Les figures 2 et 3 représentent respectivement les isovaleurs de ¢ et celles de w
dans le cas du probléme de Stokes.

Sur les figures 2 et 3 on vérifie les propriétés de symétrie de I’écoulement par rap-
port a I’axe vertical (z = 0.5), ainsi que la loi de conservation de la fonction tourbillon
a savoir [, wdQ = —1.
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v=0, 8=

Figure 2. Isovaleurs de la fonction Figure 3. Isovaleurs de la fonction
de courant : cas de Stokes tourbillon : cas de Stokes

Différents tests ont été réalisés avec différents maillages. On note que la position
et la valeur minimale (ou maximale) de la fonction ) dépend du maillage. Dans le
tableau 1, on présente les résultats correspondants aux maillages 20 x 20, 30 x 30 et
40 x 40 de type Criss-Cross ([GHA 94)).

A titre comparatif, le tableau 2 montre quelques résultats obtenus par d’autres mé-
thodes.
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Maillage | 20x20 | 30x30 | 40x40
4 0.10005 | 0.10004 | 0.10006
w 3.19 3.13 3.26

X 0.5 0.482 0.487
Y 0.763 0.758 0.769

Tableau 1. Résultats de Ypax €t Wmax ainsi que
leurs coordonnées pour différents maillages

Quartapelle. Burggraf. Buffat.
[QUA 93] [BUR66] | [BUF91]
Ylw Plw Yiw
Problémes | 1995/3.21 0.0998/3.20 | 0.100
de Stokes

Tableau 2. Résultats de Ymax €t wmax 0btenus par d’autres auteurs

6.2. Cavité entrainée : cas de Navier-Stokes

Les figures 4, 6 et 8 (resp. Les figures 5, 7 et 9) représentent les isovaleurs de
1 (resp. les isovaleurs de w) pour les différents nombres de Reynolds considérés, a
savoir 100, 400 et 1000.

La figure 10 représente la recirculation droite pour Re=400. Les figures 11 et 12
représentent respectivement les recirculations droite et gauche pour Re=1000.

Figure 4. Lignes de courant .
cas Navier-Stokes. Re = 100,
maillage 30 x 30

Figure S. Isovaleurs de w :
cas Navier-Stokes. Re = 100,
maillage 30 x 30
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Figure 6. Lignes de courant : Figure 7. Isovaleurs de w :
cas Navier-Stokes. Re = 400, cas Navier-Stokes. Re = 400,
maillage 40 x 40 maillage 40 x 40

— N VOO

Figure 8. Lignes de courant : Figure 9. Isovaleurs de w .
cas Navier-Stokes. Re = 1000, cas Navier-Stokes. Re = 1000,
maillage 50 x 50 maillage 50 x 50
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Figure 10. Recirculation coin droit. Re = 400
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Figure 11. Recirculation coin droit. Re = 1000
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000 00 £.93 on

Figure 12. Recirculation coin gauche. Re = 1000

On observe :

- décentrage du tourbillon primaire, noté P, di aux forces d’inertie, qui sont repré-
sentées par le terme convectif ;

- la naissance de deux tourbillons secondaires situés dans le coin inférieur gauche
et le coin inférieur droit, notés respectivement BL et BR, ceci dés les plus bas nombres
de Reynolds ;

- la recirculation inférieure droite (BR) se développe plus vite que celle du coté
inférieur gauche (BL).

Nous prenons comme référence les résultats dus a Ghia ef al.((GHI 89]) que nous
reportons dans le tableau 3.

Pour pouvoir faire une comparaison, nous reportons nos résultats dans le tableau
4. Aprés avoir examiné les deux tableaux, nous pouvons conclure que nos résultats
sont en assez bon accord avec ceux de Ghia er al.((GHI 89]). La différence entre les
résultats peut s’expliquer par le fait qu’on utilise des niveaux de maillage différents.

Dans le tableau 5 nous présentons les résultats publiés par d’autres auteurs.
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Re | 100 400 1000
Doin | -0.103 20.113 0118

P [w 3.166 2294 2.049
.y | 0.617,0.734 | 0.5547,0.6055 | 0.5313,0.5625
Umax | 1.74E-06 1.42E-05 231E-04

BL | w 1.55E-02 5.697E-02 0.361
Z,y | 0.0313,0.0391 | 0.0508,0.0469 | 0.0859,0.0781
Dmme | 1.25E-05 6.42E-04 1.75E-03

BR | w 330E-02 433E-01 1.154
z,y | 0.9453,0.0625 | 0.8906,0.125 | 0.8594,0.1094

Tableau 3. Résultats obtenus par Ghia et al

Re | 100 400 1000
rim | -0.1029 -0.1032 -0.118
P [w 3.157 2.045 2.69
Z,y | 0.6206,0.724 | 0.551,0.6025 | 0.5217,0.6376
Vman | 1.97E-06 1.08E-05 3.19E-04
BL [w 1.58E-02 6.7E-02 0237
z,y | 0.0344,0.0344 | 0.0512,0.0512 | 0.0869,0.1159
Umax | 1.19E-05 8.18E-04 1.76E-03
BR [w SATE-02 3.69E-01 0.646
Z.y | 0.931,0.0689 | 0.897,0.128 | 0811,0.14

Tableau 4. Résultats obtenus par Ghadi et al

Re [HUG 93] | [KIM 85]
Ymin -0.103

100 w -3.177
Grille 65 x 65

'wmin -0.114 -0.112

400 w —2.301 —2.260
Grille 40 x 40 65 x 65

Ymin -0.116

1000 w -2.026
{ Grille 97 x 97

Tableau 5. Résultats publiés par d’autres auteurs

6.3. Probleme de la marche

Les conditions aux limites sont les suivantes :
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6"

1| | = Profil de poiseuille
Point de rattachement|I'5
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- - T4
L1

Figure 13, Géométrie du probléme de la marche

surTy : g% = 0 et 1) donnée
sur [oUT3UTy: 2 =0ety =0

sur [ : @/—} =0ety = Cte

La difﬁculrtlé liée & ce probléme réside sur le choix des conditions aux limites, sur-
tout 4 la sortie du domaine (I'5). Cette difficulté a fait I’objet de beaucoup de travaux,
qui sont résumés par P. J. Roache [ROA 72]. Notre choix a porté sur les deux cas
suivants :

1- On suppose que la sortie est suffisament éloignée pour que I’écoulement soit
établi et par la suite on impose un profil de Poiseuille a la sortie du domaine, ce qui

nous permet d’avoir deux conditions aux limites sur 10, a savoir _TP = 0 et ) donnée

(1
a la sortie. Ce choix a été utilisé par beaucoup d’auteurs, tels [ODE 93], Kim et Moin
[KIM 85] et Ghia et al.[GHI 89], entre autres.
.\ . . Ow
2- Le deuxiéme cas consiste a imposer I = Oet o— =0surs.

) on .
REMARQUE. — On note que le deuxiéme cas est plus intéressant dans le cadre

de notre méthode, du fait que les nceuds du maillage qui se trouvent sur I's n’inter-
viennent pas dans le calcul de la base harmonique ; pour plus de détails voir [GHA 94]

Re [ 100 | 150 | 200
L1]228]|3 35

Tableau 6. Résultats obtenus dans le cas de la marche

Dans ce cas test on s’intéresse particuliérement a la recirculation qui apparait en
bas de la marche, plus exactement au point de rattachement caractérisé par la distance
L1.

Le tableau 6 met en évidence la dépendance de la distance L1 du nombre de Rey-
nolds.
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Pour la méme géométrie Ghia et al. [GHI 89] ont trouvé, pour le nombre de Rey-
nolds 150, une valeur de L1=3.23, ce qui est en accord avec la valeur figurant dans le
tableau 6.

Les figures 13 et 14 représentent respectivement les isovaleurs de i et celles de
w, pour un nombre de Reynolds égal 4 150, avec comme conditions aux limites & la

. 0 s .
sortie -a—w = 0 et ¥ donnée a la sortie.
n

Figure 15. Les isovaleurs de w : cas Navier-Stokes. Re = 150

7. Conclusion

Tel qu’observé depuis longtemps par d’autres auteurs ((GLO 79]), I’interét de la
décomposition du tourbillon employée dans cet article, réside dans le fait qu’elle per-
met de récupérer les conditions aux limites sur w en résolvant I’équation intégrale
vérifiée par wy. On note que dans le cas du systéme de Stokes, notre méthode est
plutdt coliteuse a cause du calcul de la base harmonique. Par contre, elle est beaucoup
plus intéressante dans le cas des équations de Navier-Stokes, du fait que cette base est
calculée une fois pour toutes au début de la résolution. Elle ne présente donc qu’une
partie assez faible du temps de calcul global, et de plus elle peut servir a différents
tests pourvu que la géométrie et le maillage restent inchangés.

Remarquons aussi que le type d’approximation basée sur des éléments finis P,
pour toutes les variables en présence, est visiblement le plus tentant sur le plan de la
mise en ceuvre. Cependant, le manque d’optimalité des résultats de convergence pour
cette approximation a incité les auteurs a rechercher d’autres types d’approximation.
Il s’agit essentiellement d’une approximation de wy de degré plus élevé a I’intérieur
du domaine que sur la frontiére (ou elle peut rester P, par exemple). Une analyse de
cette méthode a été donnée dans [RUA 952]. Les premiers résultats numériques sur
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quelques cas d’école décrits par un probléme de Stokes, sont donnés dans [GHA 95]
en rapport avec cette approche. Des essais numériques de celle-ci sur les problémes
résolus dans cet article parmi d’autres, sont envisagés dans un proche avenir, et de-
vraient faire I’objet d’une future publication.
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