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RESUME. Dans ce papier, 011 hudie /es equations de Maxwell dans le cadre de Ia magnhosta
tique. 011 hablit une formulation mixte de Ia magnhostatique et on motllre en hablissant une 
condition inf-sup que le problbne est bien pose. On approche ensuite le prob/eme continu avec 
une methode mixte conforme d'etementsjinis et 011 erudie /e problbne discret. 011 donne ensuite 
des resultats muneriques en les comparant a Ia solution analytique, pour une sphere. Puis on 
traite le cas ozlle domaine est constitue de deux regions aux proprieres magneriques differentes. 

ABSTRACT. /11 this paper. we study magnetostatic problem. We establish a mixed formulation 
in magnetostatics and we show that the problem is well-posed with Brezzi-Babuslw theory, an 
inf-sup condition is proved. A mixed Raviart-Thomasjinite element method of minimal order is 
used to approximate the continuous problem in H(div) x L2

. Numerical tests are implemented 
to validate the method. First, we consider a sphere in a homogeneous source field then a domain 
in which the permeability is not constant. 
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I. Introduction 

De nombreux papiers ont ete publics sur l'etude du probleme de Ia magnetostique 
tridimensionnel. Dans [KIK 89] et [TROU 90], les auteurs ont etabli une formulation 
mixte du probleme et etudie )'existence et l'unicite de Ia solution. Dans cet article, 
on presente une formulation analogue mais les demonstrations, pour montrer que Ies 
problemes continus et discrets sont bien poses, sont differentes. 

Dans ce travail, on considere un domaine borne n suppose simplement connexe 
ainsi que son complementaire r2', mis en presence d'un inducteur n•. L'inducteur est 
parcouru par un courant j independant du temps qui cree un champ source note h". A 
I' exterieur du domaine n Ia permeabilite Jt est con stante et vaut Jlo. A I' interieur du 
domaine, J.1 est une fonction de x = (x 1 , x 2 , x3 ) strictement positive. 
Le probleme etudie est de trouver ( b, h) tel que: 

roth=j, divb=O, b=Jthdansn 

ou les vecteurs h et b representent respectivement le champ magnetique et I' induction 
magnetique. Sur le bord du domaine, r, on impose b · n = 0. 

Dans le paragraphe 2, nous introduisons quelques notations et espaces fonction
nels. Dans le paragraphe 3, nous etablissons une formulation mixte avec )'induction 
magnetique comme inconnue principale et nous montrons que le probleme est bien 
pose en etablissant une condition "inf-sup". Dans le paragraphe 4, on approche le 
probleme par une methode mixte d'elements finis et on demontre une condition inf
sup discrete. Pour finir, on donne des resultats numeriques dans le paragraphe 5. Tout 
d'abord, on traite le cas d'une sphere plongee dans un champ homogene. A l'inte
rieur de Ia sphere Ia permeabiltite est supposee con stante. Puis on traite Ie cas de deux 
regions dans lesquelles Ia permeabilite est differente. 

2. Notations et espaces de Hilbert 

Nous notons par n une normale dirigee vers I'exterieur de ret nous considerons 
les espaces fonctionnels: 

L6(r2) = {u E L2 (r2), tel que fou(x)d .r = 0} 

equipe du produit scalaire usuel note(., .)£2(!1); 

H(div; r2) = {u E L2 (r2) 3
; divu E L2 (r2)} 

muni du produitscalaire lluiiH(div;n) = (llulll,(n)' + lldivulli2(!l)) 112
; 
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muni du produit scalaire II ttiiH(rot; !l) = (I lulll,(!l)' + II rot ulli'(!l)') 1/
2

; 

H 0 (div; Q) = {tt E H(div; f!); u · 11 = 0 surf}. 

H(rot 0 ; Q) = {u E H(rot; Q); rot u = 0 dans Q}. 

3. Formulation mixte de Ia magm!tostatique lim!aire 

Nous pouvons ecrire le probleme de Ia magnetostatique avec !'induction magne
tique comme variable : 

rot vb = j dans Q, 

divb = 0 dans Q, 

b. 11 = 0 sur r 
oil II est Ia reductivite magnetique qui veri fie: 

0 < vo S v( x) S m 

avec m E R. D'autre part, le courant j cree le champ source h' qui verifie: 

rot hs = j, 
div h' = 0. 

Nous allons maintenant etablir Ia formulation mixte pour le probleme de Ia ma
gnetostatique. Tout d'abord, on peut remarquer que rot (vb- lr') = 0 dans Q. 

D'apres le Iemme de Poincare, comme Q est suppose simplement connexe, il existe 
alors p E H 1 (Q) tel que: 

vb- h' = grad p. 

En multi pliant par une fonction test b' et en integrant sur Q, on obtient: 

(vb, b')(U(!l))' + (divb,p)L'(!l) = (hs, b)(P(!l))'· 

De Ia seconde equation on a: 

(divb,p)L'(!l) = 0. 

La formulation faible du probleme est alors : 

Probleme (A). 
Soit h' dans (H 1 (R3

)) 3 , trouver (b, p) E H0 (div; Q) x L6(0): 

{ (i(b, b') + b(b',p) 
b(b,p') 

](b) Vb' E Ho(div; Q), 
0 Vp' E L6(0). 

[I] 
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avec ii(., . ) et b(., . ) deux formes bilineaires continues definies respectivement sur 
Ho(div; n) X Ho(div; fl) et Ho(div, n) X L5(fl) par: 

a(b, b') = (vb, b')(L2(fl))' ; 

et 
b(b,p) = (divb,p)u(n), 

et ](.) Ia forme lineaire sur H 0 ( div; n) tel que: 

j(b) = (h', b)(L2(fl))' . 

Dans Ia suite, on va montrer que le probleme est bien pose en utilisant Ia theorie 
de Babuska-Brezzi, [BRE 91]. On va demontrer que Ia forme bilineaire a est continue 
et coercive sur le noyau de b, et que Ia forme bilineaire best continue et veri fie une 
condition inf-sup. 

REMARQUE.- On peut ecrire: 

l div b p dx = p f. b · n du = 0 

si p est une constante. Done on n' aurait pas pu avoir Ia condition inf-sup avec L 2 
( fl) 

comme espace des fonctions test pour p. 

3.1. Etude du probleme continu 

On peut remarquer que Ia forme bilineaire best continue et que son noyau est: 

N(b) = {bE Ho(div, fl+ ); b(b, p) = 0, \fp E L5(fl)} 

={bE Ho(div; fl); divb = 0 dans fl}. 

Nous avons le resultat suivant au sujet de Ia forme bilineaire a. 

Lemme 3.1 La forme bilineaire a(., . ) definie precedemment est continue et coer
cive sur N(b). 

Preuve. 
Nous avons d'une part: 

D'autre part: 

a(b, b)~ vallbll~(div;n)' \fb E N(b). 
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II reste a montrer Ia condition inf-sup. Nous avons le resultat suivant, [GIR 86]. 

Lemme 3.2 ll existe une constallfe C > 0 telle que: 

llbliu(O)' :S C(lldivbiiL2(0) + llrotbiiL2(0)') Vb E Ho(div, rl) n H(rot, rl). 

Nous en deduisons alors le resultat. 

Lemme 3.3 II existe une constante C > 0 tel que: 

llbiiH(div,o) :S ClldivbiiL,(O) Vb E Ho(div, rl) n H(rot 
0

, rl). 

On va alors pouvoir etablir Ia condition inf-sup. 

Lemme 3.4 II existe une constante jJ > 0 telle que: 

b(b,p) ') 
sup llbll . 2: /3 IIPIIL,(O) V p E L0(rl), jJ > 0, 

bE Ho(div; 0)\ {O} H(dtv; 0) 

Preuve: Soit p E L5(rl) et ¢ Ia solution du probleme de Neumann: 

{ 
~¢ 

!!.1. an 

p dans n. 
0 sur r. [2] 

Soit Ia fonction vectorielle bo =grad¢. D'ou bo E H 0 (div; rl) n H(rot 0 , rl), et 
on a: 

En utilisant le Iemme (3.3), on peut dire qu'il existe une constante jJ > 0 telle que: 

Par consequent, on peut conclure avec le theoreme suivant, [BRE 91]: 

Theoreme 3.1 Le Probleme (A) a une unique solution dans H 0 (div; rl) x L6(rl). 

Nous allons utiliser une methode mixte d'elements finis pour approcher le pro
bleme (A). 
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4. Approximation du probleme continu 

Soit h > 0 le pas de Ia discn!tisation. Nous considerons tout d'abord une trian
gulation n!guliere T,.1 du domaine n construite avec des h'!traedres 1\. Ensuite, avec 
tous les tetraedres qui ont trois sommets sur r, on construit une triangulation T,.2 de r. 
Pour discretiser le champ b, on utilise des elements finis conformes dans H(div; f2), 
[GIR 86]: 

ou Po est I'espace des polynomes de degre inferieur ou egal a 0. 
Pour le potentiel scalaire p qui se trouve dans L6 ( f2): 

Les degres de liberte correspondants sont alors : 

I:1 (f2)={u1(b)= Jb·nd/, /facetteinternedeT,.1 }, 

Nous allons etudier le probleme approche: 
Probleme (Ah ). 
Soit h' dans (H 1 (R3 )) 3 , trouver (b,p) E wh X ph: 

{ a(b, b') + b(b',p) 
b(b, p') 

5. Etude du probleme discret 

Nous allons etablir le resultat suivant. 

Theoreme 5.1 II existe o > 0 tel que: 

et if existe une constante positive ;3 telle que: 

Ainsi le probleme ( Ah) a une unique solution. 

](b) Vb' E Wh, 
0 Vp'EPh. 

[3] 
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Preuve. Comme YVh C H 0 (div; fl), Ia coercivite de a est immediate. 
Soit, maintenant Ph dans Ph, on lui associe ¢ E H 1 (fl) Ia solution de: 

Ph dans fl, 
0 sur r. [4) 

Soit b0 = grad¢. Alors bo E Ho(div; fl). Maintenant, posons bh TI~bo, ou TI~ 
est l'operateur d'interpolation associe a l'elt!ment fini de Raviart-Thomas restreint a 
H 0 (div; fl). Ainsi on a: 

b(bh,Ph) = b(bo.Ph) = IIPhllhn) 

~ !3IIPhllu(nJIIboiiH(div;n)• 

~ ,tJIIPh IIL 2 (l1) llbh IIH(div; O) 

car TI~ est continu. Ainsi, nous avons le resultat voulu. 

6. Resultats numeriques 

6.1. Test I: Jlr est constante 

On va calculer )'induction magnetique b dans une sphere qui est plongee dans un 
champ magnetique h' suppose homogene. Sur le bord de Ia sphere, on va imposer 
b · n = g ou g est une fonction donnee. La condition de bord est modifiee mais Ia 
methode reste identique. La solution analytique est, [OUR 68): 

b=~h' 
Jlr + 2 

ou Jlr est Ia permeabilite relative dans Ia sphere. Nous definissons les erreurs: 

E b = [_!_ { Ibn - ba 1
2 

d ·] ~ 
rr V ln lbal 2 x ' 

o· - [_!_ { ldivbnl
2 

d ]~ 
IV- V ln lba/RI 2 x 

ou bn est Ia solution numerique donnee par le code. Pour cette etude, on utilise un 
maillage de Ia sphere (R=I. m) dont Ia maille moyenne est m = .353m et it y a 360 
tetraedres dans n et 120 triangles surf, (cf figure I). 

A pres cette discretisation, on obtient un systeme lineaire mixte que I' on resout avec 
l'algorithme d'Uzawa. Le tableau (I) donne les erreurs avec des valeurs differentes du 
llr dans Ia sphere. II donne notamment une estimation de I' erreur sur div b . Dans 
chaque tetraedre de Ia triangulation den, div b = a 1 - a 2 + a3 - a4 ou a; est Ie ftux 
de b sur Ia facette i du tetraedre. On peut remarquer que les resultats numeriques sont 
obtenus avec une bonne precision. 
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Figure 1. Mail/age tttilise pour le test I 

J.lr Errb Div CPU 
10 5.30E-04 7.44E-08 3.06 
100 5.30E-04 6.85E-08 3.06 
1000 5.30E-04 6.79E-08 3.06 

Tableau 1. Test 1: etude des erreurs 

6.2. Test II: J.lr varie 

On va traiter maintenant le cas ou le domaine de calcul est constitue de deux re
gions aux proprietes magnetiques differentes. On considere une sphere de permeabilite 
relative Jlr = 10, 100, 1000 plongee dans une bolte d'air (J.lr = 1) qui elle aussi est 
spherique, (cf figure 2). Cette bolte est plongee dans un champ source homogene h3

• 

La solution analytique a l'exterieur de Ia sphere est don nee dans [DUR 68]. Les condi
tions aux limites dues au champ source sont alors imposees sur les bords exterieurs de 
Ia bolte. 

On calcule I' induction magnetique dans Ia bolte. Le maillage de Ia bolte contient 
3 024 tetraedres et il y a 6 264 triangles sur r, qui est le bord ou l'on ales conditions 
aux limites. 

On peut remarquer, voir tableau (2), que Jorsqu'il y a une discontinuite de Ia per
meabilite dans le domaine de calcul, les resultats numeriques sont moins proches des 
resultats analytiques mais Ies resultats trouves restent corrects. D' autre part, on peut 
remarquer que le temps C P U est beaucoup plus important lorsque Ia permeabilite 
augmente. 
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Figure 2. Domaine discrerise pour le test II 

Jlr Errb Div CPU 
10 4.85 3.75E-03 486 

100 4.71 2.80E-03 1084 
1000 4.71 l.OOE-03 2281 

Tableau 2. Test II: etude des erreurs 

7. Conclusion 

Nous avons etudie le probleme de Ia magnetostatique avec des conditions aux li
mites en utilisant Ia theorie de Babuska-Brezzi. Une formulation mixte a ete etablie 
ou les inconnues sont !'induction magnetique et un potentiel scalaire p. La condition 
inf-sup du probleme continua ete montree. Dans le probleme approche, !'induction 
magnetique best discretisee avec des elements de facette et le potentiel scalaire par des 
elements constants par tetraedres. Avec ce type d'approximation, on a pu montrer Ia 
condition "inf-sup" discrete. Pour finir, des resultats numeriques ont permis de valider 
Ia methode sur un cas simple et de tester numeriquement Ia formulation dans le cas 
d'un domaine de calcul constitue de deux regions ayant une permeabilite differente. 
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