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RESUME. Dans ce papier, on étudie les équations de Maxwell dans le cadre de la magnétosta-
tigue. On établit une formulation mixte de la magnétostatique et on montre en établissant une
condition inf-sup que le probléme est bien posé. On approche ensuite le probléme continu avec
une méthode mixte conforme d’éléments finis et on étudie le probleme discret. On donne ensuite
des résultats numériques en les comparant a la solution analytique, pour une sphére. Puis on
traite le cas ot le domaine est constitué de deux régions aux propriétés magnétiques différentes.

ABSTRACT. In this paper, we study magnetostatic problem. We establish a mixed formulation
in magnetostatics and we show that the problem is well-posed with Brezzi-Babuska theory, an
inf-sup condition is proved. A mixed Raviart-Thomas finite element method of minimal order is
used to approximate the continuous problem in H(div) x L. Numerical tests are implemented
to validate the method. First, we consider a sphere in a homogeneous source field then a domain
in which the permeability is not constant,
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1. Introduction

De nombreux papiers ont été publiés sur I’étude du probléme de la magnétostique
tridimensionnel. Dans [KIK 89] et [TROU 90], les auteurs ont établi une formulation
mixte du probleme et étudié I’existence et I’unicité de la solution. Dans cet article,
on présente une formulation analogue mais les démonstrations, pour montrer que les
probleémes continus et discrets sont bien posés, sont différentes.

Dans ce travail, on considére un domaine borné 2 supposé simplement connexe
ainsi que son complémentaire ¥, mis en présence d’un inducteur 2*. L'inducteur est
parcouru par un courant j indépendant du temps qui crée un champ source noté h*. A
I’extérieur du domaine €2 ia perméabilité i est constante et vaut up. A I’intérieur du
domaine, p est une fonction de r = {ix;, x2, £3) strictement positive.

Le probléme étudié est de trouver (b, i) tel que:

roth=3j, divb=0, b= phdansQ

ou les vecteurs h et b représentent respectivement le champ magnétique et 1'induction
magnétique. Sur le bord du domaine, I', on impose b - n = 0.

Dans le paragraphe 2, nous introduisons quelques notations et espaces fonction-
nels. Dans le paragraphe 3, nous établissons une formulation mixte avec I’induction
magnétique comme inconnue principale et nous montrons que le probléme est bien
posé en établissant une condition "inf-sup”. Dans le paragraphe 4, on approche le
probléme par une méthode mixte d’éléments finis et on démontre une condition inf-
sup discréte. Pour finir, on donne des résultats numériques dans le paragraphe 5. Tout
d’abord, on traite le cas d’une sphére plongée dans un champ homogene. A I'inté-
rieur de la sphére 1a perméabiltité est supposée constante. Puis on traite le cas de deux
régions dans lesquelles la perméabilité est différente.

2. Notations et espaces de Hilbert

Nous notons par n une normale dirigée vers I'extérieur de T' et nous considérons
les espaces fonctionnels:

L3(Q) = {u e L*(Q), tel que / u(x)dx = 0}
Q

équipé du produit scalaire usuel noté (., .)2(q);
H(div; Q) = {u € L*(Q)3; divu € L*(Q))

muni du produit scalaire [|u||(div. ) = (|el|Z2q)s + ||divu||iz(ﬂ))‘/';

H(rot; Q) = {u € (L*(Q))>;rotu € L*(Q)3)}
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muni du produit scalaire ||u||y rot, n) = (||u||';":(m3 + ||rotu||ig(m3)l/3;
Hy(div; Q) = {u € H(div; Q); u-n=0sur}.

H(rot% Q) = {u € H(rot; Q);rotu = 0 dans Q}.

3. Formulation mixte de la magnétostatique linéaire

Nous pouvons écrire le probléeme de la magnétostatique avec I’'induction magné-
tique comme variable :

rot vb = j dans €2,
divb = 0 dans Q,
b-n=0surl
ol v est la réductivité magnétique qui vérifie :
0 <y <wvix)<m
avec m € R. D’autre part, le courant j crée le champ source h* qui vérifie :
rot h® = j,
divh® = 0.
Nous allons maintenant établir la formulation mixte pour le probléme de la ma-
gnétostatique. Tout d’abord, on peut remarquer que rot (vb — A*) = 0 dans Q.
D’apres le lemme de Poincaré, comme €2 est supposé simplement connexe, il existe

alors p € H'(Q) tel que:
vb—h* = grad p.

En multipliant par une fonction test b’ et en intégrant sur 2, on obtient :

(l/b,bl)(Lz(Q))a + (diVb,p)Lz(Q) = (h’ , b)(l_:(n))a.

De la seconde équation on a:
(le b, p)Lz(Q) =0.

La formulation faible du probléme est alors :

Probleme (A).
Soit h* dans (H!(R3))3, trouver (b, p) € Ho(div; Q) x LZ(Q):

{a(b,b') + b.p) = f(b) W€ Holdiv; @),
bb,p’) = 0 Vp' € L3(Q).
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avec a( ., .) et b(., .) deux formes bilinéaires continues définies respectivement sur
Hy(div; Q) x Ho(div; Q) et Ho(div, Q) x L3() par:

(b, b') = (b, b') L2 ;

et
b(b,p) = (divd, p)r2q) ,

et f(.) Ja forme linéaire sur Ho(div; Q) tel que:

F(0) = (h°, b)(L=(q))e -

Dans la suite, on va montrer que le probleme est bien posé en utilisant la théorie
de Babuska-Brezzi, [BRE 91]. On va démontrer que la forme bilinéaire a est continue
et coercive sur le noyau de b, et que la forme bilinéaire b est continue et vérifie une
condition inf-sup.

REMARQUE. — On peut écrire :

/divbpdw:p/b-nda:()
y) r

si p est une constante. Donc on n’aurait pas pu avoir la condition inf-sup avec L?()
comme espace des fonctions test pour p.

3.1. Etude du probléme continu

On peut remarquer que la forme bilinéaire b est continue et que son noyau est :
N(3) = {b € Ho(div, Q+); b(b,p) = 0,Yp € L§(Q)}
= {b € Hy(div; Q); divb = 0 dans Q}.

Nous avons le résultat suivant au sujet de la forme bilinéaire a.

Lemme 3.1 La forme bilinéaire a( ., .} définie précédemment est continue et coer-
cive sur N(b).

Preuve.
Nous avons d’une part:

|&(bvbl)| < 7n”b||H(diV;ﬂ)”b,”H(div;Q)'

D’autre part : :
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Il reste 2 montrer la condition inf-sup. Nous avons le résultat suivant, [GIR 86].

Lemme 3.2 ]| existe une constante C' > ( telle que :

”b”L?(QP < C(Ildivblle(g) + ||r0tb||Lz(n)3) Vb € Ho(div,2) N H(rot, ).

Nous en déduisons alors le résultat.

Lemme 3.3 [l existe une constante C > 0 tel que :

||b||H(diV,Q) S C"”d"Vb”LE(ﬂ) Yb e Ho(le,Q) n H(rot 0, Q)
On va alors pouvoir établir la condition inf-sup.

Lemme 3.4 [l existe une constante 3 > ( telle que :

up b(s,p)

5 > BlIpllLaay YpeE L3(Q), B >0,
b€ Ho(div; )\ {0} I ”H(div;n)

Preuve : Soit p € L3(f) et ¢ la solution du probléme de Neumann :

A¢ = pdansQ, 2]
:—;—g = Osurl.

Alorsona ¢ € HY(Q).

Soit la fonction vectorielle by = gradé. Dol by € Ho(div; Q) N H(rot °,Q), et
ona:

b(bo . p) = Ipll7 (-

En utilisant le lemme (3.3), on peut dire qu’il existe une constante 3 > 0 telle que:

bbo . p) 2 BlIPlIL2a) ool (div. q)-
Par conséquent, on peut conclure avec le théoréme suivant, [BRE91]:
Théoreme 3.1 Le Probléme (A) a une unique solution dans Ho(div ; Q) x L3(Q).

Nous allons utiliser une méthode mixte d’éléments finis pour approcher le pro-
bleme (.4).
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4. Approximation du probléme continu

Soit A > 0 le pas de la discrétisation. Nous considérons tout d’abord une trian-
gulation réguliére 7,! du domaine (2 construite avec des tétraédres K. Ensuite, avec
tous les tétraédres qui ont trois sommets sur I', on construit une triangulation 7,7 de T
Pour discrétiser le champ b, on utilise des éléments finis conformes dans H (div; Q),
[GIR 86]:

Wi = {by € Ho(div; Q); bp/k =a+ Bz, VK € T} ,a € (Po)>, BE€ Py}

ol Py est I’espace des polynomes de degré inférieur ou égal a 0.
Pour le potentiel scalaire p qui se trouve dans L3(Q):

Pn={pn € L3(Q), pn/k € Po YK € T}'}.

Les degrés de liberté correspondants sont alors :

s () = {oy(b) = /f b-ndy, f facette interne de 7!},

%:(Q) = {o:(p) = pr. T tétraedre de 7},

Nous allons étudier le probleme approché :
Probleme (A;).
Soit h* dans (H!(R3))3, trouver (b, p) € Wy x Py :

{ a(b,v) +

—_
o
~
~
=
1l

f(b) Vb € Wy,
0

Vp' € Ph. B)

5. Etude du probléme discret

Nous allons établir le résultat suivant.

Théoréme 5.1 1l existe a > 0 tel que:
b(ba,pr) = OVpn € Py = a(bp, bs) > allbally divi oy

et il existe une constante positive (3 telle que :

b(bn, pn)

SUPb, € Wh\{0} o > Bllpallezny V.

HH(div; )

Ainsi le probléme ( Ap) a une unique solution.



Formulation mixte de la magnétostatique 617

Preuve. Comme W}, C Hg(div; §2), la coercivité de @ est immédiate.
Soit, maintenant p, dans Py, on lui associe ¢ € H'(Q) la solution de:

A¢ = ppdans{, (4]
% = OsurTl.

Soit by = grad ¢. Alors by € Ho(div; ). Maintenant, posons b, = I1}bo, ot T1}
est I'opérateur d’interpolation associé€ a I’élément fini de Raviart-Thomas restreint a
Ho(div; 2). Ainsiona:

b(ba,pr) = b(bo, Ps) = |Ipall=(q)
> BllpallLzalboll g (div; ey

> BlIpallz@llbrll g (div, o)

car 1}, est continu. Ainsi, nous avons le résultat voulu.

6. Résultats numériques
6.1. Test I: p, est constante

On va calculer I’induction magnétique b dans une sphére qui est plongée dans un
champ magnétique h* supposé homogene. Sur le bord de la sphére, on va imposer
b - n = g ot g est une fonction donnée. La condition de bord est modifiée mais la
méthode reste identique. La solution analytique est, [DUR 68]:

3
o+ 2

oul p, est la perméabilité relative dans la sphére. Nous définissons les erreurs :

Errb = [ /|bn’b| L]t

|diV bnl"Z
a [ba/R[?
ou bp est la solution numérique donnée par le code. Pour cette étude, on utilise un

maillage de la sphére (R=1. m) dont la maille moyenne est m = .353met il y a 360
tétraedres dans 2 et 120 triangles sur I, (cf figure 1).

s

Apres cette discrétisation, on obtient un systéme linéaire mixte que I’on résout avec
I’algorithme d’Uzawa. Le tableau (1) donne les erreurs avec des valeurs différentes du
i dans la sphére. Il donne notamment une estimation de I’erreur sur divb . Dans
chaque tétragdre de la triangulationde 2, divb = a; — a» + a3 — a4 ol a; est le flux
de b sur la facette ¢ du tétragdre. On peut remarquer que les résultats numériques sont
obtenus avec une bonne précision.
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Figure 1. Maillage utilisé pour le test |

e Erb Div CPU
10 S30E-04 744E-08  3.06
100 5.30E-04 685E-08 3.06
1000 5.30E-04 6.79E.08 3.06

Tableau 1. Test I: étude des erreurs

6.2. Test Il: i, varie

On va traiter maintenant le cas oll le domaine de calcul est constitué de deux ré-
gions aux propriétés magnétiques différentes. On consideére une sphere de perméabilité
relative p1, = 10, 100, 1000 plongée dans une boite d’air (¢, = 1) qui elle aussi est
sphérique, (cf figure 2). Cette boite est plongée dans un champ source homogéne h°.
La solution analytique a I’extérieur de la sphere est donnée dans [DUR 68). Les condi-
tions aux limites dues au champ source sont alors imposées sur les bords extérieurs de
la boite.

On calcule I'induction magnétique dans la boite. Le maillage de la boite contient
3 024 tétraédres et il y a 6 264 triangles sur I', qui est le bord oi1 I’on a les conditions
aux limites.

On peut remarquer, voir tableau (2), que lorsqu’il y a une discontinuité de la per-
méabilité dans le domaine de calcul, les résultats numériques sont moins proches des
résultats analytiques mais les résultats trouvés restent corrects. D’autre part, on peut
remarquer que le temps C P U est beaucoup plus important lorsque la perméabilité
augmente.



Formulation mixte de la magnétostatique 619

=
i
aQ
=

i
£

B = UoHe

Figure 2. Domaine discrétisé pour le test Il

fhr Ertb  Div CPU
10 485 3.75E-03 486
100 471 2.80E-03 1084
1000 4.71 1.00E-03 2281

Tableau 2. Test I1: étude des erreurs

7. Conclusion

Nous avons étudié le probleéme de la magnétostatique avec des conditions aux li-
mites en utilisant la théorie de Babuska-Brezzi. Une formulation mixte a été établie
ol les inconnues sont I'induction magnétique et un potentiel scalaire p. La condition
inf-sup du probléme continu a été montrée. Dans le probléme approché, I'induction
magnétique b est discrétisée avec des éléments de facette et le potentiel scalaire par des
éléments constants par tétraédres. Avec ce type d’approximation, on a pu montrer la
condition "inf-sup" discréte. Pour finir, des résultats numériques ont permis de valider
la méthode sur un cas simple et de tester numériquement la formulation dans le cas
d’un domaine de calcul constitué de deux régions ayant une perméabilité différente.
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