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RESUME. Dans cet article, nous rappelons la discretisation usuelle de ['equation de la chaleur 
bi- ou tri-dimensionnelle par elements finis et schema d'Euler implicite, ainsi que ses proprietes 
de stabilite. Puis no us proposons une famille d 'indicateurs d 'erreur spatiale, construits a partir 
du residu de l' equation semi-discretisee en temps, et no us etablissons son optimalite. 

ABSTRACT. In this paper, we recall the standard discretization of the two- or three-dimensional 
heat equation by finite elements and Euler's implicit scheme, together with its stability proper­
ties. Next we propose a familly of spatial error indicators which are built from the residual of 
the equation already discretized with respect to the time variable, and we prove that they satisfy 
some optimal estimates. 
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1. Introduction 

L'adaptation de maillage est maintenant utilisee dans Ia plupart des discretisations 
par elements finis, puisqu'elle permet de retrouver Ia meme precision a moindre coOt 
grace au choix d'une triangulation appropriee. La construction de cette triangulation 
repose le plus souvent sur des estimations a posteriori, plus exactement sur leur forme 
locale : les indicateurs d'erreur. Un premier calcul sur un maillage grassier permet 
en effet d'associer a chaque element de Ia triangulation un "indicateur" que I'on peut 
calculer exactement a partir des donnees et de Ia premiere solution discrete. Le raf­
finement s'effectue alors localement en fonction de Ia taille de ces indicateurs. 

Differents types d'indicateurs ont ete proposes et etudies, voir [VE2] et Ies refe­
rences qui y sont contenues. On s'interesse ici plus particulierement aux indicateurs 
dits "par residu", on renvoie a R. Verfi.irth [VE1][VE2] pour leur construction et leur 
analyse detaillee dans le cas de problemes elliptiques. En particulier, ces indicateurs 
sont optimaux pour un grand nombre d'equations, au sens precise dans [BMV]. 

Le but de cet article est d'indiquer les principales idees pour etendre aux equations 
paraboliques Ia construction et I' analyse numerique d' indicateurs d 'erreur spatiale par 
residu. Pour cela, nous traitons le cas modele de I' equation de Ia chaleur avec condi­
tions aux limites de Dirichlet homogenes, discretisee par elements finis de Lagrange 
en espace et schema d'Euler implicite en temps. La famille d'indicateurs d'erreur 
que nous proposons est basee sur les residus Iocaux de I' equation deja discretisee en 
temps. Ces indicateurs ne font intervenir que les donnees et Ia solution discretisee en 
temps et en espace. On prouve )'equivalence de Ia somme hilbertienne des indicateurs 
avec Ia partie spatiale de l'erreur exacte globale, Ies constantes d'equivalence etant 
independantes des parametres de discretisation en espace et en temps. Ces estimations 
sont done optimales, toujours au sens de [BMV]. 

La Section II com porte une serie de rappels sur Ia discretisation de I' equation de Ia 
chaleur, ses proprietes de stabilite et les majorations d'erreur a priori. Dans Ia Section 
III, on decrit Ies indicateurs d'erreur et on prouve leurs proprietes optimales. 

2. Presentation do probleme 

Soit 0 un ouvert lipschitzien borne de IRd, d = 2 ou 3, et Tun reel positif fixe. 
On considere I' equation de Ia chaleur : 

l 
~~- !::.u = f 

u(.,t) = 0 

u(., 0) = uo 

dans Ox]O, T[, 

sur 80, t E]O, T[, [1] 

dans n. 

On presente Ies proprietes de stabilite de ce probleme, ce qui permet de determiner 
Ies normes dans lesquelles on va travailler. Puis on etudie une semi-discretisation en 
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temps par schema implicite ct Ia discretisation totale obtenue par I 'utilisation d'ele­
ments finis en espace. 

2.1. Le probleme continu 

Pour toute donnee f somme d'une fonction integrable sur ]0, T[ a valeurs dans 
L 2 (D) et d'une fonction de £ 2 (0, T; H- 1 (D)) ct pour toute donnee initiate n 0 dans 
L 2 (D), le probleme admet une solution unique n dans l'espace 

avec Ia propriete de stabilite corrcspondante. 

Si on suppose Ia donnee f dans £ 2 (0, T; H- 1 (D)) par exemple, on obtient en 
multi pliant !'equation par n(t) et en integrant sur ]0, t[ pour tout t, 0::; t ::; T, 

[2] 

Toutefois, lorsque Ia donnec f appartient a £ 2 (0, T; L 2 (D)) et Ia valeur initiate Uo 

a HJ(D), on deduit, en multipliant par %~ et en integrant, Ia majoration plus forte 
suivante, pour tout t, 0 ::; t ::; T, 

[3] 

Dans ce qui suit, on utiliscra de fac,:on alternative ces deux types d'inegalites : le 
premier sera dit "faible", le second sera dit "fort". 

2.2. Semi-discretisation en temps 

On suppose desormais Ia don nee f continue sur [0, T] a valeurs dans H- 1 (D). On 
fixe un pas de temps bt tel que T / ot so it un entier N. La semi-discretisation en temps 
du probleme [I J par un schema d'Euler implicite, mene au probleme suivant : trouver 
une suite (nn)o<;n<;N telle que 

l
u"+~~-u" - 6.un+l = f(., (n + l)ot) 

un+l = 0 

no = no 

Ce probleme admet une solution unique. 

dans D, 0 ::; n::; N- 1, 

sur8D, o::;n::;N-1, [4] 

dans D. 

La stabilite de type faible s'obtient en multipliant Ia premiere equation de [4] par 
un+l et en utilisant l'inegalite de Cauchy-Schwarz : 
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II n+lll2 s:t I n+ll2 
U U(D) + u U H' (D) 

111"+1112 111nll2 Otln+l2 5t 2 s 2 u L2(f2) + 2 u U(D) + 2 u lu'(D) + 211!(., (n + 1) ot)IIH-'(D)• 

puis en sommant sur n. On obtient ainsi, pour 0 S n S N, 

n n 

m=l m=l 

D'autre part, en supposant Ia fonction f continue a valeurs dans L2 (D) et Ia fonction 

Uo dans HJ (D) et en multi pliant Ia premiere equation de [41 par u."+ ~~-u" 'on voit que 

On en deduit, pour 0 S n S N, 

n rn 1n-l 

lunl71'(n) + M L II u -0~ lli2(n) 
m=l 

n 

s luol~fl(D) + ot L llf(., m Ot)lli2(fl)• [61 
m=l 

REMARQUE. - Les derniers termes des inegalites [51 et 16] sont des sommes de 
Riemann qui tendent, lorsque Ot tend vers 0, vers les derniers termes des inegalites 
12] et [31. En outre, si l'on introduit Ia fonction UOf. affine par morceaux sur chaque 
intervalle [nOt, ( n+ 1) Ot] et egale a un en nOt, on observe que les membres de gauche 
de [51 et [61 coincident exactement avec ceux de 121 et [3] a condition de remplacer u 

par u81 . 

Les majorations d'erreur s'obtiennent en integrant Ia premiere ligne du probleme 
[ 1] entre n 0t et ( n + 1) M en effet, si en, 0 S n S N, designe le terme d' erreur 
u(., nOt) - un, on cons tate que e0 est nul et que 

en+l - en 1 1(n+l) Jt EJu EJu 

0 
- ~en+l = £ (-;::;- )(., s) ds- (-;::;- )(., (n + 1)0t). 

t ut n Jt ut ut 

Le second membre s'evalue aisement par Ia formule de Taylor. II suffit alors d'appli­
quer [51 et [6] en remplac;ant un par en pour obtenir les deux majorations d'erreur. En 
supposant par exemple que Ia solution u verifie 

[7] 
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-au, de fac;on equivalente, que Ia donnee fest dans H 1 (0, T; H- 1(r2)) -,on obtient 

n 

llu(., n M)- unlli2(!1) + M L lu(., rn M)- n"'l~'(!1) 
m=1 

1 l
nbt "'2u 

2 u 2 
::; 3(M) II( m2 )(., s)IIH-'(!1) ds. 

.o 
[8[ 

Si !'on fait !'hypothese plus forte que 

[9] 

- ou, de fac;on equivalente, que Ia donnee fest dans H 1 (0, T; L 2 (Q)) -,on deduit 
aussi que 

~ (u(., mOt)- um)- (n(., (m- 1) bt)- u"'- 1
) ll2 

+M ~ II 5 £2(!1) t 
m=l 

2 u u 2 1 l
nM >l2 

::; 3(M) . o II( ot2 )(., s)ll£2(!1) ds. [10] 

Pour conclure, on observe que le probleme [4] admet Ia formulation variationnelle 
suivante : trouver une suite ( un )o:c:;n:c:; N , avec u0 ega! a Uo et un appartenant a H6 (n), 
1 ::; n ::; N, telle que, pour 0 ::; n ::; N- 1, 

'iv E H5(r2), (un+ 1 ,v)+5ta(un+1 ,v) = (un,v)+5t(f(.,(n+1)5t),v), [11] 

ou (., .) designe le produit scalaire dans L2 (r2) et son extension comme produit de 
dualite entre H- 1 (Q) et H6 (Q), tan dis que Ia forme a(., . ) est definie par 

a(u,v) = j~ gradu.gradvdx. 

23. Discretisation en temps et en espace 

On suppose maintenant que le domaine n est un polygone ou un polyedre. Soit 
(Th)h une famille reguliere de triangulations den (par des triangles Oll des tetraedres), 
h designant le plus grand diametre des elements K de 7,. Pour un entier k ~ 1 et un 
element K de Th, on definit l 'espace Pk(K) des polyn6mes de degre total ::; k sur K. 
Puis on pose 

[12J 

On note 7rh un operateur de projection sur X h. 
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Lc problcme discrct consiste a trouver une suite (1Lh)o:c:;n:c:;N de Xh, avec u)~ ega! 
a 7rh1Lo, telle que, pour 0 <::: n <::: N - 1, 

II admet une solution unique. 

Com me precedemment, Ia premiere propriete de stabilitc s'ecrit, pour 0 <::: n <::: N, 

n n 

m=l m=l 

Toutefois, si on suppose Ia donnee f continue a valeurs dans L2 (D), on obtient cgale­
ment, pour 0 <::: n <::: N, 

n rrL 1n-l 

I "1 2 't "" 111L" - uh 11 2 
uh H'(fll + u · L...- Ot U(n) 

rn=l 

n 

<::: lwhuol~'(n) + Ot L llfl,mot)lll2(n)· [151 
rn=l 

REMARQUE. - On choisit souvcnt pour w, l'opcrateur de projection orthogonalc de 
L2 (D) sur X h. Les conditions suffisantes sur Ia famille ('T},)h pour que cet operateur 
veri fie pour une constance c independante de h 

[161 

sont donnees par M. Crouzeix et V. Thomee [CTI : l'inegalitc est vraie avec une 
famille ('TJ,)h uniformement reguliere, toutefois cette condition peut etre affaiblie. 
So us !'hypothese [16 Lon a pour toute fonction v assez reguliere : 

Sous !'hypothese [161 et si !'on suppose que Ia solution (u11 )o:c:;n:c:;N verifie 

Ia premiere estimation d'erreur a priori s'ecrit, pour 0 <::: n <::: N (voir par exemple 
[CR] pour les demonstrations) : 

n 

llun- uhlli2(fl) +at 2:: lum- 1L~~~'(n) 
m=l 

n 

s: ch25 (h 2 + atl(l: llumll~-+'cn)). [18] 
m=O 
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On prouve Ia seconde majoration d'erreur de fac,:on similaire, pour 1 <:::: n <:::: N 

n ( rn rn) ( m-1 m-1) 

I, n nl2 " """"' II U ~ uh ~ U ~ uh 112 u ~ uh H•(rt) + ut L... 8t £2(0) 
nt=l 

n 1n m-1 
2s ( n 2 """"' U ~ U ? ) 

<:::: ch llu IIH,+•(rt) + 8t L... II 8t IIH'(O) · [191 
m=1 

Sous !'hypothese [161 et si l'on suppose que Ia solution u verifie l71 et 

on obtient I 'estimation d'erreur faible complete, pour 0 <:::: n <:::: N : 

n 

llu(,, n8t) ~ uhiii2(0) + 8t L lu(., m8t) ~ u/~lt•(rt) 
m=1 

<::; C (h28 + (8f)
2

) llullt2(0,nOt;H-l(O))n£2(0,nOt;H'+ 1 (0))nC0 (0,nM:H'(0))· [201 

Si I' on suppose que l'ouvert D est convexe et que Ia solution u veri fie 191 et 

[211 

on peut egalement prouver I 'estimation d'erreur forte, pour 1 <:::: n <:::: N: 

~ (u(,,m8t)~ul,n)~(u(.,(m~l)8t)~u~n- 1 ) 
2 

+8t L... II 8t llu(o) 
m=1 

REMARQUE. - Lorsque I 'ouvert D n'est pas convexe, Ia majoration [221 est encore 
vraie a condition de supposer Ia solution u dans H 1 (0, T; H 8 +1 (D)). 

II s'agit maintenant d'ecrire une estimation d'erreur a posteriori et de definir des 
indicateurs d'erreur. 

3. lndicateurs par residu 

Pour un entier m ~ 0, on pose 

[23] 

puis on introduit une approximation fh de j dans C0 (0, T; Wh)· 
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On rappelle les notations suivantes (qui sont identiques a celles figurant dans I 'ar­
ticle [BMV]) :pour tout Clement J( de 7/,, on designe : 
par S(K) !'ensemble des d- 1 faces F de K qui ne sont pas contenues dans dr!, 
- par h K le diametre de J( et par h F le diametre de F, 
-par w K, resp. w F, I' union des elements de 7h qui partagent au mains une d - 1 face 
avec J(, respectivement F, 
-par 6.K !'union des elements dont I 'intersection avec J( est non vide, 
-par 1/J K, respectivement 1/J F, Ia fonction bulle sur J(, respectivement surF, 
-par Pp un operateur de relevement sur J( de traces surF, construit a partir d'un 
operateur de relevement fixe sur I' element de reference. 
Finalement on pose 

Sh = U S(K). 
K ETi, 

Par analogie avec le cas stationnaire, on associe a chaque element J( de 'h une 
suite d'indicateurs ( 7)n (I()) l'Scn'ScN par Ia formule 

1 1. du~+l 
+2 L h} II [~JII£2(F)· f24] 

FES(K) 

Les proprietes de cette suite sont donnees dans les propositions qui sui vent, ou sont 
enoncees 

- les majorations de types faible et fort de I 'erreur de discretisation en espace en 
fonction de Ia somme en temps et espace des indicateurs, 

- une majoration de I' indicateur en fonction de I' erreur locale provenant de Ia 
discretisation en espace, d'oi:t I 'on peut deduire des inverses locaux des majorations 
precedentes. 

PROPOSITION I.- Avec fa definition [24], on a !'estimation pourO::; n::; N 

n 

llun- uhiii2(fl) +tit L lum- uh'l~l(fl) 
m=l 

:S c L (lluo- 7rhuoiii2(K) 
KET,, 

n 

+8t L (7Jm(K) 2 + h;._ll(f- fh)(., mt5t)III2(K))) · f25] 
m=l 

DEMONSTRATION : I 'idee est de calculer, pour toutes fonctions v dans HJ (D) et vh 

dans Xh, 
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= (un- uh,v) 

J 
un+l un 

+5t L (!(., (n + 1)5t)- h 
0

- h + b.u~+ 1 )(x)(v- vh)(x) dx 
K t 

KET,, 

Puis on choisit Vh ega! a I 'image de v par exemple par I 'operateur de projection locale 
de P. Clement [CLl (voir aussi [BG I) et on utilise une inegalite triangulaire surf 

ScOt L 7]n+ 1(K)I/vi/H'(Ll.K) 
KET, 

+cOt L hK II(!- fh)(., (n + 1) M)ll L2(K) llviiHl(Ll.K)· [26] 
KET,, 

On prend ensuite vega! a un+l - u~+l et on en deduit 

II n+l n+lll2 'f I n+l n+ll2 u -uh P(o)+u.u -uh H'(O) 

S llun -uhlll2(0) +cOt L (77n+ 1(K) 2+hk II(!- !h)(., (n+l) 5t)III2(J<.)). 
KET,, 

II suffit de sommer cette equation pour conclure. 

PROPOSITION 2. - Avec Ja definition [24]. on a I' estimation pour 1 :::; n :::; N 

S c L (luo- 7rhuoi~~(K) 
KET,, 

n 

+ L (rr(K)2 + h'k II(!- !h)(.,mbt)lli2(Kl) ). [27] 
m=l 

DEMONSTRATION :dans l'inegalite [26], on choisit v tel que 

(un+l _ un+l) _ (un _ un) 
v = h h 

5t . 
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On obtient ainsi 

( n+ 1 n+ 1) ( n n) 
5 II u - uh - u - uh 112 
t Ot £2 (!1) 

<:::: c ( L (17n+ 1(K) 2 + h~ II(!- !h)(., (n + 1) Ot)lli2(K))) ~ 
KET, 

I( n+1 n+1) ( n n)l u -uh - u -uh H1(!1)· 

En natant que 

_ 11 n+1 n+112 + 11 n nl2 - 2 u - uh f11(!1) 2 u - uh f!l(!1)' 

on en deduit 

( n+ 1 n+ 1) ( n n) 
20t II u - uh - u - uh 112 + lun+l un+112 5t £2(!1) - h f!1(!1) 

<:::: lun -u~lt1(!1) +c' L (rt+1(K) 2 +h~ II(!- !h)(., (n+ 1) 5t)lli2(K)). 
KET,, 

La encore, il suffit de sommer pour conclure. 

REMARQUE. - Par un argument legerement different, on peut egalement obtenir Ia 
majoration : 

n 

<:::: c L (1uo-7rhuolt~(K)+ L (17m(K) 2+5t II(!- !h)(., m5t)lli2(K))). 
KET,, m=1 

La demonstration de Ia derniere proposition repose sur Ia formule : 

= 5t ((!- fh)(., (n + l)b't), w) 

( 
r un+l un 

+b't L J)fh(.,(n+l)5t)- h 
5
; h+.6.u~+l)(x)w(x)dx 

KET,, 

[28] 
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PROPOSITION 3. - Avec fa definition [24], on a 1 'estimation pour 0 :::; n :::; N - 1 

(un+l _ un+l) _ (un _ u") 
1)"+ 1 (K) :S c (hK II h 6t h llu(wK) 

+lun+l- u~+ 1 IH1(wK) + hK II(!- !h)(., (n + 1)M)IIu(wK)) · [29] 

DEMONSTRATION : elle est tres semblable a celle du cas stationnaire, et comporte 
deux etapes. 
I) On choisit d'abord Ia fonction w dans [28] egale a 

n+l n 
( ( ( ) 

, uh - uh A n+l) 
WK = 1/JK !h ., n + 1 M)-

6 
+ uuh . 

t 

La propriete d'equivalence de normes, obtenue par passage a I 'element de reference : 

1 

'Vtp E Psup{k,m}(K), 111/JK tpii£2(K) :S lltpii£2(K) :S C 111/J]( tpll£2([(), 

implique que 

n+l n 

Ill.( ( )') Uh -uh A n+lll2 h., n+1 uf- 6t +uuh £2(K) 

r n+l n 
:Sc(J)fh(.,(n+1)8t)- uh 

6
;uh +~u~+ 1 )(x)wK(x)dx) 

( 
(un+l_u~+l)-(un-uh) 

:Sc ( M ,wK) 

+a(un+l- u~+l, WK)- ((!- fh)(., (n + 1)M), WI()). 

En utilisant une inegalite inverse, on en deduit : 

n+l n 

llfh(., (n + 1)h)- uh 
6
; uh + ~u~+ 1 llu(K) 

( 
(un+l- u~+l)- (un- uh) . 

:::; c II M IIL2 (K) 

+h]/ lun+l- u~+ 1 IH1(K) +II(!- !h)(., (n + 1)6t)II£2(K)) · 

a n+1 

2) En choisissant w dans 128] ega! a Wp = 1/JF PF([ ';;~ ]), en utilisant les equiva-
lences 

1 

'Vtp E Pk-l(F), lltpiiP(F) :S cii1/J~tpllu(F) 

1 

et 111/JF Pptpllu(wF) :S ch~lltpii£2(F), 
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on obtient de Ia meme fa~on 

II [a11;:+1lll < cl ~ (11 (11n+1 -11~+1)- (11"- 11h) II on U(F) - 1F fd U(wK) 

ce qui permet de conclure. 

L'inegalite [291 ressemble a !'inverse local (en temps et espacc) de 1271. D'autre 
part, en prenant le carre de l'inegalite [29], en multipliant par r5t et en sommant sur n, 
on obtient une estimation qui ressemble a !'inverse local de [25]. 

REMARQUE. - On peut noter que, si Ia famille (Th)h est uniformement reguliere, 

( n+1 n+1) ( n n) 
II 

11 - 11h - 11 - 11h II 
r5t £2(f1) 

( n+1 n+1) ( n ") 
I -1 I n+1 n+11 II 11 - 1rh11 - 11 - 1rh11 II 

:::; C 1 11 - 11h H'(D) + r5t U(D)· 

On en deduit que 

') 

< I n+1 n+11 + 1 h- (I n nl I n+1 n+11 ) 
_ C 11 - 11h H'(D) C bt 11 - 11h H'(D) + 11 - 11h H'(D) . 

Par consequent, sous Ia condition h2 :::; c 8t, le premier terme dans le membre de 
droite de [29] se com porte asymptotiquement com me Ia somme, sur m = net n + 1, 
des erreurs l11m- 11h'IH'(D)· 

Lorsque, dans !'equation [ 1], le terme -6.11 est multiplie par un coefficient de 
diffusion v, ce coefficient apparalt ainsi dans Ia definition des indicateurs : 

n+1 n 

17~+ 1 (K) = hK llfh(., (n + l)r5t)-
11

h r5t-
11

h + V 6.11~+ 1 II£2(K) 

puis dans les estimations : 

v 
+-

2 
[30] 
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n 

ttun- uhtti2(f1) + vot 2:: tum- uf.nt~'(!1) 
m=l 

:S: c L (iluo- 7rhuolli2(K) 
KE'h 

Ot~(m 2 2 )2 )) +--;7 ~ Tiv (K) + hK II(!- !h)(., mOt llu(K) , 
m=l 

:S: c L (v luo- nhuoi~'(K) 
KET,, 

[31 I 

+~ t (rt~n(Kf + hk II(!- ih)(.,m8t)lli2un) ), [321 
m=l 

On peut done facilement en tenir compte. 

Cette etude pour I 'equation de Ia chaleur, ainsi que les resultats obtenus dans [VE2] 
et [BMVJ pour le probleme de Stokes, ont permis de definir des indicateurs locaux 
d'erreur (spatiale) pour le probleme de Navier-Stokes traite par un schema en temps 
aux caracteristiques d'ordre 1. Ces indicateurs, par residu, ont ete introduits dans le 
code de thermo-hydraulique N3S et au vu des tests realises, ils offrent un comporte­
ment numerique satisfaisant [BBLM]. 
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