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RESUME. Dans cet article, nous rappelons la discrétisation usuelle de 1’équation de la chaleur
bi- ou tri-dimensionnelle par éléments finis et schéma d’Euler implicite, ainsi que ses propriétés
de stabilité. Puis nous proposons une famille d’indicateurs d’erreur spatiale, construits a partir
du résidu de I’équation semi-discrétisée en temps, et nous établissons son optimalité.

ABSTRACT. In this paper, we recall the standard discretization of the two- or three-dimensional
heat equation by finite elements and Euler's implicit scheme, together with its stability proper-
ties. Next we propose a familly of spatial error indicators which are built from the residual of

the equation already discretized with respect to the time variable, and we prove that they satisfy
some optimal estimates.
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1. Introduction

L’adaptation de maillage est maintenant utilisée dans la plupart des discrétisations
par éléments finis, puisqu’elle permet de retrouver la méme précision 2 moindre cofit
grice au choix d’une triangulation appropriée. La construction de cette triangulation
repose le plus souvent sur des estimations a posteriori, plus exactement sur leur forme
locale : les indicateurs d’erreur. Un premier calcul sur un maillage grossier permet
en effet d’associer a chaque €élément de la triangulation un “indicateur” que I’on peut
calculer exactement a partir des données et de la premiére solution discréte. Le raf-
finement s’effectue alors localement en fonction de la taille de ces indicateurs.

Différents types d’indicateurs ont été proposés et étudiés, voir [VE2] et les réfé-
rences qui y sont contenues. On s’intéresse ici plus particulierement aux indicateurs
dits “par résidu”, on renvoie a R. Verfiirth [VE1][VE2] pour leur construction et leur
analyse détaillée dans le cas de probleémes elliptiques. En particulier, ces indicateurs
sont optimaux pour un grand nombre d’équations, au sens précisé dans [BMV].

Le but de cet article est d’indiquer les principales idées pour étendre aux équations
paraboliques la construction et I’analyse numérique d’indicateurs d’erreur spatiale par
résidu. Pour cela, nous traitons le cas modele de 1’équation de la chaleur avec condi-
tions aux limites de Dirichlet homogenes, discrétisée par éléments finis de Lagrange
en espace et schéma d’Euler implicite en temps. La famille d’indicateurs d’erreur
que nous proposons est basée sur les résidus locaux de 1’équation déja discrétisée en
temps. Ces indicateurs ne font intervenir que les données et la solution discrétisée en
temps et en espace. On prouve I’équivalence de la somme hilbertienne des indicateurs
avec la partie spatiale de I’erreur exacte globale, les constantes d’équivalence étant
indépendantes des paramétres de discrétisation en espace et en temps. Ces estimations
sont donc optimales, toujours au sens de [BMV].

La Section II comporte une série de rappels sur la discrétisation de 1’équation de la
chaleur, ses propriétés de stabilité et les majorations d’erreur a priori. Dans la Section
III, on décrit les indicateurs d’erreur et on prouve leurs propriétés optimales.

2. Présentation du probléeme

Soit © un ouvert lipschitzien borné de IRd, d = 2 ou 3, et T un réel positif fixé.
On consideére I’équation de la chaleur :

% —Au=f dans 2x]0, T,
u(,t)=0 sur 9Q, t €]0, T, (1]
u(.,0) = ug dans Q.

On présente les propriétés de stabilité de ce probleéme, ce qui permet de déterminer
les normes dans lesquelles on va travailler. Puis on étudie une semi-discrétisation en
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temps par schéma implicite et la discrétisation totale obtenue par [’utilisation d’élé-
ments finis en espace.

2.1. Le probléme continu

Pour toute donnée f somme d’une fonction intégrable sur |0, T'[ a valeurs dans
L?(2) et d’une fonction de L?(0,T; H~1(£2)) et pour toute donnée initiale uo dans
L?($2), le probleme admet une solution unique u dans 1’espace

L*(0, T Hy (2)) 0 €°(0, T L*(2)),
avec la propriété de stabilité correspondante.

Si on suppose la donnée f dans L%(0,T; H~'(£2)) par exemple, on obtient en
multipliant I’équation par u(t) et en intégrant sur |0, ¢[ pour tout ¢,0 <t < T,

1 t
O+ [ 1)y ds < Tl + [ IFrgy s 12

Toutefois, lorsque la donnée f appartient a L2(0,T; L?(£2)) et la valeur initiale
a H} (), on déduit, en multipliant par "))—7; ct en intégrant, la majoration plus forte
suivante, pour tout t,0 <t < T,

Ju

¢ ot
()71 (0 +/0 H(E)(S)”i‘zm) ds < [uoling) + /0 1f(s) 122y ds. 13

Dans ce qui suit, on utilisera de fagon alternative ces deux types d’inégalités : le
premier sera dit “faible”, le second sera dit “fort”.

2.2. Semi-discrétisation en temps

On suppose désormais la donnée f continue sur [0, T') a valeurs dans H~1(£2). On
fixe un pas de temps 8t tel que 7'/4¢ soit un entier N. La semi-discrétisation en temps
du probléme [1] par un schéma d’Euler implicite, méne au probléme suivant : trouver
une suite (u")o<n<n telle que

wtt g

b=t Autth = f((n+1)6t)  dansQ, 0<n< N -1,
S surd, 0<n<N-1, [4]
u® = ug dans 2.

Ce probleme admet une solution unique.

La stabilité de type faible s’obtient en multipliant la premiére équation de [4] par
u™*! et en utilisant I’inégalité de Cauchy—Schwarz :
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HU”+1 ||2[;2(Q) + ot |Un+lﬁ{1(g)
1 ; 1 ) ot ; At ,
< 5““"“”?}(9) + §||U"||2L2(Q) tg [ 5 ) + 5 1 (n+ 1) 881510y

puis en sommant sur n. On obtient ainsi, pour 0 < n < N,

n n
, 5 .
w720y + 0t Z W™ 1y < luollZzq) + 8t Z IF(mt)1 G-y 5]
m=1 m=1
D’autre part, en supposant la fonction f continue a valeurs dans L?(£2) et la fonction

.. e, . wtl_ .
up dans HL(Q) et en multipliant la premiére équation de [4] par “=%" on voit que
0 p p q p 57 q

un+1 —un
untl QHl(Q)-l—(st ”TH%Z(Q)

ot un+1 — oyt

1 n+12 1 n|2 2 ot 2
< §|U |H1(Q)‘|‘§|U |H1(Q)+“2‘HT||L2(Q)+§||f(-u(n+1)5t)||m(n)-

On en déduit, pour0 < n < N,

) n u™ — um—l 5
[u" %1 ey + 0t Z ”———& 1220
m=1
n
< fuolfpigy + 0t Y IF(mot)2aqy. 6]
m=1
REMARQUE. — Les derniers termes des inégalités [5] et |6] sont des sommes de

Riemann qui tendent, lorsque 4t tend vers 0, vers les derniers termes des inégalités
[2] et [3]. En outre, si I’on introduit la fonction wus, affine par morceaux sur chaque
intervalle [n 8t, (n+1) §t] et égale a u™ en n &t, on observe que les membres de gauche
de [5] et [6] coincident exactement avec ceux de [2] et {3] a condition de remplacer u
par ug;.

Les majorations d’erreur s’obtiennent en intégrant la premicre ligne du probléme
[1] entre ndt et (n + 1) 4t en effet, si e”,0 < n < N, désigne le terme d’erreur
u(.,n 6t) — u™, on constate que e est nul et que

15y ds — (25 (n + 1)6t),

— Ae it
- Bt ot

entl _ gn atl 1 /(n+1)<§t S
ot St

Le second membre s’évalue aisément par la formule de Taylor. Il suffit alors d’appli-
quer [5] et [6] en remplagant ™ par e™ pour obtenir les deux majorations d’erreur. En
supposant par exemple que la solution u vérifie

we HY(0,T; Hy(Q)) N H*(0,T; H~1()), (7]
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— ou, de fagon équivalente, que la donnée f est dans H'(0,T"; H 1(Q2)) —, on obtient

n
llu(.,ndt) - u"llig(m + 4t Z lu(.,mdt) — um!%ﬁ(m

m=1

1 ) n ot aZu y
<3P [ UGy ds 18
Si I’on fait I’hypothese plus forte que
uwe H*0,T; L*(), 91

— ou, de fagon équivalente, que la donnée f est dans H'(0,T; L*(2)) —, on déduit
aussi que

lu(., n8t) = w™ G o

n oy . _,,m=1
Y Z i (u(.,mét) —u™) (1;(t, (m —1)6t) —um 1) ”%2(0)
m=1
1 , [T 5%y .
< 3@ [ UG ds 10)

Pour conclure, on observe que le probleme [4] admet la formulation variationnelle
suivante : trouver une suite (u™)o<n < ,avec u® égal & ug et u™ appartenant a H} (),
1<n<N,telleque,pour0 <n <N -1,

Vo e H(Q), (™l v)+dta(u™ v) = (u",v) + 6t (f(,, (n+1)8t),v), (11]

ou (.,.) désigne le produit scalaire dans L*(9) et son extension comme produit de
dualité entre H 1 (Q) et H3 (), tandis que la forme af(., .) est définie par

alu,v) :/ grad u . grad vdx.
Q

2.3. Discrétisation en temps et en espace

On suppose maintenant que le domaine {2 est un polygone ou un polyédre. Soit
(71 )n une famille réguliére de triangulations de £ (par des triangles ou des tétraédres),
h désignant le plus grand diameétre des éléments K de 7. Pour un entier £ > 1 et un
élément K de 7, on définit I’espace P (K) des polyndmes de degré total < k sur K.
Puis on pose

Xy = {vn € Hy(Q); VK € Ty, vp x € Pr(K)}. [12)

On note 7y, un opérateur de projection sur Xj,.
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Le probleme discret consiste a trouver une suite (u} )o<n<ny de Xp, avec uﬂ égal
ampup, telle que,pour0 <n < N -1,

Yon € X, (upthon) Hotalup™ on) = (i, vn) +8t (F( (n+1)88),vs). 113

11 admet une solution unique.

Comme précédemment, la premiére propriété de stabilité s’écrit,pour0 < n < N,
n n
9 , .
lup 1720y + 6t Z [uit F gy < ImnvollFe g + 6t Z £ (mot) 510y 114]
m=1 m=1

Toutefois, si on suppose la donnée f continue a valeurs dans L2(§2), on obtient égale-
ment, pour) < n < N,

ni2 & U‘Zl_uzl_l 2
|“1JH1<Q) + 0t Z ||T||L2(Q)
m=1
n
< |muol oy + Ot Z 1 m o)1z t5]

m=1

REMARQUE. — On choisit souvent pour 7y, I’opérateur de projection orthogonale de
L2($2) sur Xj,. Les conditions suffisantes sur la famille (73)5, pour que cet opérateur
vérifie pour une constance ¢ indépendante de h

Yo € Hy(Q), |mavlpia) < clvlmyo [16]

sont données par M. Crouzeix et V. Thomée [CT] : I'inégalité est vraie avec une
famille (7)), uniformément réguli¢re, toutefois cette condition peut étre affaiblie.
Sous I’hypothese [16], on a pour toute fonction v assez réguliere :

|lv — 7rhU”L2(Q) +hilv - 7Th'U|H1(Q) <ch't? ||'U||Hs+1(Q), s < k. [17]

Sous I’hypothése [16] et si I’on suppose que la solution (u™)o<n<n Vvérifie
u € H¥PHQ), 0<s<k,

la premiére estimation d’erreur a priori s’écrit, pour 0 < n < N (voir par exemple
[CR] pour les démonstrations) :

flu™ — UZH%Z(Q) + 0t Z Ju™ — u?l?p(n)

m=1

< ch®(h? + 6i)(z ™ 5es1 ) - (18]

m=0
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On prouve la seconde majoration d’erreur de fagon similaire, pour1 <n < N

n — -1
N i (um . um) _ (um 1 um ) .

™ — uph ) + Ot Z ] k 5t 220

m=1

n m m—1
. Ut —u
< h (e + 0t Y 5 lhre(a)-
m=1

Sous I’hypothese [16] et si I’on suppose que la solution u vérifie [7] et
ue L0, T, H¥ 1 Q) ncl(0,T; H5(Q)), 0<s<k,

on obtient I’estimation d’erreur faible compléte, pour 0 <n < N

u(.,n6t) — up||32(q) + 0t u(.,m 8t) = uit |} g
(

m=1

p 2
<c (hzs + (515)2) ||u||H2(O,n St H-1(Q))NL2(0,n 65t H+1(Q))NCO(0,n 8t: H*(Q))-

Si I’on suppose que [’ouvert §2 est convexe et que la solution u vérifie [9] et
w e CY0,T; HSPH Q) N HY(0, T; H¥ (),
on peut également prouver I’estimation d’erreur forte, pour 1 <n < N :
fu(., ndt) — ukli @)

n ul(.,,mét) — u?) —(ul., (m — 5 gl
1ot S ||( (., mét) —up) = ( fit( 1) §t) - uj, )”%2(9)
m=]

2 2 2
< e (A% 4 (88)2) N1ull r2(0,m 51:12(0))nC0 (0.1 bt Ho+ 1 (Q))H? (0, 815 H* (2)) -

431

[19]

[20]

[21]

[22]

REMARQUE. — Lorsque I"ouvert €2 n’est pas convexe, la majoration [22] est encore

vraie a condition de supposer la solution « dans H1(0,T; H5*+1(Q)).

Il s’agit maintenant d’écrire une estimation d’erreur a posteriori et de définir des

indicateurs d’erreur.

3. Indicateurs par résidu

Pour un entier m > 0, on pose
Wh = {fh S LQ(Q); VK ¢ 7;1, Uh|K S Pm(K)},

puis on introduit une approximation f, de f dans C°(0, T; W},).

[23]
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On rappelle les notations suivantes (qui sont identiques a celles figurant dans !’ar-
ticle [BMV]) : pour tout élément K de 73, on désigne :
par S(K) I’ensemble des d — 1 faces F' de K qui ne sont pas contenues dans 952,
— par h le diametre de K et par hp le diametre de F,
— par wg, resp. wp, I’'union des éléments de 7}, qui partagent au moins une d — 1 face
avec K, respectivement F,
— par Ak "union des éléments dont I’intersection avec K est non vide,
— par ¥ , respectivement ¢, la fonction bulle sur K, respectivement sur F',
— par Pp un opérateur de relevement sur K de traces sur F', construit a partir d’un
opérateur de relevement fixé sur I’élément de référence.
Finalement on pose

Sv=J sx).

KeT,

Par analogie avec le cas stationnaire, on associe a chaque élément K de 7, une

suite d"indicateurs (n™(K)), ., . par la formule

n+41

U —uyp
TN = hac s (o 1)88) = e b AU iy
1 1 Qurtt
t5 2 MRy 124
FES(K)

Les propriétés de cette suite sont données dans les propositions qui suivent, ot sont
énoncées

- les majorations de types faible et fort de I’erreur de discrétisation en espace en
fonction de la somme en temps et espace des indicateurs,

- une majoration de ’indicateur en fonction de ’erreur locale provenant de la
discrétisation en espace, d’oll I’on peut déduire des inverses locaux des majorations
précédentes.

PROPOSITION 1. — Avec la définition {24}, on a I’estimation pour0 < n < N

n
[w" = upliZa () + 0t Z W™ — w3

m=1

< Y (Iluo = mhuollfay
KeT,

n

#56S (IMKP + B NS = fa)omotiEace)) 1251

m=1

DEMONSTRATION : Iidée est de calculer, pour toutes fonctions v dans H} () et vy,
dans X},
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(@t — )+ Sta(utt - ut )
= (u" — ull,up) + (wt — uZ“,v —wp) + Sta(u"tt - u;:“, v — Up)

B A () (0~ ) (x) dx

+t Y /(f( (n +1)t) ~
-5t 3 /[3“2 (v — vp)(7) dr.

FES),
Puis on choisit vy, égal a I'image de v par exemple par I’opérateur de projection locale
de P. Clément [CL] (voir aussi [BG]) et on utilise une inégalité triangulaire sur f :

(™t —up )+ dta(utt — upt v) - (Ut - ul,v)

<ebt Z 1 E) ol ag)
KeT),

+edt Y hi |

KeT,
ntl 2t et on en déduit

F=I)G O+ eaalivllaia,y.  126]

On prend ensuite v égal a u
Hun+1 n+1||L7(Q) + 5t|un+1 Z-}—l,%ﬂ(ﬂ)
<t —uplFagqytedt Y (M E) RGNS = fu) (o (nk1) 3] Fe ey ) -
KeT,

11 suffit de sommer cette équation pour conclure.
PROPOSITION 2. — Avec la définition [24], on a ’estimation pour1 <n < N

-1 m—l)

n n . (um - um) - (um —u
™ — uf |31 ) + 26t Z [ b 5t b 1220
m=1 '
S C Z (|UO - 7ThuO|§_11(K)
KeT,
n
£ (K R = f)mDlEag)). (27)
m=1

DEMONSTRATION : dans I’inégalité [26], on choisit v tel que
. (un+1 _ uzﬁ—l) _ (u" _ UZ)
ot
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On obtient ainsi

(un+1 _ u2+l) _ (un _ ug)

2
ot || 5t 720

(un+1 _ . ntl n n

+Hutt - uzﬂﬁﬂ(m —-a up” L ut — uy)

[T

<e( Do T E? + (S~ f)( (0 + 1) 881 Ea )

KeT,
|(un+1 - “Z,H) - (u" = uﬁ)|Hl(Q)~

En notant que
1
A =t - )+ S =) - @ = ),

1

1
2
furtt — UZ+I|H1(Q) + §|Un - Umiﬂ(n),

on en déduit

(un+1 — U’ﬁ+1) - (un — u}-:) n+1 n+1l

24t || 5t 12200y + 1" = up

< =Ryt D0 PTHE)P RGNS = fa) s (n4 1) 68 Facy)-
KEeT,

La encore, il suffit de sommer pour conclure.

REMARQUE. — Par un argument Iégérement différent, on peut également obtenir la
majoration :

n - -1
(wm — up) — (@t - )
" =By + 6t Y | e

m=1

n

<c Z (|u0“71'hu0|?-11(K)+ Z ("™ (K)*+6t ||(f“fh)(-,m5t)“%2(1<)))'
KeT, m=1
La démonstration de la derniere proposition repose sur la formule :

Yw e Hy(Q), (u ' —ult! w)—(u"—up, w)+6t a(u™ ! —up ! w)

= ot ((f - fh)('v (n + 1)5t)7w)
n+1

+4t Z (/K(fh(., (n+1)dt) — uhT_uZ + Auft) (x)w(x) dx

KeT,
+ Y /(81;_’;1-)(7‘)111(’7')(17'). 28]
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PROPOSITION 3. — Avec la définition [24], on a I’estimation pour0 <n < N —1

unt! _uﬂ+1 _ un‘urz
() < e (g | LTy

+|'U,Tl+l _ UZ+1|H1(WK) + hx ||(f — fh)(., (71 + 1)5t)||L2(wK)>~ [29]

DEMONSTRATION : elle est trés semblable a celle du cas stationnaire, et comporte
deux étapes.
1) On choisit d’abord la fonction w dans [28] égale a

n+l _ . n

. N U u n
wK:¢KQM4n+U&)—JL5—ﬁ+AWfW

La propriété d’équivalence de normes, obtenue par passage a I’élément de référence :

1
Ve € Pouptimt ), Wk @l < lellecy < cllvi ellez ks

implique que
' u71+1 — oyl N )
[ (s (n+1)dt) — h_ét-‘i + Aup e
un+1 —u?
<e( [ (atatn 150) = e A (0w (x) )
K
Pt (- )

Sc<du 5t i)

Fa(ut —u T wg) — ((F - fu) (s (n + 1)&),“),()).
En utilisant une inégalité inverse, on en déduit :

n+1

Up, _ u;ll n+1
| fn(s(n+ 1)h) - 5t + Aup " L2k
(un+1 _ un+1 — (u™ —ul)
Sec (|| L 51 ( k) ll 2 (x)

PR = o + 0 = f) (s (e 00Dl )

41
2) En choisissant w dans 28] égal a wp = Y Pp([aig'n 1), en utilisant les équiva-

lences

1
Vi € Pe1(F),  lellezry < cllviellizm

1
et |Wr Prollrzy) < chillolirzm,
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on obtient de la méme tagon

n+1
du,

on

1 (un+1 n+1) (un _ un)
ey < ch (1 b Sy IEI

I

Hh T = w0 I = ) (G (4 1D L2 i)
uZH —uy

Ll o+ 1)8) - 2

+ AUZHHL?(W)),

ce qui permet de conclure.

L’inégalité [29] ressemble a I’inverse local (en temps et espace) de [27]. D’autre
part, en prenant le carré de I’inégalité [29], en multipliant par 6t et en sommant sur 7,
on obtient une estimation qui ressemble a I’inverse local de [25].

REMARQUE. — On peut noter que, si la famille (7}, ), est uniformément réguliére,

|| (urt? —uthy — (U - )”
5t L2 ()
n+1 n+1 n n
_ — mpu Ty — (Ut - Thu)
<ch 1 ’un+1 - UZ+1’H1(Q) + || 5t ||L'2(Q)-
On en déduit que
unrtl u‘n+1 — (™ — y®
h”(L h ) ( }L)||L2(Q)
ot
h? ,
S(:lun_H n+1|H1(Q)+C (}u —Uh*Hl(Q)+|U - 1+1|H1(Q))

Par conséquent, sous la condition h? < ¢ébt, le premier terme dans le membre de
droite de [29] se comporte asymptotiquement comme la somme, surm = netn + 1,
des erreurs {u™ — up| g1 (-

Lorsque, dans I’équation [1], le terme —Awu est multiplié par un coefficient de
diffusion v, ce coefficient apparait ainsi dans la définition des indicateurs :

n+l _ n
U K) = hi | fu(, (n +1)0t) - 5 bty AT 2k
1 6un+1
t5 2 he =l 130)

FeS(K)

puis dans les estimations :
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n
[u" = upllgaq) + vot Z ™ = u i q)

m=1

<e 3 (Mo = mhuollas

KeT,

+ﬁ Z (UT(K)Z + h%{ I(f - fh)(-vmét)Hi?(K))), [31]

v

m=1

n -1 m—1
(™ —up) — (w1 -

viu™ — UmQHl(Q) + 26t Z | 5t 22

m=1 '

<c (’/ lup — TFhuoﬁ{l(K)
KeT,

1 n
5 2 R - Wmtliage)), 132

(un+1 - U‘Z+1) B (un - uﬁ) ||
5t LA (rc)

mH ) < o (huc |

Sl g +hic I = ) (4 D8 2y ) (331
On peut donc facilement en tenir compte.

Cette étude pour I’équation de la chaleur, ainsi que les résultats obtenus dans [ VE2]
et [BMV] pour le probléme de Stokes, ont permis de définir des indicateurs locaux
d’erreur (spatiale) pour le probleme de Navier-Stokes traité par un schéma en temps
aux caractéristiques d’ordre 1. Ces indicateurs, par résidu, ont été introduits dans le
code de thermo-hydraulique N3S et au vu des tests réalisés, ils offrent un comporte-
ment numérique satisfaisant [BBLM].
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