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RESUME. Soit u E VIa solution exacte d'un probleme variationnel approchtie par Uh E Vh, Vh 
etant un espace d'approximation a preciser. L' estimation a posteriori de l'erreur llu- Uh II per­
met en particulier de me surer la precision (locale) de uh. No us presentons les idees de base de 
deux types d'estimateurs: l'un base sur l'erreurd'interpolation et I' autre base sur une decom­
position hierarchique de l'espace d'approximation. Pour un probleme elliptique discretise par 
une methode elements finis, no us comparons des resultats numeriques pour illustrer la robus­
tesse et ['exactitude des estimateurs. Ces estimateurs peuvent etre utilises pour des techniques 
d'adaptation automatique de maillage. 

ABSTRACT. Let u E V be the exact solution of a variational problem, which is approximated 
by some Uh E Vh, Vh being a suitable approximation space. A posteriori estimation of the 
error llu - uh II measures the (local) quality ofuh. Basic ideas for two kinds of error estimates 
are presented: one lies on interpolation err01; the other on a hierarchical basis. For a given 
elliptic boundary value problem approximated by a finite element method, some numerical 
results are given to show and compare the effectiveness and efficiency of the estimates. These 
estimates can be used in a self-adaptive mesh modification process. 

MOTS-CLES: estimateurs d'erreur a posteriori, erreur d'interpolation, fonctions hierarchiques, 
methode elbnents finis. 

KEY WORDS: a posteriori error estimates, interpolation error, hierarchical basis, finite element 
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1. Introduction 

Depuis les premiers travaux effectues par Babuska et Rheinboldt [BAB 78], !'im­
portance des estimateurs d' erreur a posteriori est bien etablie et suscite un interet 
grandissant. Non seulement les estimateurs a posteriori mesurent Ia qualite de Ia solu­
tion calculee, mais ils fournissent aussi une information pour contr6ler les algorithmes 
d'adaptation de maillage. Par exemple, dans le domaine de Ia mecanique des ftuides 
compressibles, [BAB 86, FOR 96, PER 87] font etat des multiples avantages de ces 
methodes. Ces travaux mettent en evidence Ia haute precision des solutions obtenues, 
I' automatisation de Ia methode numerique et les economies realisees en terme de fiabi­
lite et de temps de calcul. Le developpement de I' estimation a posteriori a ete motive 
principalement par trois raisons : 

I. La premiere est Ia necessite d'etablir Ia precision des resultats obtenus par un 
calcul elements (ou volumes) finis: que! credit leur accorder? Tousles phenomenes 
qui interviennent sont-ils bien pris en compte dans Ia modelisation? 

2. Le second objectif est de permettre a quiconque d'utiliser un code de calcul. II 
est souhaitable que l'utilisateur d'un logiciel de simulation n' ait pas a intervenir dans 
Ia construction du maillage pour obtenir Ia precision de calcul qui lui est necessaire. 

3. Enfin, le troisieme axe d'etude des estimateurs d'erreur est plus particuliere­
ment oriente vers les problemes tridimensionnels pour lesquels Ia taille des maillages 
est limitee par Ia place memoire disponible et le cofit de Ia resolution. 

Ces specifications font apparaitre deux problemes duaux: estimer Ia precision de 
Ia solution obtenue sur les parametres principaux de Ia simulation et proposer des 
moyens de calculer une nouvelle solution qui respecte une precision minimale. Le 
premier probleme est veritablement celui de !'estimation d'erreur alors que le second 
concerne les methodes adaptatives. 

Entre le probleme physique initial et le resultat d'un calcul numerique, plusieurs 
causes d' erreur s' enchainent : les erreurs introduites lors de Ia modelisation du pro­
bleme reel par une formulation mathematique, lors de Ia simplification de cette for­
mulation pour un traitement numerique, lors de !'entree des donnees dans le modele, 
lors du passage au modele numerique discret et enfin lors de Ia resolution sur ordina­
teur avec les erreurs d' arrondis. Le seul type d' erreur pris en compte ici est I' erreur 
de discretisation. Un estimateur d'erreur a posteriori est alors une approximation de 
l'erreur entre la solution exacte (inconnue) et celle du probleme discret. 

Les proprietes d'un bon estimateur sont de definir des bornes superieure et infe­
rieure de l'erreur. La borne superieure permet d'assurer que Ia solution numerique 
atteint une tolerance donnee. La borne inferieure garantit que 1' erreur n' est pas sures­
timee. 

De plus, dans le but de contr6ler les maillages, nous avons besoin d'un indica­
teur local de I' erreur commise de maniere a definir les zones qui doivent etre raffinees 
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ou deraffinees. Un indicateur local doit perrnettre de construire un maillage optimal, 
c'est-a-dire qui minimise le nombre de degres de liberte du maillage pour une pre­
cision donnee. Pour un probleme sans singularite, Babuska et Rheinboldt [BAB 78] 
montrent que le maillage est optimal si I' erreur est uniforrnement rep artie. 

Trois approches principales peuvent etre distinguees dans le developpement des 
estimateurs a posteriori [BAN 91, BAR 91, ZIE 88, VER 89] : les methodes basees 
sur un post-traitement, sur le residu ou sur l'erreur d'interpolation. Notre etude expe­
rimentale presente et compare les deux dernieres techniques pour differentes methodes 
de calcul et en connexion avec un procede d'adaptation. Les approches suggerees ici 
definissent des estimateurs d'erreur locaux sur les aretes du maillage, plut6t que par 
element. 

Afin de rendre plus claires les techniques employees, nous nous appuyons sur le 
probleme modele du laplacien presente au paragraphe suivant. Puis chacun des estima­
teurs d'erreur a posteriori est defini ainsi que ses methodes de calcul. Les proprietes 
et les comportements numeriques des estimateurs seront alors discutees. 

2. Cadre general 

2.1. Espaces d'elements finis 

Une triangulation (conforrne) T d'un domaine r2 c R2 est une partition de r2 en 
N sous-domaines T telle que: 

- UN -- n = J=l Tj. 

- pour i =f j I' ensemble T; n Tj est vide ou contient un sommet ou une arete 
commune. 

Sur une triangulation T, definissons un espace d'elements finis Vh par un en­
semble de fonctions de base {IOn}nEN ou Nest !'ensemble des nreuds de T. Ces 
points perrnettent de definir les fonctions de base par: 

ou en est un facteur d'echelle approprie et Pk(T) est l'espace des fonctions polyno­
miales de degre inferieur ou ega! a k par element. 

Notons N 8 !'ensemble N n 8!:2 et Vh = { 10 E Vh; r,o(n) = 0 Vn E N 8 } le sous­
espace de Vh des fonctions s' annulant sur Ia frontiere. 
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2.2. Le probJeme modele 

Soit n c R" un domaine ouvert de frontiere polygonale an. Nous considerons le 
probleme elliptique suivant: 

-\7 · (a(x)'V11(x)) = f 
u = ud 

dans n 
sur an 

ou f E L2 (n) etudE H~ (an) sont des fonctions donnees. 

[I] 

On introduit 1' espace de Sobolev V = { u E H 1 ( n) ; u = ud sur an}. La formu­
lation faible associee au probleme (1) est: 

Trouver u E V tel que: 

{ a'Vtt'Vv dx = { fv dx Vv E 1~r. 
.Jn .Jn [2] 

Notonsa(-,·)laformebilineairea(u,v) = L a'Vu'Vvdx. 

Pour s'assurer que le probleme (2) admet une solution unique, nous supposons que 
Ia forme bilineaire a(·, ·) satisfait Ia condition de continuite: 

!a(u,v)!:::; clllulllvlllvlllv V1t E V, Vv E V 

ou lll·lllv est une norme en energie dans l'espace V. 

La solution du probleme (2) est approchee par une methode d'elements finis. Soit 
Tune triangulation den. Nous approchons l'espace continu V dans T par un sous­
espace de dimension finie Vh c V. Le probleme discret s'ecrit alors: 

Trouver Uh E vh tel que: 

[3] 

Par abus de notation, nous ecrivons les integrales sur n pour le probleme discret 
alors qu'elles sont evaluees sur Ia triangulation T. 

L' espace de discretisation consider€ Vh est I' espace des fonctions continues sur le 
domaine et lineaires par element du maillage. 
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3. Estimateurs bases sur l'erreur d'interpolation 

3.1. Idee generale 

La propriete fondamentale de Ia methode des elements finis est que plus Ia taille 
des elements diminue, plus I' erreur de discretisation est faible. L' analyse numerique 
no us donne des resultats d' estimations d' erreur a priori concernant cette convergence 
en fonction du type d'interpolation utilisee. A priori, nous avons Ia majoration sui­
vante: 

ou 1rhU est !'interpolation de Ia solution u sur l'espace elements finis vh. Ainsi le 
contr61e de I' erreur d' interpolation amene a un contr61e de I' erreur sur Ia solution 
elle-meme. Les resultats experimentaux presentes plus loin montrent que le lien est 
beau coup plus fort que Ia simple majoration a priori et que I 'utilisation de I' erreur 
d'interpolation fournit un bon estimateur. 

L'estimateur employe ici est derive de Ia theorie de !'interpolation par elements 
finis. La solution est developpee en une serie de Taylor et le premier termed' ordre su­
perieur neglige par les fonctions d' interpolation est utilise comme indicateur d' erreur. 
Pour une approximation lineaire, ce terme est proportionnel a Ia derivee seconde de Ia 
solution. 

Pour des raisons de simplicite, I' estimation de I' erreur d' interpolation est d' abord 
illustre dans le cas unidimensionnel, puis applique en dimension 2. 

So it u une fonction approchee sur I' intervalle I = [0, h] par son interpolee rruh 
lineaire par intervalle, exacte aux extremites. En utilisant un developpement de Taylor 
d' ordre 2, I' erreur d'interpolation en un point x E I est don nee par: 

x 2 - xh 
(u- rruh)(x) = u"(x). 

2 
[4] 

Peraire et al. [PER 87] evaluent I' erreur d'interpolation elementaire sur I' intervalle 
!par: 

qui est une valeur moyenne de (u- rruh) sur I. On peut integrer exactement cette 
expression si u est une fonction quadrati que ( u" constante sur J) : 



472 Revue europeenne des elements finis. Volume 9- no 4/2000 

R, I"" I, ( <lh [ x'(x- h)' dx) l 

I "I h" 
U I v'12Q" 

Meme si u n'est pas quadratique, on peut considerer que l'erreur EI est propor­
tionnelle au produit de h 2 par Ia derivee seconde de u. 

En pratique, ni u, ni ses derivees ne sont des donnees accessibles mais on connai't 
une solution approchee, assimilee a rrhu si elle est lineaire par intervalle. rrhu n'est 
pas derivable part out et, Ia ou elle I' est, sa derivee seconde n' apporte aucune infor­
mation pour !'estimation ((rrhu)" = 0). Cependant il est toujours possible de definir 
un operateur de derivee seconde par un schema aux differences finies. Ainsi, I' erreur 
d'interpolation EI peut etre evaluee par I, estimateur d'erreur: 

[5] 

ou hi est Ia longueur de l'intervalle I et Dy est un operateur approche de derivee se­
conde de I' espace des fonctions continues lineaires par intervalle sur chaque intervalle 
de discretisation. 

En dimension 2, Ia fonction u est interpolee sur un maillage triangulaire par Ia 
fonction Tlh ll, continue, lineaire par element et qui prend les memes valeurs quell aux 
sommets. Le role de Ia derivee seconde est main tenant joue par Ia matrice hessienne: 

Six est un vecteur unitaire, Ia derivee seconde de u dans Ia direction x s'ecrit: 

De meme qu' en dimension 1, u n' est pas connue en general et ses derivees se­
condes sont evaluees a partir de rr h u. Cela necessite la definition d' operateurs discrets 
Dij, i, j = 1 ou 2, agissant sur les fonctions continues et lineaires par element, qui 
permettent d'approcher H par la matrice: 
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On remarque cependant que I' erreur unidimensionnelle ( 4) ne se justifie que lors­
que rrhu est l'interpole de u sur l'intervalle I. En dimension superieure a 1, rrhu 

est I' interpole sur I' espace des fonctions continues sur le domaine et lineaires par 
element, ayant les memes valeurs que u aux sommets. Les seuls segments sur lesquels 
l'estimateur lD (5) reste valable sont les aretes du maillage. 

3.2. Methodes de calcul 

L' estimateur base sur I' erreur d' interpolation ne no us permet d' obtenir qu 'une ma­
joration locale de l'erreur de discretisation. Mais il faut garder en memoire qu'un es­
timateur d' erreur est utilise pour fournir une indication sur I' erreur relative et que son 
calcul ne doit pas avoir un cofit exagere par rapport au temps total de calcul de Ia 
solution. 

II nous faut a present expliciter le calcul des operateurs de derivees secondes. Pour 
evaluer Ia matrice hessienne, on utilise Ia solution en elements finis uh. Or uh est 
continue sur le domaine et lineaire par element, done n'est pas deux fois derivable. 

3.2.1. Estimateur £1 : calcul du hessien par formulationfaible 

Nous definissons l'estimateur en 2D par extension de l'estimateur lD (5). Soit a 

une arete de longueur ha, supportee par un vecteur unitaire Xa quelconque. L'erreur 
d'interpolation lineaire de usura peut etre estimee par: 

[6] 

La premiere methode de cal cui du hessien consiste a projeter les derivees secondes 
de u sur I' espace des fonctions lineaires par element. Apres une integration par partie, 
Ia formulation faible perm~ttant d'obtenir une approximation continue des derivees 
secondes s'ecrit pour tout H;j E Vh: 

[7] 

En raison de I' absence de conditions aux limites, les valeurs aux bords sont obte­
nues par une methode d'extrapolation. 

La matrice de masse du probleme (7) est une matrice a diagonale dominante et est 
bien conditionnee. 
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Condensation de Ia matrice masse (mass lumping). 

Cette technique conduit a une expression simple pour le calcul de H;j en chaque 
sommet s de Ia triangulation: 

r OUh Or.ps dx 

H~·-()- _ln, ax; OXj 
lJ s - 1 

'Ps dx 
n, 

ou ns represente !'ensemble des elements ayant le sommet sen commun et 'Ps est 
Ia fonction d'interpolation du sommet s. Toutefois, cette methode entraine une dif­
fusion comme nous le verrons lors de Ia comparaison des resultats numeriques au 
paragraphe 5. 

Resolution du probleme global. 

En utilisant les valeurs aux bords obtenues par Ia methode precedente comme 
conditions aux limites, le probleme (7) est resolu a !'aide de Ia methode du gradient 
conjugue. La vitesse de convergence de cette methode est amelioree ici en utilisant 
une preconditionneur diagonal (figure 1 ). 

10 

~ 
:::::> 6 
~ 
u 
"' c.. a 4 
B 

~ ..... ~-/ 

Gradient conjugu4-
Gradi~:nt coniu11:U~+-­

preconomonne 

-------
0~~------~------~--------~---------.--------~ 

0 50000 1 00000 150000 200000 250000 

Nombre de degres de liberte 

Figure 1. Temps CPU de resolution du probleme (7) par La methode du gradient 
conjugue 
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3.2.2. Estimateur [ 2 : valeurs absolues du hessien 

Dans le cadre de !'adaptation de maillage, il est plus classique de considerer une 
matrice M symetrique definie positive ([BES 92, BOR 95, VAL 92]). La c;mstruction 
de Ia matrice M s'obtient en gardant les memes directions propres que H et les va­
leurs absolu~s des valeurs propres associees. Soient A Ia matrice diagonale des valeurs 
propres de H et R Ia matrice des vecteurs propres : 

La derivee seconde de u dans une direction x quelconque est alors majoree en 
valeur absolue par: 

I
[J2ul T~ T 
ax2 -:::= lx Hxl ~ x Mx. [8] 

La seconde relation est une egalite pour X de meme direction que l'une des direc­
tions propres de jj. et pour tout X si H est positive (M = H) ou negative (M = -H). 
On introduit alors un nouvel estimateur defini pour chaque arete a du maillage: 

[9] 

3.2.3. Estimateur £3 : estimation par derivation du gradient 

Un operateur de derivees secondes discretes de type differences finies a ete deve­
loppe. Une premiere etape consiste a projeter le gradient de Ia solution elements finis 
uh sur l'espace des fonctions continues sur toutle domaine et lineaires par element: 

Trouver Guh E vh X vh X vh tel que: 

Ce systeme est resolu par Ia methode du gradient conjugue. 
La deuxieme etape approche les derivees secondes de u sur les aretes du maillage en 
considerant Ia derivee directionnelle de Guh dans Ia direction (unitaire) Xa de l'arete 
a. Celle-ci est definie par: 

On note ao et a1 les extremites de I' arete a. L'estimation de l'erreur d'interpolation 
est don nee par I' expression: 

[10] 
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La notation que nous avons choisie correspond a une notation de type difference cen­
tree. 

Les indicateurs bases sur l'erreur d'interpolation sont directement lies ala solu­
tion approchee et sont done independants de la nature des equations differentielles a 
resoudre. Ils ne dependent que de la solution par elements finis, des fonctions d'inter­
polation et du maillage. Ce type d' estimateur est done tres general et est applicable 
a une vaste gamme de problemes. II est portable d'un type d'equations aux derivees 
partie lies a un autre, pourvu que 1' on considere une variable significative du probleme 
physique. 

4. Estimateurs bases sur une methode hierarchique 

Les estimateurs bases sur une methode hierarchique utilisent la technique des es­
timateurs bases sur le residu. Ce type d'estimateur a un fondement mathematique plus 
riche que la methode precedente. 

4.1. Definition de l'estimateur hierarchique £4 

L'idee de base de !'approche hierarchique est simple ([ZIE 86]). Soient u et uh les 
solutions des pr,?blemes (1) et (3) respectivement. L' erreur de discretisation 

e = u - uh E V est solution du probleme: 

0 

a(e, v) = rh(v) Vv E V, [ 11] 

ou le membre de droite: 

0 

rh(v) = (!, v)- a(uh, v) Vv E V 

represente le residu de uh. La discretisation du probleme (11) necessite un espace 
d'elements finis plus riche Vh tel que Vh C Vh C V. Par exemple, pour une ap­
proximation lineaire par element de la solution u, on peut passer a une approximation 
quadratique par element pour l'erreur e. Mais le coiit de calcul d'une approximation 
du second ordre est trop eleve pour mesurer Ia qualite de Ia solution lineair~. Une autre 
possibilite est de considerer une decomposition hierarchique de l'espace vh: 

ou Ia solution initiale grossiere est fixee et une correction est calculee uniquement 
pour les degres de Iibert€ supplementaires, c'est-a-dire ceux qui n'etaient pas presents 
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dans Ia discretisation initiale. Pour etre plus precis, pour l'espace Vh des fonctions 
continues et lineaires par element, l'espace ch est constitue des fonctions continues 
et quadratiques par element associees au milieu des aretes (figure 2). 

Figure 2. Espaces d 'elements finis Vh (gauche) et C h ( droite) 

La solution plus precise ih E vh se decompose de far;on unique en: ih = Uh +eh, 
ou Uh E vh et eh E ch. Ainsi, Ia correction eh E ch peut etre utili see pour approcher 
l'erreur e. On definit alors I'estimateur d'erreur a posteriori defini sur les aretes du 
maillage par : 

Trouver eh E Ch tel que: 

0 

a(eh,ch) = (f,ch)- a(uh,ch) Vch E Ch. [12] 

Le probleme (12) est un probleme global. Sa matrice est bien conditionnee. L'es­
pace de discretisation Ch s'annulant aux sommets de Ia triangulation, Ia correction eh 
reste assez locale. La matrice du probleme (12) est symetrique et creuse. En fait, il 
y a au plus cinq coefficients non nuls par Iigne. La taille de Ia matrice est egale au 
nombre d'aretes. Le systeme est resolu par Ia methode du gradient conjugue. La vi­
tesse de convergence de Ia methode iterative peut ici aussi etre amelioree en utilisant 
un preconditionneur diagonal (figure 3). 

50 

40 

:::::>30 
ll. 
u 
"' c.. s 20 
~ 

10 

Gradient conjugu4-
Gradient coniugu.:-+-­

preconamonne 

---------

50000 100000 150000 200000 250000 

Nombre de degn!s de Iiberte 

Figure 3. Temps CPU de resolution du probleme (12) par La methode du gradient 
conjugue 
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Le cal cui de I' estimation de I' erreur est done base sur le residu de Ia solution ini­
tiale, mais n'est pas lie a une propriete de super-convergence comme dans Ia methode 
de Zienkiewicz et Zhu [ZIE 92]. Cet estimateur differe des autres methodes de cal­
cui de residus qui necessitent Ia resolution de problemes locaux de type Neumann 
([BAN 90, HET 91, VER 94]). 

Estimateur £4 : 

Nous noterons £4 (a) l'indicateur d'erreur defini pour toute arete a du maillage a 
partir de Ia correction evaluee au point milieu Xm de I, arete: 

[ 13] 

4.2. Proprietes 

Bank et Smith [BAN 98, BAN 93] montrent sous certaines conditions que les es­
timateurs d' erreur a posteriori bases sur une methode hierarchique fournissent des 
bornes superieure et inferieure de I' erreur to tale: 

pour une norme en energie Ill · Ill appropriee. 

Dans le cas d'un probleme auto-adjoint, ces conditions sont: 

- une hypothese de saturation qui etablit que, pour Ia norme en energie, Ia solu­
tion elements finis dans l'espace enrichi est une meilleure approximation de Ia solution 
u que uh, 

- l'inegalite de Cauchy etendue aux espaces de Ia decomposition hierarchique 
pour Ia norme en energie. 

Pour les problemes non auto-ad joints, a ces conditions s' ajoutent une hypothese 
de continuite et une condition inf-sup pour Ia forme bilineaire afin que Ia formulation 
elements finis soit bien definie. 

Par contre, nous ne disposons d'aucun resultat d'analyse locale. Seuls les resul­
tats numeriques montrent que des informations locales et directionnelles peuvent etre 
obtenues a partir des estimateurs d'erreur bases sur une methode hierarchique (voir 
paragraphe 5). 

REMARQUE.- Supposons que Ia solution u est bien definie par une approximation 
quadratique sur chaque arete a du maillage. Notre estimateur d'erreur a posteriori 
evalue au centre de I' arete est lie aux derivees secondes de u par Ia relation: 
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5. Etude experimentale des estimateurs d'erreur a posteriori 

Dans cette derniere partie, nous presentons des resultats numeriques comparant 
l'efficacite des estimateurs introduits dans le cas des elements finis lineaires. Nous 
voulons en verifier Ia precision globale, correspondant aux resultats demontres pour 
l'estimateur hierarchique, mais aussi la qualite des resultats locaux et !'information 
directionnelle, essentielle pour une adaptation anisotrope. 

Nous rappelons que les espaces de discretisation sont: 

Vh = {if' E C0 (T); ~PIT E Pl(T) VT E T}, 

Ch = {if' E C0 (T); ~Pia E P2(a) Va E T}. 

Comme probleme modele, no us considerons le probleme du laplacien, ou a ( x) = 
1 dans (1), sur un domaine rectangulaire !.1 = [0, 2] x [0, 1]. Le membre de droite f et 
Ia condition aux limites de Dirichlet sont donnes de telle sorte que : 

u(x) = arctan(lO(xfx~- 0.254
)) [14] 

soit Ia solution exacte. 

Le maillage elements finis est constitue de triangles reguliers de longueur de base 
h = 0.125. Le calcul de chacon des estimateurs d'erreur a posteriori necessite !'as­
semblage d'un probleme discret. Tousles systemes d'equations sont resolus a !'aide 
de Ia methode du gradient conjugue avec un preconditionneurdiagonal. Les iterations 
du gradient conjugue sont arretees lorsque lhll ::;; 10-8 llroll (rk le residu courant; et 
ro le residu initial). La methode iterative utilisee est celle de Ia librairie mathematique 
PETSc. 

Erreur exacte. 

Etant donne que Ia solution exacte est connue, nous pouvons representer l'erreur 
exacte localement en tout point milieu Xm d'une arete a du maillage par Ia valeur: 

[ 15] 



480 Revue europeenne des elements finis. Volume 9- no 4/2000 

5.1. Dutil d'etude de Ia precision globale des estimateurs 

No us utiliserons pour verifier ce point un in dice d' efficacite "'~JJ defini par le 
rapport de Ia norrne de I' erreur estimee et de I' erreur reelle : 

i = 1, .. ,4. 

La norrne utilisee est : 

lllvlll 2 = L 1 v(a)
2 

ds. 
a a 

Cet indice a ete evalue sur une suite de maillages reguliers du domaine rectan­
gulaire Q = [0, 2] x [0, 1]. Chaque niveau de raffinement correspond a diviser un 
triangle en quatre sous-triangles en s'appuyant sur les sommets et le milieu des aretes 
du triangle original (figure 4). 

Figure 4. Triangle original (gauche) et triangle raffine ( droite) 

La valeur optimale de l'indice d'efficacite est 1 : Ia solution numerique uh est 
proche de Ia solution exacte u. Les resultats de Ia figure 5 montrent son evolution en 
tonction du nombre de n<l!uds du maillage (grandeur proportionnelle a 11 h) pour tes 
differents estimateurs. 

5.2. Dutil d'etude de Ia precision locale des estimateurs 

Afin de comparer Ia contribution locale de chacun des estimateurs d' erreur a poste­
riori presentes ici, et compte tenu de Ia remarque du paragraphe 4.2, no us introduisons 
une variable la definie sur chaque arete a du maillage par: 

li=~ 
a J8 

l~=~; 

pour i = 1, .. , 3 ; 
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Figure 5. Indice d' efficacite 

La visualisation de cette variable, constante par arete, necessite un post-traitement 
pour donner une «epaisseur» aux aretes. Au lieu de tracer des constantes par arete, 
nous creons des elements s'appuyant sur les aretes et le barycentre des elements du 
maillage original. La valeur de chacun de ces nouveaux elements est celle de I' arete 
du maillage original sur lequel il s'appuie (figure 6). 

lal 

Figure 6. Representation d'une constante par arete 

Dans cette representation, les aretes foncees correspondent a une erreur grande 
et les aretes pales a une erreur petite. On remarquera que cette representation traduit 
aussi le caractere directionnel de I'erreur (figure 7). 
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Figure 7. Comparaison des longueurs estimees 

5.3. Outil d'etude du caractere directionnel des estimateurs 

Les methodes d' adaptation ani so tropes sont fonctees sur I 'utilisation plus ou moins 
directe des valeurs propres et des vecteurs propres de Ia matrice hessienne. Nous avons 
done voulu verifier Ia qualite de cette information. Les resultats sont presentes a Ia fi­
gure 8 pour les estimateurs £1 , £3 et £4 . Les vecteurs propres associes a Ia matrice de 
I'estimateur £2 sont identiques a ceux de Ia matrice de l'estimateur £1 par construc­
tion. Dans les autres cas, nous utilisons les derivees premieres de Guh et les derivees 
secondes de eh respectivement, qui sont constantes par element, pour estimer Ia rna­
trice hessienne. La representation interpole les matrices obtenues aux sommets. 

5.4. Comparaison des estimateurs 

Dans to us les cas, no us nous referons aux valeurs exactes de I' erreur ou de Ia 
matrice hessienne. 
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Figure 8. Vecteurs prop res des matrices hessiennes approchees et exacte 

L' estimateur hierarchique ( £4 ). 

Que ce soit pour l'efficacite globale (figure 5), Ia qualite des resultats locaux (fi­
gure 7(c)) ou Ia qualite de Ia matrice hessienne (figure 8(c)), l'estimateur hierarchique 
domine nettement. Les valeurs locales sont bonnes et les vecteurs propres bien orien­
tes. Dans un exemple numerique, Bornemann et al. [BOR 96] montre que, pour un 
estimateur base sur le residu, l'indice d'efficacite depend de Ia constante de satura­
tion. Cet estimateur meriterait done une experimentation approfondie dans des cas 
plus complexes. 

Estimateurs bases sur le calcul approche du hessien (£1 et £2 ). 

Nous avons ici un certain nombre de variantes. Tout d'abord l'estimateur £1 et 
sa variante £2 ou I' on prend les valeurs absolues des valeurs propres du hessien, qui 
ont ete utilisees dans [BOR 95, HAB 98, FOR 96, VAL 92]. Chacune de ces deux va­
riantes peut etre calculee, comme nous l'avons signale a Ia section 3.2 en resolvant 
un systeme lineaire, associe a Ia matrice de masse, ou en condensant cette matrice sur 
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Ia diagonale (Mass Lumping). La figure 9 compare ces quatre variantes. On constate 
que Ia condensation de masse (figures 9(a) et 9(c)) diffuse les resultats. Ainsi, cer­
taines regions du maillage voient leur erreur artificiellement sur ou sous-estimee. Le 
probleme discret est alors resolu de fac;on globale et sa matrice est stockee dans une 
structure de non-zero (Compress Sparse Row). Mais !'absence de conditions aux li­
mites pour le probleme (7) n'est pas resolue de fac;on satisfaisante par une extrapola­
tion (figures 9(b) et 9(d)). L'utilisation du hessien en valeur absolue £2 non seulement 
demande un surcroltde calcul (evaluation des valeurs et vecteurs propres de Ia matrice 
hessienne, construction d'une nouvelle matrice) mais surtout fausse de fac;on impor­
tante les cartes d'erreur (figures 9(b) et 9(d)). 

Figure 9. Carte des longueurs estimees [~, i = 1, 2 

Ce dernier point est encore plus apparent si on regarde l'indice global de Ia fi­
gure 5. L'estimateur £2 est le seul dont l'indice ne soit pas asympt6tiquement ega! a 
1. Nous retrouvons ici la consequence de Ia majoration (8). 

Pour ce qui est du caractere directionnel, les deux indicateurs ont par definition 
le meme comportement et donnent des resultats nettement moins bons que l'erreur 
hierarchique. 
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Estimateur base sur Ia derivation numerique du gradient (£3). 

Cet estimateur fournit un cal cui approche de I' erreur sur les an~tes sans utiliser Ia 
matrice hessienne. II necessite mains de stockage et son calcul au bord ne pose pas 
de probleme particulier. On constate qu'il a un tres bon comportement pour tousles 
criteres. La carte d'erreur (figure 7(b)) est bonne, l'indice global (figure 5) aussi et Ia 
qualite des valeurs propres (figure 8(b)) est remarquable. II est a Ia fois sensible a Ia 
norme de I' erreur mais aussi a Ia direction des fortes variations de Ia solution. 

6. Conclusion 

En resume, nous pouvons conclure que l'estimateur hierarchique et le calcul base 
sur Ia derivation numerique du gradient fournissent d'excellents renseignements. Le 
calcul direct d'un estimateur de Ia matrice hessienne est nettement mains bon. Si on 
!'utilise, il convient de ne pas utiliser Ia condensation de masse et d'eviter le passage 
a Ia valeur absolue du hessien. 

Une application des estimateurs d' erreur a posteriori est I' adaptation automatique 
de maillage. Les caracteristiques des estimateurs etudies ici permettent d'envisager 
des techniques d'adaptation conduisant a des maillages non structures et etires. Dans 
ce cadre, !'incidence de nos conclusions est plus grande qu'on ne pourrait le croire 
a premiere vue. En effet, les methodes utilisees dans [BOR 95, HAB 98, FOR 96, 
VAL 92] sont basees sur le calcul de longueurs d'aretes dans Ia metrique definie par Ia 
valeur absolue du hessien. Dans le cas ou I' on ne prend pas cette valeur absolue, il peut 
exister des directions d'erreur nulle et le maillage optimal ne peut etre obtenu en equi­
librant les erreurs sur les aretes. L'emploi direct des estimateurs bases sur le gradient 
£3 ou de l'estimateur hierarchique £4 demandera done une strategie nouvelle qui ne 
soit pas fondee sur Ia notion de metrique et qui n'utilise pas directement les longueurs 
d'aretes. Nous comptons presenter une telle strategie dans un article ulterieur. 
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