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RESUME. Une formulation de Ia dynamique de collections de corps rig ides, prenant en compte 
le caractere unilateral des liaisons d'impenitrabilite, le frottement sec en cas de contact et cer
taines lois de restitution en cas de collision est presentee. Elle debouche sur le calcul numerique 
de /'evolution par des algorithmes a temps discritise de type implicite, capables a l'heure ac
tuelle de traiter sur micro-ordinateur des systemes presentant plusieurs dizaines de milliers de 
contacts. 

ABSTRACT. A formulation of the dynamics of rigid body collections, taking into account the uni
lateral character of non-interpenetrability constraints, dry friction at possible contact points 
and certain restitution laws in the event of collision is presented. It results in time-stepping 
algorithms of the implicit type for calculating evolution, presently enabling one to treat systems 
with several ten thousands of contacts on a micro-computer. 
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1. Introduction 

Le present article fait suite a une conference generale donnee au 4e Colloque Na
tional en Calcul des Structures, Giens, 18-21 mai 1999. II reprend done quelques ele
ments du texte insere dans les Actes de ce Colloque [Mor 99a], mais fournitdavantage 
d'information sur !'implementation des techniques numeriques. On a aussi renonce a 
certaines simplifications faites alors dans un but "pedagogique". En revanche, !'illus
tration de Ia methode par des applications a Ia Mecanique des Granulats n'a pas ete 
reprise ici faute de place. 

Dans des domaines d'application divers, le besoin apparait de calculer le mouve
ment, ou de discuter l'equilibre, de collections de corps rigides ou deformables entre 
lesquels des contacts, usuellement affectes de frottement, sont susceptibles de s'etablir 
ou de se rompre. La reftexion theorique sur de tels problemes de Dynamique en pre
sence de liaisons unilaterales remonte a E. Del ass us [DEL 17], dans le premier quart 
de ce siecle. Quant aux techniques numeriques, il faut citer le travail de pionnier de P. 
Cundall [Cun 71], motive par Ia geomecanique. 

La situation peut etre qualifiee de non reguliere pour les raisons suivantes. 

Les conditions geometriques de non-interpenetration des membres du systeme et, 
eventuellement, celles de leur confinement unilateral par des parois exterieures s'ex
priment par une famille d'inegalites concernant les parametres de position. Dans Ia 
variete Q de ces parametres, !'ensemble des positions permises, au lieu d'etre une 
sous-variete reguliere comme dans Ia Mecanique Analytique traditionnelle, est une 
region de Q dont Ia frontiere est faite de morceaux d'hypersurfaces (des millions de 
te1s morceaux dans les applications usuelles aux granulats) se rejoignant selon des 
"aretes". Cela peut s'appeler Ia non-regularite spatia/e. 

La realisation mecanique des liaisons d'impenetrabilite implique des forces de 
contact, gouvernees par des lois tres peu regulieres. Par exemple, dans le cas le plus 
simple, celui d'un contact ponctuel a frottement nul, Ia loi consiste en Ia relation sui
vante entre le vecteur force de contact r et I' interstice g 2: 0 : si g > 0 on a r = 0 
tandis que si g = 0, rest quelque part sur Ia demi-droite normale aux corps en contact. 
Par ailleurs, si un frottement sec est pris en compte, il introduit une relation entre la 
force de contact et Ia vitesse relative locale des corps concernes dont le graphe n'est 
pas une variete reguliere, mais est fait de parties a premiere vue heteroclites. Tout cela 
peut s' appeler Ia non regularite en loi. Noter que les relations en question ne per
mettent d'exprimer aucune des variables concernees comme fonction univoque des 
autres. 

Entin, si une collision survient entre des corps traites comme rigides, on attend des 
sauts de vitesse [BRO 99]: c'est Ia non regularite temporelle. 

Dans la majorite des techniques numeriques employees a ce jour, ces difficul
tes sont abordees au moyen d'approximations regularisantes. L'impenetrabilite des 
corps est remplacee par des lois de repulsion suffisamment abruptes qui en trent en jeu 
lorsque deux d'entre eux s'approchent. De meme, Ia loi de Coulomb est usuellement 
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adoucie. On est ainsi ramene a des equations differentielles justiciables de techniques 
numeriques classiques. Mais, dans chaque cas d'espece, un compromis doit etre ac
cepte entre J'exigence de precision et Ia raideur des equations approximantes. Cette 
raideur impose des pas de discretisation tres petits et, souvent, des inerties oii des vis
cosites artificielles sont introduites pour assurer Ia stabilite numerique. L'application 
d'une telle strategie de calcul a des situations proprement dynamiques demande beau
coup de precautions et de savoir-faire. Son application est mains problematique dans 
Ia recherche d'etats d'equilibre ou le calcul d'evolutions quasi-statiques, indifferentes 
ace que Ia dynamique invoquee pour passer d'un quasi-equilibre a un autre peut avoir 
d' artificiel. 

Les techniques numeriques basees sur Ia regularisation des liaisons d'impenetrabi
lite sont souvent designees par Je sigle MD (pour Molecular Dynamics, en reference 
a leur usage dans les simulations numeriques de dynamique moleculaire [Wal 84]). 

Noter que, dans des logiciels de dynamique des machines, des approximations 
regularisantes sont communement appliquees aussi a des liaisons bilaterales, si les 
fonctionnalites du programme font introduire ces liaisons dans un systeme mecanique 
anterieurement parametrise [Hau 89]. 

Dans ce dernier domaine d'applications, le nombre d'objets concernes restant mo
dere, une mise en equations exacte des problemes a liaisons unilaterales reste egale
ment praticable. On cherchera a identifier des intervalles de temps sur lesquels I' en
semble des contacts effectifs demeure constant. Sur chacun de ces intervalles, le mou
vement est calcule comme s'il s'agissait de liaisons bilaterales classiques, eventuel
lement avec frottement. On surveille Jes signe des composantes normales des reac
tions: si l'un d'entre eux devient incompatible avec l'unilateralite, on conclut que Je 
mouvement subsequent doit etre calcule autrement. Delassus mantra qu'en presence 
de plusieurs contacts, ceux qui cessent ne sont pas necessairement ceux qui ont de
clenche l'alerte et proposa un mode de determination du nouveau statut des contacts 
n'exigeant pas l'essai de toutes Jes combinaisons. Aujourd'hui, les arguments de De
Jassus sont remplaces par ce qu'on appelle, en Analyse Non Reguliere, des problemes 
de complementarite [Mor 63] [PFE 96]. 

Le frottement sec, ou tout autre phenomene impliquant des lois a seuil, peut de la 
meme fa~on faire apparaltre des instants critiques. 

Un autre signal exigeant que Jes equations ecrites soient reconsiderees est I' appari
tion d'un nouveau contact, c'est-a-dire une collision. Le calcul du nouvel etat de vi
tesse exige des informations phenomenologiques sur le processus de choc. II est facile 
d'en concevoir sous Ia forme de relations entre les vitesses avant et apres Je choc, mais 
leur conformite a Ia realite reste a discuter selon Jes circonstances [STO 96]. 

L'approche decrite ci-dessus est communement designee par le sigle ED (pour 
Event Driven). 

Le present expose vise a donner une idee d'une technique numerique plus recente 
[Mor 86] [Mor 88b] intitulee CD (pour Contact Dynamics), basee elle aussi sur Ia mise 
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en equations exacte, mais capable au stade actuel de traiter des systemes d'une quin
zaine de milliers de solides. Elle permet de prendre en compte aussi Ia deformabilite 
des corps en presence [JEA 95] [ACA 98]. Elle incorpore des procedures tres simples 
pour traiter les collisions, mais Ia validite phenomenologique de ces procedures ap
pelle naturellement les memes reserves que celle des autres formalisations. 

En mecanique des granulats, des geomateriaux ou des ma<;onneries, les simula
tions numeriques basees sur Ia prise en compte individuelle des grains ou des blocs, 
qu'elles soientde type MD, ED ou CD, sont qualifiees de methodes DEM (pour Dis
crete Element Method ou Distinct Element Method), par opposition avec Ia strategie 
FEM (Finite Element Method) utilisee lorsqu'une loi de comportement homogenisee 
a ete choisie, assimilant le granulat ou Ia ma<;onnerie a un milieu continu. 

Eviter que cette terminologie induise a confusion avec les travaux numeriques 
concernant un milieu continu classique, maille en elements finis et soumis a des 
contacts unilateraux frottants. Ces dernieres etudes, motivees notamment par Ia mise 
en forme des materiaux, ont souvent ete restreintes a des evolutions quasi-statiques, 
mais les problemes dynamiques y prennent une place grandissantes (voir references 
dans [VOL 98]). 

2. Exemple elementaire : nne particule ponctuelle en dimension 3 

2.1. Confinement sans frottement: premiere approche 

Le cas particulier suivant fournit une introduction a Ia methode CD. 

Dans I'espace rapporte aux axes galileens Ox1, x 2 , x 3 , une particule ponctuelle 
Q de masse m, soumise a un champ de forces dependant eventuellement du temps 
(t, x) o--+ X(t, x), est confinee dans Ia region cp(t) = {x E R 3

1 f(t, x) :S 0} par 
une paroi materielle ayant un mouvement impose, d' equation f ( t, x) = 0. L' inconnue 
principale de Ia dynamique est Ia fonction vitesse t >--+ u E R 3 , dont Ia fonction 
position t o--+ q se deduit par: 

q(t) = q(to) +it u(s) ds. 
to 

[1] 

Sur tout intervalle de temps oil u est suffisamment reguliere (precisons : absolu
ment continue), I' equation de Ia dynamique s'ecrit: 

du 
m dt = X(t, q(t)) + r. [2] 

L'inconnue r E R 3 est Iaforce de liaison, c'est-a-dire Ia reaction de Ia paroi en cas de 
contact. Dans cette Section, on Ia suppose regie par les conditions suivantes: 

Le confinement dont I' effet geometrique est 
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f(t, q) :S 0 [3] 

est suppose realise par contact, 

f(t,q)<O :::::> r=O. [4] 

On admet de plus que le contact eventuel est sans frottement, i.e. 

f(t,q) = 0 :::::> 3.\ E R: r = A'vf(t,q) [5] 

(le gradient V' f(t, q), vecteur de R 3 normal a Ia paroi dans le sens sortant de <P(t), 
sera suppose non nul). Entin le contact est declare non adhesif, 

.\ :S 0. [6] 

Le systeme de conditions [3] a [6] constitue une relation, verifiee a tout instant, 
entre les inconnues q et r et en laquelle se resume dans le cas present Ia totalite des 
informations disponibles concernant Ia liaison invoquee. On va voir que ces conditions 
ne sont pas aussi heteroclites qu'il parait. 

Pour tout q appartenant a Ia surface frontiere f = 0, Ia demi-droite engendree dans 
R 3 par le vecteur V' f(t, q) constitue le cone normal sortant de Ia region <P(t) au point 
q, note N<I>(t)(q). II se revele coherent d'etendre comme suit Ia definition de ce cone 
pour tout q dans R 3

: on pose N<I>(t)(q) = 0 si q (j:. <P(t) et N<I>(t)(q) = {0} si q est 
interieur a <P(t). Moyennant quoi on constate que le systeme de conditions [3] a [6] se 
condense en 

- r E N<I>(t)(q). [7] 

L'objectif traditionnel de Ia Mecanique Analytique, a savoir !'elimination des re
actions des liaisons sans frottement, est atteint ici en rapprochant [2] et [7] : les mou
vements recherches sont les solutions de I' inclusion differentielle 

du 
X(t, q(t))- m dt E N<I>(t)(q(t)), [8] 

plus precisement une inclusion integro-differentielle, compte tenu de [1]. Noter que 
cette ecriture implique q ( t) E <P ( t), puisqu' autrement le second membre serait vide. 

2.2. Confinement sans frottement: seconde approche 

L'inclusion differentielle [8] est d'un traitement difficile, tant du point de vue ana
lytique [Aub 84] [Mon 93] (existence et unicite eventuelle des solutions, convergence 
des approximations, etc.) que numerique. L'essence de Ia methode CD est de lui sub
stituer un equivalent plus traitable. 
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Pour un instant t1 tel que !(t1, q(tl)) < 0, Ia permanence de [3] n'impose rien a 
Ia vitesse u(tl). Mais si J(t1, q(tl)) = 0, Ia vitesse ii droite u+(tl), supposee exister, 
verifie necessairement (formule des fonctions composees) 

t: ( t 1 , q ( t d) + u + ( t d. \7 f ( t 1 , q ( t d) :::; 0 

et Ia vitesse ii gauche u- ( t 1) 1' inegalite opposee. Quels que soient t et q, meme n' as
surant pas [3], posons 

W(t,q): ={ {vER3 IJ:(t,q)+v.V'f(t,q):::;O} si f(t, q) 2: 0 
R 3 sinon. 

Comme on l'a dit, )'equation differentielle de Ia Dynamique est, dans cette Sec
tion, entendue au sens propre, postulant I' absolue continuite de Ia fonction u (on 
exclut l'eventualite de collisions). Done u(tl) = u- (tl) = u+(tl), element qui, 
si f(t 1, q(tl)) = 0, doit appartenir a Ia fois a W(t 1, q(t1)) eta I' ensemble defini sy
metriquement en rempla<rant 2: par:::;. C'est dire que u(tl) appartient dans ce cas au 
plan frontiere du demi-espace ferme W(t1, q(tl)). Le cone normal dU point u(tl) ace 
demi-espace est Ia demi-droite engendree par \7 f(h, q(tl)); on a vu que cette demi
droite est aussi le cone normal au point q ( t 1 ) a ci> ( t 1). Par ailleurs, si f ( t 1 , q ( t 1)) < 0, 
ces deux cones sont trivialement egaux au singleton { 0}. 

L'inclusion [8] implique done 

du 
X(t, q)- m dt E Nw(t,q)(u). [9] 

Si q E cl>(t), on verifie immediatement que Nw(t,q), evalue en n'importe quel 
point u, est contenu dans N<I>(t)(q). Pourvu que q(t) E cl>(t) soit assure, I' inclusion [9] 
implique done reciproquement ]'inclusion [8]. 

Or [9] garantit u E W(t, q), sans quoi le second membre serait vide et il est facile 
d'etablir [Mor 88b] [Mor 99b]: 

Lemme de Viabilite. Soit u, Lebesgue-integrable sur un intervalle I d'origine to et 
soit q construit par [1]. Si q(t0 ) E ci>(to) et si pour presque tout t E I on a u(t) E 
W(t, q(t)), alors q(t) E cl>(t) pour tout t E I. 

Bref, moyennant la specification initiate q(to) E ci>(to), [9] est equivalente a [8]. 
Observer que ce Lemme s'attache a I' orientation du temps: si f(t, q) :::; 0, ]'ensemble 
W ( t, q) est constitue des valeurs de Ia vitesse ii droite compatibles avec le maintien 
ulterieur de cette condition. 

REMARQUE. - Le terme "viabilite" est employe plus generalement pour designer 
)'obligation faite a Ia trajectoire d'un processus de demeurer dans un ensemble donne. 
On pourra trouver dans [Aub 90] un expose de ce sujet, developpe d'ailleurs dans un 
contexte topologique trop raffine pour qu'un enonce aussi elementaire que le Lemme 
ci-dessus y trouve place. 
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2.3. Un exemple primitifd'algorithme CD 

Soit [ti, tr], de longueur h, un pas de temps ('i' comme initial, 'f' comme final). 
Le pas antecedent ayant livre des valeurs ui and qi pour les fonctions u et qat = ti, 
I' objectif est d' evaluer ur et qr. On adopte qm : = qi + ~ h Ui comme estimation de Ia 
position a )'instant milieu tm : = ti + ~h et on discretise [9] sous une forme implicite 
re)ativement a J'inconnue Uf 

[10] 

Cette inclusion, reecrite 

(on omet le facteur strictement positif -/i; au second membre, puisque ce second membre 
est un cone) caracterise classiquement ur comme point proximal de )'element connu 
Ui + -/i;X(tm, qm) dans )'ensemble convexe ferme W(tm, qm) 

h 
Uf = prox(W(tm, qm), Ui + -X(tm, qm)), 

m 
[ 11] 

de calcul immediat dans 1e cas present ou West soit un demi-espace, soit l'espace 
en tier. 

On termine le pas par 
h 

qr = qm + 2 Uf. 

Cet algorithme gere automatiquement 1a cessation possible du contact: c' est ce qui 
arrive si Ui + -/i;X(tm, qm) tombe dans l'interieurde W(tm, qm)· 

Le maintien de Ia condition d'impenetrabilite [3] est ega1ement assure, pourvu que 
cette derniere soit satisfaite a l'instant initial. Pour le prob1eme theorique, on a vu 
que cela resulte du Lemme de Viabilite. lei, le meme argument ne se retrouve qu'a 
travers Ia discretisation et on pourrait craindre, de pas en pas, une accumulation de 
violations de Ia condition [3]. En pratique, si h n'est pas trop grand, on constate un 
effet d' autocorrection evitant cette accumulation. 

La precision de I' algorithme ci-dessus, de type implicite par rapport au, doit beau
coup ace que, alors que les positions q sont evaluees aux extremites de l'intervalle 
[ti, tr]. le traitement de u s'effectue ami-pas. 

II se trouve aussi qu' a sa maniere, I' algorithme gere les collisions eventuelles. Si 
f(tm, qm) < 0, )'ensemble W(tm, qm) egale R 3 entier et [11] reftete simplement Ia 
dynamique d'un point libre soumis au champ X. S'il n'en est plus de meme au pas 
suivant, [ 11] se charge de mettre ur en conformite avec Ia liaison d'impenetrabilite. 
Cette nouvelle vitesse appartient au demi-plan frontiere de W(tm, qm). c'est-a-dire 
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que la collision est traitee comme de restitution nulle [Mor 85]. On reviendra plus loin 
sur un traitement plus general des restitutions. 

Noter que, ala difference d'une approche du probleme du mouvement d'un point 
dans une surface par les methodes traditionnelles de la dynamique, l'algorithme n'in
voque pas la courbure de la paroi. Cette courbure se manifeste implicitement par le 
fait que, d'un pas au suivant, \7 f change de direction. 

3. Systemes a contacts multiples 

3.1. Cas sans frottement 

Au lieu de la simple inegalite [3], la dynamique d'une collection de corps met aux 
prises avec un systemes d'inegalites exprimant leurs impenetrabilites mutuelles, avec 
meme la possibilite de plusieurs contacts pour chaque paire de corps. 

Deja pour une simple particule confinee comme ci-dessus dans une region de R 3 , 

la paroi peut se composer de K parties regulieres, eventuellement mobiles, imposant 
respectivement des inegalites de la forme 

fa(i, q) '5: 0, 0: = 1, 2, 00., K. [12] 

Si, par exemple, les parties h = 0 et h = 0 de cette paroi se rejoignent selon 
une arete anguleuse, une position q appartenant a cette arete est un point singulier de 
Ia frontiere de Ia region ~(t). En ce cas N<I>(tJ(q) est, par definition, le cone convexe 
engendre par les deux vecteurs \7 h ( t, q) et \7 h ( t, q), c' est -a-dire I' ensemble de leurs 
combinaisons lineaires a coefficients~ 0. Si le contact avec chacune des deux portions 
de surface est sans frottement, !'ensemble des valeurs possibles pour Ia reaction totale 
egale done -N<I>(tJ(q). 

De fa~on generale, pour tout t et tout q, notons 

J(t, q): = {o: E {1, 00 ., K} I fa(t, q) ~ 0}. [13] 

Si q E ~(t), c'est !'ensemble des valeurs de o: telles que [12] soit verifiee comme 
egaJite, c'est-a-dire Je SOUS-ensembJe de {1, ... , K} COITespondant a des portions de 
parois que le point touche. Et N<I>(t)(q) se definit comme le cone convexe engendre par 
les \7 fa ( t, q) pour o: E J (t, q) (selon une logique usuelle en Theorie de Ia Convexite, 
ce cone convexe engendre consiste dans le singleton {0} si J(t, q) est vide). Moyen
nant quoi, I' equation de Ia Dynamique du point confine par ce systeme de parois s' ecrit 
finalement sous Ia meme forme qu'en [8]. 

On generalise Ia definition posee plus haut pour W en 

W(t, q) : = { v E R 3
1 Vo: E J(t, q) : 

8
fta + v.\7 fa '5: 0}, [14] 

(ensemble ega! a R 3 tout en tier si J ( t, q) est vide), definition val able meme pour des 
positions impliquant une violation de [I 2]. Un raisonnement un peu plus technique que 
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precedemment permet a nouveau, moyennant !'hypothese q(t0 ) E <I>(t0 ), de mettre 
!'equation de Ia Dynamique du point sous Ia forme equivalente [9]. 

En resume, Ia description des circonstances mecaniques du contact sans frottement 
qui, dans l'ecriture [7] se presentait comme une relation entre force de contact et 
position, est remplacee par 

- r E Nw(t,q)(u), [15] 

relation entre force, position et vitesse. On a vu en 2.3 !'interet algorithmique d'un tel 
detour. En outre, un avantage decisif de I' introduction de Ia vitesse est de fournir un 
cadre apte a prendre aussi en compte le frottement. 

3.2. Lois de contact 

Dans le cas d'une collection de corps, la non-penetration s'exprime par des ine
galites du type [ 12] concernant la configuration q : = ( q1 , q2 , ... , qn) du systeme. 
L'eventualite fo:(t, q) = 0 correspond a un contact affectant deux corps qu'on va 
noter Bo: (toujours un membre du systeme) et B~ (un autre membre du systeme ou un 
obstacle exterieur de mouvement impose). Le contact est suppose localise en un point 
isole, soit Mo:, mais l'eventualite d'autres contacts ponctuels entre ces deux memes 
corps n' est pas ex clue. 

SoitUo: la vitesse relative de Bo: par rapport a B~ au point Mo: et soit no: Ia force 
de contact exercee par B~ sur Bo:. Nous appellerons loi de contact une relation edictee 
entre ces deux vecteurs, pouvant en outre dependre du temps et de la configuration 
atteinte: 

loio:(t, q,Uo:, no:)= vrai. [16] 

L' ecriture des equations de la Dynamique dans le parametrage ( q1 , q2 , ... , qn) met 
en reuvre des composantes generalisees qu' il faut savoir relier aux vecteurs U o:, no: 
de 1' espace physique, associes au contact etiquete o:. 

Au stade present, le n-vecteur des vitesses u : = ( u 1 , u 2 , ... , un) est simplement 
constitue par les derivees des fonctions t t-t qi, a tout instant ou ces derivees existent. 
Par la construction meme du parametrage, on sait exprimer a partir de ces derivees le 
vecteur Uo: sous la forme 

[17] 

ou Go: est une application lineaire de Rn dans R 3 et ou Wo: E R 3 rend compte du 
mouvement eventuellement impose a B~; ces elements dependent de t et q de maniere 
connue. 

Pour tout (t, q), au moins dans un voisinage de la situation de contact consideree, 
on peut ex primer aussi en fonction de ces variables 1' interstice 9o: ( t, q) entre Bo: et B~ 
(angl. gap), compte selon une normale commune aux corps en regard et traite comme 
negatif en cas d'interpenetration. Classiquement, si dans Ia situation de contact en 
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cause, on note na un vecteur unite normal au contact, dirige deB~ vers Bcx, on a pour 
tout mouvement differentiable t >-+ q(t) imagine traverser cette situation 

~9a(t, q(t)) = na.Ua, autrement dit na.(Ga u + Wcx), [18] 

formule qui vaut aussi plus precisement pour des -it et des vitesses a droite ou a 
gauche de I' instant en cause. Les elements n a, G a, Wa sont ici des fonctions connues 
de t et q, fonctions dont Ia definition est supposee etendue conventionnellement a un 
voisinage de Ia situation de contact en question. 

Pour les besoins du calcul, on imaginera Ia loi [16] prolongee elle aussi a un voi
sinage de Ia situation de contact et on supposera qu'il s'agit proprement d'une loi de 
contact, c' est -a-dire 

9a(t,q) > 0 => na = 0. [19] 

La loi [ 16] sera dite de type prospectif si elle est constituee de maniere a assurer 
les implications 

9a(t, q)::; 0 => ncx.Ua 2: 0 

na.Ua > 0 => na =0. 

[20] 

[21] 

L'importance de !'implication [20] est Ia suivante. Si Ia fonction f du parag. 2.2 
est prise egale a -ga. l'identite [ 18] nous permet d'identifier dans le contexte present 
!'ensemble W et d'appliquer le Lemme de Viabilite. On conclut que, si le contact 
etiquete a est regi par une loi possedant cette propriete et si aucune interpenetration 
des corps en presence n'a lieu a un instant initial, il en sera de meme dans Ia suite. 

L'implication [21] justifie le qualificatif "prospectif". Dans le contexte de Dyna
mique Non Reguliere qui est celui du present article, on doit etre pret a rencontrer des 
discontinuites temporelles. L'idee sous-jacente a I'ecriture [21] est que Ia loi formulee 
ne concerne pas proprement les valeurs actuelles des fonctions Ua et ncx, mais leurs 
limites a droite. La limite a droite de ncx. Ua egale Ia derivee a droite de Ia fonction 
t >-+ 9cx(t, q(t)). Si cette derivee est> 0, le contact cesse et ncx devient nul; done sa 
limite a droite est nulle. 

On comprendra mieux !'importance du concept de loi de type prospectiflorsqu'on 
en viendra, au paragr. 5.2, a Ia formulation de lois de choc et, au paragr. 6.1, a !'elabo
ration d'un algorithme a temps discretise de type implicite pour calculer 1' evolution. 

L' ecriture de I' equation de la dynamique du systeme demande que chacune des 
forces que le systeme subit soit representee par ses composantes generalisees. En 
particulier, no tons ra I' element de R n constitue par les composantes generalisees 
des forces de contact au point M a. Selon la machinerie classique de la Mecanique 
Analytique, 

ra = G~ na, [22] 



Systemes de corps rigides 19 

ou !'application Iineaire G~ de R 3 dans Rn est Ia transposee de Go:. Dans le cas ou 
les corps Bo: et B~ sont tous les deux des membres du systeme, cette expression de 
rex englobe automatiquement les deux forces no: exercee par B~ sur Bo: et Ia force 
antagoniste -no: exercee par Bo: sur B~. En revanche, si comme on !'a envisage plus 
haut, B~ est un obstacle exterieur, seule Ia force no: est subie par le systeme et non 
son antagoniste, mais Ia formule [22] reste vraie, exprimant alors les composantes 
generalisees de cette seule force. 

3.3. Equations de Ia Dynamique reguliere 

Si on postule comme precedemment un mouvement assez regulier pour que Ia 
fonction vitesse soit absolument continue, Ia dynamique du systeme est regie par une 
equation de Ia forme suivante, dont les deux membres sont des elements de R n 

A(t, q) ~~ = F(t, q, u) + _L.>o:. [23] 
0: 

La matrice symetrique n x n notee A (matrice d'inertie) est definie positive si le pa
rametrage est regulier. Dans Ia fonction connue F sont agglomerees les composantes 
generalisees de forces donnees, dependant de fa~on reguliere du temps, de Ia position 
et de Ia vitesse, ainsi que des termes inertiels ne contenant pas Ia derivee ~~ (il est 
parfois suggestif de les classer en termes "gyroscopiques" et en termes "centrifuges"). 

Les rex sont lies par [22] aux forces de contact no:, lesquelles sont elles-memes 
reliees aux vitesses relatives locales Uo: par des lois de contact de Ia forme [ 16]. Si ces 
lois de contact sont enoncees de maniere a fournir n 0: = 0 lorsque le contact 0: n, est 
pas effectif, il sera indifferent de restreindre o: a I' ensemble J ( t, q) ou a lui laisser 
parcourir Ia totalite de Ia liste { 1, 2, ... , "'}. 

Les Uo: sont lies au par [ 17]. 

Entin on doit rappeler que les fonctions q et u sont liees par [1]. 

GENERALISATION. - II est souvent avantageux d'exprimer Ia Dynamique par une 
equation de Ia meme forme que [23] mais concernant une fonction vitesse t >-+ u E 
R n liee a Ia fonction position t >-+ q par une relation cinematique plus compliquee 
que [1]. De fait, dans I' etude de !'evolution d'un corps rigide, il est usuel de faire figu
rer comme composantes de u, au lieu des derivees de certains parametres angulaires 
apparaissant dans q, les composantes du vecteur vitesse angulaire du corps, relative
menta des axes principaux centraux d'inertie qui lui sont attaches. L'avantage est que 
les termes correspondants dans Ia matrice de masse A ci-dessus sont independants de 
( t, q) et nuls en dehors de Ia diagonale. Le prix a payer est que [ 1] devra etre rem
placee par une integration de formules de cinematique elementaire, numeriquement 
facile. Definir u de cette maniere n'empeche pas d'exprimer les vitesses relatives lo
cales U o: so us Ia forme [ 17], auquel cas [22] continue de fournir les rex a in serer dans 
[23]. 
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4. Frottement de Coulomb 

4.1. Contact frottant 

L' interet industriel des problemes de contact avec frottement a suscite depuis quelques 
annees une serie de travaux consacres a leur formulation et a leur resolution nume
rique, pour des corps deformables, discretises en elements finis [ALA 91] [CHA 98] 
[Chr 98] [SAX 91] [JEA 95] [STR 96] [VOL 98]. Bien que ces publications aient en 
majorite ete consacrees a des evolutions quasi-statiques, elles permettent d'apprecier 
Ia diversite des procedures possibles pour apprehender a la fois le caractere unilateral 
des liaisons d'impenetrabilite et Ia presence de seuils dans les lois de frottement sec. 

Dans la presente approche, une des sources de !'interet du remplacement de [7] 
par [15] est de conduire a des calculs invoquant des ensembles convexes dans l'espace 
des vitesses eventuelles du systeme, lequel est un espace vectoriel, alors que, dans Ia 
variete des configurations, Ia notion de convexite, utile dans diverses techniques nu
meriques, n'a pas de sens intrinseque. Lorsque, d'autre part, les matrices G 01 et G~ 
sont invoquees pour se referer a des lois de contact de Ia forme [ 16], la presence des 
vitesses locales dans ces lois permet de prendre en compte des informations empi
riques. Si les lois sont de type prospectif, elles engendrent, comme on le verra dans Ia 
section 6, des algorithmes assurant automatiquement le respect des impenetrabilites. 
Les algorithmes sont aussi capables de tester des positions d' equilibre eventuelles: si, 
a I' instant ti, le point qi est, compte tenu des lois de contact, une position d' equilibre, 
le pas de calcul effectue avec ui = 0 fournit ur = 0, qr = qi et calcule les forces de 
contact. 

4.2. Loi de Coulomb 

Montrons une maniere cnoncer la loi de Coulomb en une liste d'assertions consti
tuant une loi de contact de type prospectif. 

On se limite, pour abreger, a une situation bidimensionnelle. Deux solides B et 
B' se touchent en un point M avec une tangente commune bien definie. Soit n le 
vecteur unite normal dirige de B' vers B et soit t le vecteur qui s'en deduit par la 
rotation +1r /2. Soient v+ et v- les demi-droites faisant avec n les angles respectifs 
-cp et cp (cp: angle de frottement). La region angulaire C qu'elles engendrent constitue 
dans le cas present le cone de frottement ou cone de Coulomb. Tous ces elements 
sont des fonctions de t et q; il est utile dans les techniques numeriques d'etendre 
leurs definitions a un voisinage de !'instant et de Ia configuration consideree, avec la 
convention que v+, v- etC se rectuisent au singleton {0} si !'interstice est> 0. La 
formulation consiste dans les quatre assertions exclusives que voici 

ou 
ou 

(U.n > 0 

(U.n = 0 

(U.n = 0 

ET n = 0) 

ET U.t>O ET REV+) 

ET U. t < 0 ET n E v-) 
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OU (U = 0 ET R E C). 

C'est Ia premiere ligne qui assure le caractere prospectif. Au plan theorique, on 
peut trouver plus convaincant d'appliquer ala loi de Coulomb le formalisme des bi
potentie/s [SAX 91], une technique generale pour le traitement de lois de resistance 
dites "non associees". Ce formalisme engendre automatiquement une loi de contact 
de type prospectif et, lorqu'on arrive ala construction d'un algorithme, il remplace Ia 
formule de proximation [ 11] par une caracterisation qui est encore de type extremal 
(voir aussi [Mor 86]). 

5. Collisions 

5.1. Dynamique percussionnelle 

On a vu dans le cas special du paragr. 2.3 comment un algorithme CD peut faire 
face formellement a une collision. La difficulte ne se situe pas dans l'occurence d'un 
saut de vitesse, mais dans Ia necessite de posseder des lois phenomenologiques ma
niables resumant avec assez de precision la complexite d'interactions breves mettant 
en jeu de gran des forces. 

11 est usuel d'admettre que le phenomene se deroule sur un intervalle de temps 
[tc, tc + r] suffisamment court pour que les deplacements y soient negligeables. La 
matrice A de !'equation [23] est ainsi traitee comme constante sur cette duree; on 
integre les deux membres sur l'intervalle. Le terme F donne une contribution negli
geable, mais non les forces de contact, pour lesquelles on attend des valeurs d' autant 
plus grandes que I 'interaction est plus breve. 11 reste 

u(tc + r)- u(tc) = A- 1 L sa. [24] 
a 

Les sa sont les integrales des ra ; ces dernieres quantites sont reliees aux forces de 
contact R a par [22] et, comme avec A, on suppose Ia duree T suffisamment courte 
pour que G~ soit traitee comme une matrice constante. Cela donne 

sa= G~sa, [25] 

oil sa, integrale de R a sur l'intervalle, est Ia percussion de contact. Noter que les va
leurs de a a considerer ne se limitent pas necessairement a 1, etiquette du contact brus
quement introduit par Ia collision: si les corps qui se rencontrent font partie d'amas 
ayant deja des contacts, des percussions doivent aussi y etre attendues. 

Ace stade de Ia formulation, on decide d'oublier la duree ret d'identifier le pre
mier membre de [24] au+ (tc) - u- (tc). saut instantane de u. 

11 manque des informations sur sa' pour qu'on puisse determiner u+(tc). lequel 
fournira la vitesse initiale pour calculer le mouvement consecutif a la collision. De
puis Darboux, il est traditionnel de proceder a une analyse du processus de collision 
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grace a un changement d' echelle, indexant I' evolution des vitesses par un micro-temps 
relativement auquel on invoque les equations de Ia Dynamique reguliere sans pour au
tant que les positions changent. Les procedures de cette sorte comportent diverses 
variantes, un point deli cat etant de discuter I' importance eventuelle de deformations 
microscopiques des corps au voisinage des lieux d'impact. Elles revelent en outre que 
Ia vitesse relative Ua ne conserve pas en general une direction fixe durant !'evolution 
microscopique. Or les lois de contact, telles que Ia loi de Coulomb formulee a Ia sec
tion precedente, sont essentiellement des relations non lineaires entre Ua et na. Les 
operations d'integration par lesquelles on definirait Ia moyenne de Ua et Ia percussion 
sa ne commutent pas en general avec de telles relations (cas d'exception: Ia loi de 
Coulomb etant une relation "conique", c'est-a-dire positivement homogene de degre 0 
par rapport a Ua et a R a, Ia commutation se justifie dans le cas particulier ou on a des 
raisons d'affirmer que Ua conserve une direction et un sens fixes durant le processus). 

Resumer Ia dynamique des collisions par des "lois de restitution", grace auxquelles 
seules les vitesses avant choc (connues) et les vitesses apres choc (les inconnues du 
probleme) entrent dans le calcul, ne peut done en general fournir qu'une approxima
tion assez grossiere [STO 96]. C'est pourtant le parti auquel nous allons nous resoudre, 
car les techniques numeriques en vue s'adressent a Ia dynamique de granulats ou de 
mac;onneries pouvant comporter plusieurs dizaines de milliers de contacts et il est hors 
deportee d'analyser les micro-evolutions induites en chacun d'eux. 

5.2. Vitesses ponderees et restitution 

On va admettre qu'en chaque contact- soit a son etiquette- une loi de contact 
telle que Ia loi de Coulomb (conique et de type prospectif) relie Ia percussion sa 
a une vitesse locale moyenne U~ ("a" comme average). Celle-ci est definie par une 
ponderation entre les valeurs avant et apres choc u;; et U't, ponderation qui peut 
d' ailleurs invoquer des coefficients differents pour les composantes normales UaN et 
tangentielles UaT : 

ua - ~u- - 1-u+ 
aN - 1 + Pa aN + 1 + Pa aN 

a _ Ta _ 1 + 
UaT- -

1
--UaT + -

1
--UaT· + Ta + Ta 

[26] 

[27] 

Les parametres empiriques Pa etTa seront appeles coefficient de restitution normale 
et coefficient de restitution tangentielle, denominationsjustifiees par ce qui suit. 

La loi de contact invoquee etant de type prospectif, les implications [20] et [21] 
montrent que Sa ne peut differer de zero que si U~N = 0, c'est-a-dire u:N = 
-Pa u;;N, ce qui est formellement I' equation de restitution de Newton. Mais Ia proce
dure presente est plus riche que !'application d'une loi de restitution a chaque contact 
separement: eJJe permet aussi Sa = 0 pourvu que U~N > 0. C'est Je calcul glo
bal, invoquant tousles contacts par l'intermediaire de [24], qui tranche entre ces deux 
alternatives. 



Systemes de corps rigides 23 

De maniere analogue, ce calcul global peut, si le frottement est suffisant, deboucher 
sur le cas "vitesse tangentielle nulle" de Ia loi de Coulomb. Alors u:T = -TO! u;;T, 
ce qui exprime une restitution tangentielle. 

L'exemple familier du balancement par lequel un bloc rectangulaire elance, pose 
sur un plan horizontal, atteint finalement son equilibre apres des alternances de pivote
ment au tour des deux coins inferieurs, montre I' inaptitude de Ia formule de restitution 
de Newton a modeliser les collisions dans un systeme exhibant plusieurs contacts : 
lorsque, a !'issue d'un pivotement autour de l'un des coins, !'autre coin vient heurter 
le plan horizontal, cette formule ne permettrait pas au premier point de decoller. En re
vanche, Ia technique des vitesses ponderees, meme avec des coefficients de restitution 
nuls, fournit des resultats plausibles. 

5.3. Equations de Ia Dynamique Non Reguliere 

On recherche le mouvement du systeme sur un intervalle de temps I, d'origine t0 . 

L'inconnue principale etant, comme on !'a dit, Ia fonction vitesse t ~ u E Rn, nous 
nous limitons pour abreger au cas ou Ia fonction position t ~ q E Rn s'en deduit 
par !'integration [I]. Meme si Ia fonction u est construite de fa~on moins directe (cf. 
paragr. 3.3), on peut finalement generaliser !'equation [23] sous Ia forme d'une egalite 
de mesures a valeurs dans R n 

A(t, q) du = F(t, q, u) dt + L s"'. [28] 

lei, du designe Ia mesure differentielle de u, egale a u~ dt sur tout sous-intervalle de 
I ou u est absolument continue, mais qui peut aussi comporter des atomes, c'est
a-dire des mesures concentrees aux instants de discontinuite eventuelle des vitesses 
[Mor 88a] : le poids d'un tel atome est ega! au saut u+ - u-. 

Les s"' sont les composantes generalisees des mesures impulsions S"' aux divers 
points de contact. Sur un sous-intervalle ou le mouvement est regulier, on a S"' = 
1?"'dt et s"' = r"'dt, ce qui permet d'invoquer [22] pour chaque t. En revanche, sur 
Ia duree "infiniment courte" d'une collision, G~ (t, q) est traite comme constant: par 
integration sur cette duree, il vient done une relation de meme forme entre s"' et S"'. 
Au total, sur l'intervalle I entier on a Ia relation suivante entre mesures, qu'elles aient 
ou non des densites par rapport a dt, 

s"' = G~ S"', [29] 

ecriture legitime puisque t ~ G~(t, q(t)) est continue. 

II reste a expliquer comment I' artifice des moyennes ponderees, introduit au para
graphe precedent, peut trouver place dans ce cadre general. C'est un point de Theorie 
de !'Integration que, etant donnee une collection finie de mesures sur I, qu'elles soient 
a valeur dans R comme dt, dans Rn comme duets"' ou dans R 3 comme lesS"', il 
existe necessairement une mesure non negative base, soit J-l relativement a laquelle 
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toutes possedent des fonctions densites. Parce que Ia loi de Coulomb, de meme que 
[29], sont des relations coniques, il est equivalent de les enoncer entre des mesures ou 
entre leurs fonctions densites. Incidemment, J.L peut etre arbitrairement multipliee par 
une fonction positive (localement J.L-integrable), au prix d'une division des densites 
par cette meme fonction [Mor 88a]. 

Dans ce qu'on a appele aux sections 2 et 3 Ia Dynamique reguliere, Ia fonction u 
est absolument continue et on peut prendre la mesure de Lebesgue dt comme mesure 
base. La continuite de u fait que les vitesses ponderees sont egales aux vitesses ordi
naires. On vient de voir I 'usage des vitesses ponderees dans le traitement de collisions. 
Dans [Mor 88b] se trouve )'application de la meme technique mathematique alamo
delisation des catastrophes frictionnelles, auxquelles on continue de faire reference 
sous le titre impropre de "Paradoxe de Painleve". L'algorithme decrit dans Ia section 
suivante permet de calculer de tels mouvements non reguliers, au meme titre que des 
collisions. 

6. Implementation 

6.1. Discretisation 

Si on evite les instants ou Ia matrice A deviendrait singuliere, Ia fonction ma
tricielle t 1--t A - 1 ( t, q ( t)) est continue. En multi pliant par cette fonction les deux 
membres de [28] (et en renommant l'indice de sommation), on obtient 

du = A - 1 F dt + A - 1 L s13 . 
f3 

[30] 

Comme au paragr.2.3, soit [ti, tr], de longueur h, un pas de temps; on pose tm 
1 h 1 h V I . . ' l . A- 1 G G* = ti + 2 et qm : = qi + 2 Uj. u eur contmUite, es matnces , /3• 13 

seront traitees sur tout l'intervalle comme conservant les valeurs qu'elles ont au point 
(tm, qm), tandis qu' on adoptera pour F la valeur constante F (tm, qm, ui). Moyennant 
quoi, en integrant les deux membres de [30] sur l'intervalle, il vient 

ur = Uj + A - 1 F h + :L: A - 1 c~ sf3, [31] 
f3 

ou Sf3, integrate de 1?}, constitue I' impulsion de contact au point M 13 pour le pas 
conceme. Une telle discretisation resumant un bilan d' impulsions sur I 'intervalle [ti, tr], 
ne postule pas !'existence des accelerations: elle vaut aussi bien si l'intervalle comp
orte des collisions. Le cas d'une collision survenant exactement a l'une des extremites 
de l'intervalle n'est pas exclu: a cet egard, on peut dire que les valeurs indexees 'i' 
simulent des limites a gauche et les valeurs indexees 'f' des limites a droite. 

L'indice de sommation n'a besoin de parcourir que I' ensemble des etiquettes des 
contacts actifs. Avec la notation [13], on adopte Jm : = J(tm, qm) comme estimation 
de cet ensemble pour toute la duree du pas. Pour chaque o: E Jm. on doit disposer 
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d' une loi de contact liant sa aux variables cinematiques. On va admettre que Ia vitesse 
relative des corps en contact au point Ma intervient sous Ia forme d'une moyenne 
ponderee comme en [26] et [27], a ceci pres que les roles tenus alors par les Iimites 
a gauche eta droite d'un instant de collision tc sont joues maintenant par les valeurs 
de Ua en ti et tr. Si aucune collision n'a lieu dans l'intervalle [ti, tr], cette maniere de 
prendre en compte I' inconnue ur a travers une ponderation fait ressembler le present 
schema de discretisation a une "0-methode". En particulier, pour des valeurs nulles de 
tousles coefficients de restitution, on se trouve en presence d'un schema implicite. 

Si on se limite a des lois telles que Ia loi de Coulomb, laquelle est conique separe
ment par rapport aux composantes normale et tangentielle de Ia vitese relative locale, 
et si on note CaN et Gar Ia composante normale et Ia composante tangentielle de 
Ga, on peut chasser les denominateurs, d'ou 

Ta Gar Ui +Gar U[ + (1 + Ta)War, sa)= vrai [32] 

Le probleme va etre de resoudre le systeme [31][32] par rapport a l'inconnue U[, apres 
quoi le pas se terminera par qr = qm + ~ h ur. 

REMARQUE l.- Traiter F comme constant sur l'intervalle [ti, tr] suppose que les 
forces "elastiques" eventuelles n' ont qu 'une dependance douce a I' egard de Ia position 
q. En revanche, si les elasticites sont trop raides, on peut appliquer une procedure due 
a M. Jean [JEA 95], consistant a remplacer A par une matrice combinant inerties et 
coefficients d'elasticite lineaire. 

REMARQUE 2.- L'occurrence de collisions est revelee par un ensemble Jm adressant 
certains contacts inexistants au pas precedent. Comme on I' a souligne anterieurement, 
les impulsions aux autres points de contact presents doivent s'en trouver affectees. 
L'algorithme prend cela en compte, mais souffre toutefois d'un manque de "pouvoir 
separateur": s'il y a plus d'un nouveau contact, toutes les collisions correspondantes 
sont traitees ensemble. Par exemple, une accumulation de chocs, comme lorsqu'une 
balle de ping-pong atterrit, est traitee comme une seule collision si, physiquement, ces 
chocs ont tous lieu dans l'intervalle [ti, tr]. 

6.2. Procede iteratif 

La methode Ia plus employee pour Ia resolution numerique du probleme non re
gulier [31][32] consiste en iterations inspirees de ce qu'on fait lorsqu'on aborde des 
systemes d'equations lineaires par Ia technique de Gauss-Seidel. 

Supposons qu'une approximation (u[sti, S~sti), j3 prenant toutes les valeurs de Jm, 
ait ete obtenue, et qu'elle satisfasse exactement [31]. On va en deduire une autre ap
proximation ( ujorr, Sforr) en alterant seulement sa, autrement dit Sforr = S~sti si 
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(3 =j:. o:. On demande a cette nouvelle approximation de verifier elle aussi [31], c'est
a-dire par difference 

[33] 

et de verifier Ia Ioi du contact d'etiquette o: telle qu'elle est ecrite en [32]. On elimine 
de cette derniere l'inconnue uf'arr en appliquant Ga aux deux membres de [33], d'ou 
en separant les composantes normale et tangentielle CaN• GaT 

I · (Ucanst + G esti + H (Sa sa ) 
Ola aN aN Ur aN carr - esti ' 

U canst + G esti + H (Sa sa ) sa ) · aT aT Ur aT carr - esti ' carr = vrai. [34] 

Les matrices HaN et HaT expriment les composantes normale et tangentielle de 
H a = G a A -l G~ , application lineaire symetrique positive de R 3 dans lui-meme que 
nous proposons d'appeler I' operateur de Delassus. En quelque sorte, cet operateur 
decrit l'inertie du systeme "telle qu'on Ia voit depuis le point de contact Ma"· Dans le 
cas usuel ou Ga : Rn -+ R 3 est surjective (i.e. c: : R 3 -+ Rn injective), I'operateur 
H a est defini positif. 

Apparaissent aussi les composantes d'un element u;_anst, ainsi note parce que, 
pour chaque o:, il demeure constant au cours des iterations: 

U~Nst 

u~o;st 

Pa CaN u; + (1 + Pa)WaN 

Ta GaT u; + (1 + Ta)WaT 

La resolution de [34] equivaut au traitement d'un systeme qui presenterait un seul 
contact. On I'effectue de maniere repetee avec o: parcourant cycliquement Jm. La de
cision d'arreter les iterations peut etre prise d'apres l'examen des quantites scalaires 
HaN ( Sgarr - S~t;). Le maximum de leurs valeurs absolues sur un cycle o: E Jm est 
une mesure significative de Ia precision avec laquelle les lois de contact sont satis
faites. 

La demonstration mathematique de Ia convergence d'algorithmes de Gauss-Seidel 
non lineaires n'a ete faite que dans des cas particuliers [JOU 98]. La mesure de pre
cision ci-dessus permet done seule de juger de Ia qualite de I' approche. Sous reserve 
d' un tel controle, on peut se permettre bien des variantes. Par exemple, I' operateur H a 

dans [34] pourrait etre remplace par n'importe quelle application ayant zero comme 
limite a l'origine de R 3 . En particulier, !'usage a cet endroit d'un coefficient multipli
cateur ajuste empiriquement fournit des rnoyens efficaces d'accelerer Ia convergence. 

En I' absence d'information, Ie demarrage des iterations s'effectue avec des S~sti 
nuls, les uf"ti correspondants etant determines par [31 ]. Mais dans des situations ou 
les contacts persistants predominent sur les collisions (en particulier dans I' analyse des 
equilibres eventuels), on ameliore considerablement l'efficacite du calcul en adoptant 
pour les s~sti les valeurs trouvees au pas precedent en chacun des contacts deja pre
sents. 
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A cours des ajustements successifs decrits ci-dessus, le respect de )'equation de 
Ia dynamique [31] est assure par Ia condition de preservation [33]. Les calculs de 
Mecanique des Granulats exigent souvent des millions d'ajustements, de sorte qu'on 
pourrait craindre une accumulation d'erreurs. II suffit pour s'en premunir de revenir a 
[31] pour une correction de u[sti, a chaque million d' ajustements par exemple. 

Le traitement n'implique pas le stockage de grosses matrices. En effet, chacune 
des applications lineaires Go: : Rn -+ R 3 concerne au plus une paire de solides 
libres. La partie non nulle de Ia matrice correspondante est done au plus un rectangle 
de taille 12 x 3 (et seulement 6 x 2 dans les modeles bidimensionnels). 
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