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RESUME. Dans /'emboutissage de tales minces, les forces de retenue ( FR) dues aux jones 
permettent de modifier /'ecoulement du metal, et leur contrale est done llll des movens les 
plus efficaces pour assurer Ia qualite des pieces embouties. L'Approche Inverse (A./.) 
developpee a /'UTC permet de simuler /'emboutissage plus rapidement que les methodes 
incrementales tout en tenant compte des FR Cette AI est combinee avec un algorithme de 
Programmation Quadratique Sequentie/le (SQP) afin d'optimiser les FR pour limiter les 
risques de striction et d'epaissement. Ce processus d'optimisation s'avere tres efficace grace 
aux hypotheses simplificatrices de /'AI et au ca/cul analytique des sensibilittis. 

ABSTRACT. In the deep drawing process, drawbead restraining forces can control the material 
ftow and thus the part quality in the sheet forming process. The Inverse Approach ( I.A.) 
developed at UTC can be used for sheet forming simulation more efficiently than incremental 
methods. This I.A. is combined with a Sequential Quadratic Programming (SQP) algorithm 
to optimize the restraining forces in order to avoid necking and wrinkling. This optimization 
procedure seems to be Vel}' efficient due w the simplified assumptions of the I.A. and the 
analytical sensitivity analysis. 

MOTS-CLES : emboutissage de tales, approche inverse, conception de jones, analyse de 
sensibilites, forces de retenue. 
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Restraining forces. 
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1. Introduction 

La simulation numerique de I' emboutissage est largement utilisee en conception 
et fabrication de produits industriels pour eviter les procedures experimentales 
longues et cofiteuses. Les actes des congres recents [LEE 96], [ALT 96], [OWE 97], 
[HUE 98], [GEL 99] refletent bien !'interet croissant porte a ce domaine et les 
progres accomplis depuis une dizaine d'annees. De nombreux codes incrementaux 
sont developpes pour Ia simulation precise de l'emboutissage [MAK 93], quelques 
codes simplifies sont developpes pour Ia conception preliminaire des pieces et des 
outillages d'emboutissage [BAT 89], [GER 89], [SKL 92], [LIU 95]. Une methode 
d'elements finis simplifiee appelee «Approche Inverse» (AI) a ete proposee par 
Batoz et al. pour estimer les grandes deformations dans les pieces embouties 
[BAT89], [BAT97], [BAT98]. L'idee originale de l'AI est d'exploiter au 
maximum Ia connaissance de Ia forme de Ia piece desiree en adoptant une 
<< demarche virtuelle inverse » pour estimer les deformations de Ia piece emboutie. 
Les hypotheses sur }'action des outils et Ia loi de comportement permettent d'eviter 
le probleme de contact et !'integration pas a pas de Ia plasticite ; ces hypotheses sont 
discutables, mais les resultats sont satisfaisants dans les applications industrielles. 
L' AI presente I' a vantage d' etre beaucoup plus rapide que les approches 
incrementales. 

Les deux types d'approches (simplifiees et incrementales) permettent d'evaluer 
!'influence d'un ensemble de parametres donnes sur Ia qualite de Ia piece emboutie, 
mais si on veut rechercher une bonne combinaison de ces parametres, de 
nombreuses analyses doivent etre effectuees. L'optimisation manuelle des 
parametres de I' emboutissage reste tres longue et fastidieuse. Des travaux en 
nombre tres limite ont ete presentes sur }'optimisation automatique du procede 
d'emboutissage a cause des difficultes numeriques: Ia simulation de l'emboutissage 
est deja longue et complexe, de nombreux appels du code d'analyse sont necessaires 
dans Ia boucle d' optimisation et le calcul des sensibilites est difficile a realiser dans 
un code incremental. Ohata, Nakamachi et al. ont utilise une methode dite 
<<Sweeping Simplex» avec le code ROBUST (dynamique explicite incremental) 
pour optimiser les profondeurs d'emboutissage de deux poin~ons afin d'obtenir une 
distribution d'epaisseur << uniforme » [OHA 96]. Ghouati, Joannic et Gelin ont 
utilise un algorithme d'optimisation de type<< Gradient» avec deux codes d'analyse 
d'emboutissage (statique implicite et dynamique explicite) pour controler le retour 
elastique [GHO 98]. Notre AI a deja ete combinee avec une methode de 
Programmation Quadratique Sequentielle (SQP) pour optimiser Ia forme du flan 
[BAR 96]. II est particulierement interessant d'utiliser !'AI dans Ia boucle 
d'optimisation en raison de sa rapidite et de sa nature« totale »qui permet un calcul 
analytique des sensibilites, plus rapide et plus precis que les estimations par 
differences finies. 
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Les jones jouent un role tres important dans un procede d 'emboutissage. Leur 
forme et leur position determinent Ia distribution des forces de retenue (FR), qui 
sont determinantes quant a Ia qualite de Ia piece obtenue : des forces trop fortes 
empechent l'avalement de Ia tole et peuvent causer Ia striction. En revanche, des 
forces insuffisantes peuvent aboutir a des plisscments (figure I). Notre objectif est 
d'optimiser ces FR pour minimiser Ia variation de l'epaisseur et diminuer ainsi le 
risque de striction et de plissement dans Ia piece emboutie. 

Dans cet article, nous rappelons d'abord les hypotheses principales et Ia 
formulation de I' AI, puis le modele de jonc considere, et no us presentons ensuite Ia 
procedure d'optimisation: le choix des variables de conception, Ia definition de Ia 
fonction objectif (FO) et des limitations, le calcul analytique des sensibilites. Les 
premiers resultats concernant I' optimisation des FR dans I' emboutissage de Ia bolte 
carree (Benchmark de Numisheet'93) montrent l'efficacite et Ia performance de 
notre approche. 

Figure 1. Principaux defauts en emboutissage : striction et plissement 

2. Description de I' approche inverse 

L'AI a ete presentee par les auteurs en detail dans [BAT 97, 98]. Cette approche 
est basee sur Ia connaissance de Ia forme finale de l'embouti. A partir d'un maillage 
de Ia piece finale, on cherche les positions des points materiels dans le flan plan 
initial (figure 2). La premiere estimation peut etre Ia simple projection verticale des 
mt:uds dans le plan horizontal, et puis ces positions sont ajustees par un algorithme 
implicite de Newton-Raphson pour satisfaire l'equilibre dans Ia piece finale. Deux 
hypotheses principales sont retenues dans 1' AI : I' hypothese du chargement radial ou 
proportionnel, qui permet d'utiliser Ia loi integree de Hencky (Deformation Theory 
of Plasticity) ; !'hypothese simplificatrice des actions des outils, qui permet de 
remplacer ces actions par des forces de pressionlfrottement pour eviter le probleme 



154 Revue europeenne des elements finis. Volume 9- no 1-2-3/2000 

de contact. Ainsi, nous obtenons une methode directe et independante de l'histoire 
des deformations. L' AI s'avere tres rapide et robuste pour ['estimation des grandes 
deformations dans les pieces embouties. 

l
z.w ,v 

x.u -
P Action de I" outil 

Jonc 

Flan initial Force de retenue 
plan 

Figure 2. Principe de !'approche inverse 

2.1. Relations cinematiques 

Dans I' AI, seuls le flan plan initial C0 et Ia forme 3D de Ia piece finale sont 
consideres. En utilisant I' hypothese de Kirchhoff, les vecteurs position initial et final 
d'un point materiel q peuvent etre exprimes par rapport au point p situe sur Ia 
surface moyenne deC (figure 3): 

[I] 

[2] 

ou uP est le vecteur de deplacement du point p, n° et n sont les norrnales de Ia surface 
moyenne en p" et p, z" et z sont les coordonnees a travers des epaisseurs initiale et finale. 

Soit x = <x y z> le repere local orthogonal. Le tenseur gradient de deformation 
aux points q0 et q par rapport a p est donne par : 

d x~ = [F0 ]-I dx 

dxq = [F,]dx 

[FoJ 1 
= [xp.x- up.x ;xp.y- Up.y; n°/A.3] 

[F,] = [x p.x + z n.x ; x p.y + zn p.y ; n ] 

[3] 

[4] 

ou A.3 = zlz0 = h/h0 est !'elongation d'epaisseur (supposee constante a travers de 

l'epaisseur). 

L'inverse du tenseur gradient de deformation en q est obtenu avec [3], [4] : 

d x~ =[F)-I dxq [F )- 1 = [F0 )-
1 [F.)- 1 [5] 
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Les tenseurs [F0 ]-
1 

, [Fz j 1 s'expriment dans le repere local defini par: 

[6] 

Ainsi, le tenseur de Cauchy-Green gauche entre q et q0 peut etre defini par : 

[7] 

L'hypothese de !'elongation d'epaisseur constante permet d'obtenir le tenseur 
[B)"' avec le decouplage des elongations dans le plan et suivant l'epaisseur de Ia 
tole. Le calcul des valeurs propres de [B)"' donne deux elongations principales dans 
le plan AI' "-z et leur matrice de transformation [M]. L, elongation d, epaisseur est 

ensuite calculee avec !'hypothese d'incompressibilite. Finalement, les deformations 
logarithmiques sont obtenues comme suit : 

[c]= [M][lne ][Mf 

Embouti (30) 
final connu 

z,n 

h 

Figure 3. Cinematique d'une coque mince en emboutissage 

2.2. Vecteur des forces internes de l 'element CST 

[8) 

L'element de coque DKTI2 (Discrete Kirchhoff Triangle) represente sur Ia 
figure 4, a ete implante dans I' AI [BAT 98]. Dans I' AI, le maillage en elements finis 
est cree sur Ia piece 3D finale connue. Le Principe des Travaux virtuels (PTV) est 
ecrit sur cette configuration : 
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W = L,We = L,(wfnr -W~xJ= 0 [9] 
elt elt 

ou W,., est le travail virtue! interne, W,,. est le travail virtue! externe associe aux 
actions des outils (paragraphe 2.4 ). En negligeant les effets de cisaillement 
transversal dans Ia tole, le travail virtue! interne est donne par !'expression suivante : 

Wfnr = f v'(E*){cr}dv = fv,(E: 
* r:,) j:; }d' [10] Ey 

cr,Y 

avec 

(E*)=(e*)+z(x*) 
h h 

[ 11] (--:s;z:s;-) 
2 2 

ou ( E *) est compose des deformations virtuelles de membrane et de flexion, { cr} est 

le vecteur de contraintes planes de Cauchy, 1' epaisseur h est supposee con stante par 
element. 

Embouti 
final connu 

I 
\ I 

\ 

C ""iolution initiale 
estimee 

Figure 4. Element de coque DKT12 (6 ddl globaux dans l'Al) 

Pour !'etude d'optimisation seuls les efforts de membrane sont pris en compte. 
Des approximations lineaires sont utilisees pour u * et v * pour obtenir I' operateur 
de deformation [Bm] [BAT 97, 98] : 

[ 12] 
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avec: (u~)=(u~ i = 1, 2, 3) 

0 0 Y3I 

x 32 0 0 

Y23 0 xl3 

0 0 y 12 

x 13 0 0 

Y3I 0 X21 

0 

~] [13] 

YI2 

y23 designe (y2 -y,), A est l'aire de !'element, (x,, y) sont les coordonnees locales des 
trois mx:uds. La matrice [B) est constante par element. 

Nous integrons ensuite !'equation [10] pour definir les composantes du vecteur 
des forces interne exprime dans le repere global tel que : 

[14] 

[15] 

ou {N} represente les forces de membrane. Dans !'equation ci-dessus, il n'y a que 
{N} qui varie au cours des iterations. Les deplacements virtuels verticaux sont nuls 
carIes deplacements verticaux reels sont connus. La prise en compte de !'action des 
outils donne le vecteur des forces externes (paragraphe 2.4) ; nous obtenons ainsi le 
systeme des equations d'equilibre non Iineaire : 

[16] 

2.3. Equations constitutives avec anisotropie plane 

Dans Ia presente approche, Ia deformation elasto-plastique est supposee 
independante du trajet de chargement. Comme dans les travaux precedents [BAT 97, 
98], nous adoptons Ia theorie de Ia plasticite dite theorie de deformation de Hencky­
Ilyushin. Si on considere une tole plane anisotrope, Ia plasticite peut etre decrite par 
Ie critere de Hill avec Ia condition de contraintes planes : 

<!>=(cr)[P]{cr}-cr2 =0, [17] 

ou a est Ia contrainte plastique equivalente, et Ia matrice [P] est fonction du 
coefficient moyen d' anisotropie plane r defini par Ies trois coefficients de 
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Lankford. L'hypothese de chargement proportionnel (radial) permet d'obtenir les 
relations suivantes entre les deformations plastiques totales et les contraintes totales : 

[18] 

ou Ep = C(Ep) [P ]-I {£p })112 est Ia deformation plastique equivalente. 

Si on suppose que I' anisotropic et I' incompressibilite ci-dessus sont aussi 
valables pour les petites deformations elastiques, alors le coefficient de Poisson est 
relie au coefficient d'anisotropie moyen de Ia maniere suivante : 

r 
V=--

l+r 

L'equation constitutive totale prend Ia forme simple suivante: 

[19] 

[20] 

ou Es est le module secant de Ia courbe contrainte/deformation uni-axiale, et E est Ia 

deformation equivalente. On peut alors calculer E et E5 en utilisant une estimation 

des deformations to tales {£}, puis estimer les contraintes. Cette operation est 

effectuee a chaque point d'integration numerique a travers l'epaisseur. 

2.4. Vecteur des forces nodales externes 

Comme I' AI ne peut pas traiter le probleme de contact dependant de l'histoire du 
chargement, on suppose que les actions des outils (poin~on et matrice) peuvent etre 
remplacees par des forces externes appliquees sur Ia configuration finale. Plusieurs 
hypotheses sont done faites en ce qui concerne )'action du poin~on, de Ia matrice et 
des jones ; elles sont exposees en details dans des articles precedents [BAT 97, 98]. 

2.4.1. Action du serre-flan 

On definit un vecteur de charges equivalentes dues au frottement par: 

[21] 

ou fest Ia densite de force tangentielle, qn est Ia pression normale du serre-flan, qui 
agit sur les deux faces de Ia tole. Le vecteur des forces nodales externes peut ainsi 
etre defini pour chaque element comme : 
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ou [N] est constituee a partir des fonctions de forme lineaires des elements 
triangulaires. 

2.4.2. Action du poinron et de Ia matrice 

Elles sont remplacees par une force de pression normale et une force de 
frottement tangentielle. La force resultante se situe sur Ia surface du cone de 
frottement d'angle 2 a (tan( a)= f.i),ou f.! est le coefficient de frottement. La direction 
de cette force est definie par !'expression suivante : 

1 
nf = N(n-l.lt) 

1 + 112 
avec [23] 

ou t le vecteur unitaire de Ia direction de glissement de Ia tole par rapport au poinc;:on 
ou a Ia matrice. 

L'intensite P de Ia force resultante est inconnue. En fait, i1 y a trois equations 
d'equilibre et trois inconnues a chaque nceud : deux dep1acements horizontaux U, V 
(Ia composante verticale West connue), et 1'intensite de Ia force P. Une technique de 
condensation est utilisee pour eliminer p des equations, et un systeme a seu1ement 
deux degres de liberte est obtenu : 

[24) 

done 
pk = (n~ n~ n~)j~ l. 

lnt 

et 

[25) 

L'intensite de Ia force P peut etre calculee a Ia fin des iterations. 
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2.4.3. Action du jane 

L'estimation des forces de retenue (FR) du jonc peut etre faite de trois fac;ons: par 
des experiences [NIN 78], par des formules analytiques [WAN 82], [LEV 83], 
[STO 88], ou par une simulation elements finis 20 [CAR 96], [YOU 98]. Le modele 
de jonc de Stoughton [STO 88], compare a d'autres, a prouve son efficacite [ALT 94]. 
Ce modele est base sur le principe des travaux virtuels : il suppose que Ie travail 
necessaire pour tirer (ou pour retenir) Ia tole a travers un jonc est ega! au travail 
necessaire pour surmonter le frottement tole/outil et pour plier ou deplier Ia tole. 

Le travail virtue! plastique dG au cambrage/decambrage donne Ia valeur de Ia 
force de retenue a chaque changement de courbure i (figure 5) : 

Fi = b f~ ( t a d£ J dz 
2 

[26] 

ou b et ti sont respectivement Ia largeur et l'epaisseur, Ei et Ei sont les 
deformations avant et apres le i'm' changement de courbure. 

La force de retenue totale incluant le frottement peut s'exprimer finalement de Ia 
fac;on suivante (figure 5) : 

ou e est !'angle de contact, He Ia force de serrage (obtenue par Ia theorie des 

poutres) necessaire pour fermer le jonc. 

Tole 
Jonc Serre-llan 

6 

d 

Figure 5. Geometrie du jane avec cambrage-decambrage en 1,2 ... 6 

Nous avons generalise les formules de Stoughton pour tenir compte de jones de 
geometrie plus complexe (diverses formes, differents rayons ... ) et pour determiner 
le rayon effectif et I' angle de contact en presence de discontinuites. Le « benchmark 
test» de Numisheet'96 intitule « Limiting Dome Height» comporte un jonc de 
geometrie complexe, que nous avons utilise pour valider notre modele. La force de 
retenue du jonc DBRF et Ia force de serrage BHF ont ete calculees a Ia fois par les 
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formules de Stoughton modifiees et par une simulation 2D d' OPTRIS™ [MON 99] 
(voir tableau 1). Nous pouvons remarquer Ia bonne concordance des valeurs de Ia 
force de retenue, mais par contre une difference significative entre les forces de 
serrage. 

Materiau E ? cry a= K E" BHF(kN/mm) DBRF (kN/mm) 
du flan (Gpa) (kg/mm3

) Mpa K n Optris Stoughton Optris Stoughton 

Acier IF 206 7.8E-6 158 526 0.233 0.24 0.222 0.26 0.250 

Acier HS 206 7.8E-6 370 734 0.156 0.31 0.291 0.32 0.314 
A1u 69 2.7E-6 155 488 0.232 0.125 0.149 0.12 0.168 

Tableau 1. Comparaison de Ia force de retenue et de Ia force de serrage 

La force de retenue F du jonc est une force repartie le long de Ia ligne de jonc 
(N/mm) et doit rester autant que possible independante du maillage (figure 6). Pour 
determiner Ia force nodale equivalente, de maniere a effectuer !'assemblage du 
systeme, Ia force de retenue situee dans un element a ete partagee entre ses trois 
nceuds sommet par interpolation lineaire. 

Force de rctcnucdut! 
auJonc 

Figure 6. FR distributes etforces nodales equivalentes 

Apres Ia discretisation par elements finis, un systeme d'equations non lineaires 
en deplacements U est obtenu : 

[28] 
e 

ou {R} est le vecteur residu, {Fim } et {Fext} les vecteurs des forces internes et 

externes. 

La resolution de ce systeme constitue le probleme direct, au sens de 
I' optimisation ; no us allons presenter main tenant le probleme inverse, qui va 
consister a optimiser les FR pour ameliorer Ia qualite de Ia piece emboutie. 
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3. Optimisation des forces de retenue 

II existe peu de travaux relatifs a I' optimisation des jones de retenue : une 
methode d'essai-correction numerique a ete utilisee pour chercher les FR optimales 
dans l'emboutissage d'une baignoire [CHE 96]. Cette methode est fastidieuse et 
difficile a utiliser systematiquement dans les applications industrielles. Plus 
recemment, [LUE 98] presente !'optimisation automatique d'une piece de Ia Renault 
KANGOO a !'aide des codes Simex, Quality Analyser et Hyperopt. Les resultats 
demontrent bien les gains apportes par !'optimisation du procede, mais les temps de 
calcul res tent importants. Dans le present travail, beneficiant de I' efficacite 
(rapidite) de I' AI et du calcul analytique de sensibilites, nous souhaitons atteindre un 
temps de calcul total de I' ordre de trois a quatre heures au maximum pour une piece 
complexe, afin de rendre Ia methode utilisable en phase de conception preliminaire 
des outils, pour trouver rapidement les formes et les positions des jones de retenue 
assurant Ia bonne qualite de l'embouti. 

Les variables de conception pourraient etre directement les posttions et les 
formes de jones, mais cela aboutirait a un nombre de variables important et a un 
espace de conception en grande partie non admissible (formes ou emplacement des 
jones impossible a mettre en reuvre). Dans Ia pratique, les !ignes de jones sont 
souvent paralleles au contour de Ia matrice a une certaine distance. Dans ce travail, 
on propose une demarche en deux etapes : 

- optimisation des intensites des FR tout en fixant Ia position de Ia ligne de 
jones, 

- identification de Ia geometrie des jones produisant ces forces optimales. 

3.1. Optimisation des intensites des forces de retenue 

3.1.1. Fonction objectif 

Dans I' AI, Ia striction et le plissement ne peuvent pas etre detectes directement, 
Ia variation de l'epaisseur semble etre un bon indicateur de Ia qualite des pieces 
embouties : Ia striction est souvent associee a un amincissement fort et le plissement 
est souvent associe a un epaississement important. C'est a partir de cette 
consideration que Ia FO du processus d'optimisation a ete definie [NAC 99], 
[GUO 99]: 

e lhe -hoiP e p 1r=1=L, 1 =L. 0 =L. (A:3 -l) 
e e h 

[29] 

ou h0
, he sont les epaisseurs initiale et finale de Ia tole, 1.:3 est I' elongation 

d'epaisseur; l'exposant p est introduit pour accentuer !'influence de Ia variation 
d'epaisseur maximale et done favoriser Ia convergence vers une repartition 
d'epaisseur « uniforme ». 
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3.1.2. Variables d'optimisation 

Dans cette etape, on fixe l'emplacement des lignes de jones, et on optimise 
I' intensite des FR en les supposant perpendiculaires aux I ignes de jones et constantes 
par morceaux (une seule variable pour une portion de Ia ligne de jonc). C'est un 
probleme d'optimisation continue qui est formule, et sa solution represente une ligne 
de jonc continue« portant »des forces d'intensites variables, alors que par nature, ce 
probleme est discret : on souhaite identifier quelques jones de geometrie simple. On 
effectue done une deuxieme optimisation dans laquelle seules les portions de Ia ligne 
de jonc correspondant aux forces optimales d'intensite maximale sont prises en 
compte. 

Si cette procedure n'est pas totalement satisfaisante d'un point de vue theorique 
(projection d'une solution continue dans le domaine discret), elle s'est averee tres 
efficace en pratique. On envisagera par Ia suite un processus d'optimisation avec 
variables discretes, pour chercher un optimum global tout en assurant que les 
solutions obtenues correspondent bien aux regles de conception appliquees dans le 
metier de l'emboutissage, mais ceci depasse le cadre de cette etude. 

Des bornes sont imposees sur les valeurs des FR. On peut egalement imposer des 
limitations sur les valeurs maximales d'amincissement et/ou d'epaississement 
autorisees. Selon le cas, I'algorithme d'optimisation employe est BFGS ou bien Ia 
methode de SQP qui est tres efficace et robuste pour les problemes d'optimisation 
avec des limitations fortement non lineaires. 

3.2. Identification de Ia geometrie des jones 

Connaissant Ia geometrie d'un jonc et les proprietes de Ia tole, on peut calculer Ia 
valeur de Ia force de retenue par le modele analytique de Stoughton [27]. II s'agit 
maintenant de resoudre le probleme inverse : identifier Ia geometrie des jones 
capables de produire les FR trouvees dans Ia premiere etape. Les variables sont cette 
fois des caracteristiques geometriques des jones (rayons Repaulement• Rtringle• g, d, L. .. 
voir figure 5). Notre objectif est d'obtenir en fin du processus d'optimisation une 
force de retenue egale a la force imposee qui a ete obtenue par le processus (Fretenue = 
Foptimaie); de plus, nous souhaitons que Ia force de retenue soit repartie a l'interieur 
du jonc de fa~on Ia plus uniforme possible. Le probleme d'optimisation s'ecrit ainsi : 

Minimiser: 

avec: 
et: 

6 
J = L (Fi- Fi-1) 2 

i=l 
F retenue = F optimale 
Rmin" R ''Rmax 

[30] 
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Ce calcul est tres rapide puisqu'il repose sur le modele analytique de jonc. II doit 
etre effectue pour chacune des forces trouvees dans Ia premiere etape (chaque 
segment du jonc ). 

4. Calcul de sensibilites 

Ce paragraphe concerne seulement le calcul de sensibilite effectue dans Ia 
premiere etape d'optimisation, ou les fonctions a deriver sont le resultat d'analyses 
par elements finis non lineaires. Le calcui de sensibilites est particulierement 
important dans un processus d'optimisation. La methode de differences finies (DF) 
est simple a mettre en reuvre, mais elle necessite de nombreux appels de I' AI et 
!'imprecision des sensibilites aboutit souvent a une convergence tres lente, voire a Ia 
divergence. La nature « directe » de I' AI facilite enormement le calcul analytique 
des sensibilites. La derivation totale de Ia FO J(v, U) s'ecrit: 

[31] 

ou v est le vecteur des variables de conception. Une methode d'etat adjoint a ete 
developpee pour simplifier le calcul. La derivation du systeme d'equilibre de I' AI 
[28] donne: 

[32] 

ainsi: [33] 

avec {P} solution de: [34] 

ou une seule resolution lineaire de !'equation [34] a chaque iteration d'optimisation 
est necessaire pour obtenir le vecteur {P}. La derivation totale d'une limitation 
g,(v, U) peut etre effectuee de maniere analogue, en rempla<;ant {a11au} par 

{ag i I au}. Dans I' optimisation des FR (no tees v ), Ia FO ne depend pas directement 

des FR: aJiav, = 0 le vecteur {aR I avJ= {aFext I avJ est compose de « nx. nv, 

(1-ni)112 » (n etant Ia direction d'une force de retenue) ou de« 0 » (composantes 

non concernees). Le terme {aJ I au} peut etre calcule au niveau elementaire et dans 

le repere local en utilisant Ia relation [35] : 
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avec f af..."l} defini par of...~ =(all.~ \ou} comme suit : 1au - auf 

ou: A.', etA.\ sont les deux elongations principales dans le plan de Ia tole soumise a 
!'hypothese d'incompressibilite (A.', 11.'2 11.'1 = 1), [B] est le tenseur de Cauchy-Green 
gauche, < f, >, < f2 > sont les vecteurs en termes des composantes de [Br', {ou"} est 

le vecteur de deplacements elementaire, [A,y] est une matrice definie par les 
coordonnees locales. 

Le processus d'optimisation demarre avec les FR initiates. Un calcul par I' AI est 
effectue pour obtenir les distributions de I' epaisseur, des deformations et des 
contraintes. La FO, les limitations et Ies sensibilites sont evaluees a partir de ces 
resultats. Ensuite, l'algorithme d'optimisation SQP cherche les nouvelles valeurs de 
v, permettant de diminuer Ia FOJ. Le processus s'arrete lorsque les conditions de 
Kuhn-Tucker sont satisfaites. 

5. Resultats numeriques 

Notre application numerique concerne I'emboutissage du quart d'une boite 
carree a 15 mm de profondeur (Benchmark de Numisheet'93 [MAK 93]). Dans cette 
etude, nous considerons !'optimisation des intensites des FR dues aux jones 
(figure 7). Les proprietes geometriques et materielles sont les suivantes : un tlan plan 
de 150 x 150 mm2

, E = 206 000 Mpa, h0 = 0.78 mm, coefficient de Lankford 
r = 1.77, coefficient de frottement 1.1 = 0.144, force de serrage totale = 19 600 N, 
courbe uni-axiale: cr = 567.29 x (EP- 0.007 127) 0

·
263 7 Mpa. Le maillage du quart de 

bolte comprend 468 nceuds et 856 elements T3. 

5.1. Analyse de sensibilites 

Une etude de sensibilites preliminaire a ete faite dans Ie but d'etudier !'influence 
des positions des jones de retenue sur Ia FO choisie. La force de retenue en chaque 
nceud sous le serre-tlan est supposee orientee dans 1e sens radial en partant du centre 
de Ia boite (X = 0, Y = 0, Z = 0, voir figure 7). Les gradients dJ!dv; en chaque nceud 
i sont calcules a Ia configuration initiale (c'est-a-dire Frer = 0). Dans Ia figure 8, les 
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valeurs negatives des gradients normalises ( -0.2 - -0.25 dans Ia zone D) signifient 
qu'il faudrait plus de FR pour empecher l'epaississement dans Ia zone E, tandis que 
les valeurs positives des gradients (0.21 - 0.26) indiquent qu'il faudrait faciliter 
I'avalement pour eviter l'amincissement au coin F. Cet exemple nous permet d'avoir 
une vision globale de l'influence des positions des jones sur Ia distribution de 
I'epaisseur: La variation des sensibilites est moins importante dans Ia direction 
radiale que dans les deux cotes frontaux (param:Ies aux axes OX et OY). Dans Ia 
pratique, Ies !ignes de jones sont toujours situes a (15 - 30 em) parallelement au 
rayon d'entree matrice. Ainsi, il est raisonnable de considerer seulement les 
intensites des FR comme variables d'optimisation. 

z 

contour interne 

c 

X 
y 

lignes de jones 

B 

Figure 7. Lignes de jane sur ~de Ia bolte carree de Numisheet '93 

Figure 8. Sensibilites de Ia FO par rapport aux FR nodales 
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5.2. Emboutissage sans prise en compte du frottement 

La procedure d'optimisation decrite dans Ia section 3 est appliquee pour Ia 
determination des FR optimales qui permettent de minimiser les variations 
d'epaisseur. Sept segments situes a environ 15 mm du contour de Ia matrice sont pris 
comme des !ignes de jones (voir figure 7). Une analyse non lineaire utilisant I' AI 
sans force de retenue a donnee des variations d'epaisseur maxima de + 6.74% et 
-5.22 %. La distribution d'epaisseur (en%) le long des !ignes OA et OB est montree 
sur Ia figure 9. 

~&.7-4 

~ 
f_s.21 
!I . 
. ; ... 
Q. .. llgne OB . 
'b 

j 2.15 ~ 
-~ 

0.02 

-Ul 

-2.44 

-].!17 

.... ,... ]1.25 4].5 51.75 51 65.25 72.5 

abscisse x [mm] 

Figure 9. Distribution d'epaisseur (%) obtenue sans FRet sansfrottement 

En pratique les FR sont toujours positives (i.e. des forces de tension), mais dans 
un premier temps nous supposons qu'elles peuvent etres negatives, et ce dans le but 
d'etudier les zones ou l'ecoulement de matiere doit etre retenu et celles ou il doit etre 
facilite. Dans notre processus d'optimisation, nous avons choisi les parametres 
suivants : le coefficient p = 4 dans [29], les forces initiales de retenue sont de 
100 N/mm, leurs bornes superieures et inferieures ± 200 N/mm, Ia tolerance relative 
du residu 10-6 et Ia precision de convergence d'optimisation est de 10-10

• Une 
reduction de 95 % de Ia FO est atteinte au bout de 20 iterations utilisant 
186 secondes de temps CPU sur un PC Pentium II a 400 Mhz. Les variations 
maximales d'epaisseur (apres optimisation) sont de + 4.99 % et -4.07 %. La 
distribution d'epaisseur (en %) le long des !ignes OA et OB est montree sur Ia 
figure 10. Les intensites des FR des sept jones sont listees dans le tableau 2. Ces 
valeurs montrent qu'il faudrait, d'une part faciliter l'ecoulement de Ia matiere au 
niveau des jones 1, 2, 6 et 7 afin de reduire Ia zone d'amincissement au« nez » du 
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poin~on, et d'autre part, freiner l'ecoulement de Ia matiere au niveau des jones 3, 4 
et 5 afin de reduire Ia zone d 'epaississement. 

~ .... ,---------------------, 
~ 
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·3.97 

.... 
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u ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ n 
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Figure 10. Distribution d' epaisseur (%) pour les forces optimales ( ±200 N/mm) 

et sans frottement 

Dans une deuxieme simulation, nous avons considere uniquement les valeurs positives 
des FR (0- 200 N/mrn). Le processus d'optirnisation converge apres 10 iterations 
donnant ainsi une reduction de pres de 92% de Ia FO. Contrairement au cas precedent, les 
variations maximales d'epaisseur (+ 6.42 % et- 5.52 %) sont moins bonnes que celles 
relatives a !'optimisation avec les homes± 200 N/mrn. La distribution d'epaisseur (en%) 
le long des !ignes OA et OB est montree sur Ia figure 11. 

Les intensites des FR aux sept jones sont listees dans le tableau 2. Ces forces sont 
nulles partout sauf une au jonc 4. L'utilisation des jones permet de reduire les zones 
d'epaississement, mais en meme temps elle deteriore les zones amincissement. 
D'autres moyens tels que Ia lubrification et le decoupage des parties additionnelles 
superflues (notamrnent Ies coins du flan), permet de remedier au probleme de fort 
amincissement. 

Bomes I 2 3 4 5 6 7 
Sans ±200 -56.8 -168.24 73.22 139.11 73.22 -168.24 -56.8 

frottement 0-200 0 0 0 74.15 0 0 0 
Avec ±200 -83.40 -165.70 19.02 83.41 19.02 -165.70 -83.40 

frottement 0-200 0 0 0 0 0 0 0 

Tableau 2. Comparaison des FR optimales (Nimm) 
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Figure 11. Distribution d'epaisseur (%)pour les forces optimales ( 0- 200 N/mm) 
et sans frottement 

5.3. Emboutissage avec prise en compte du frottement 

Dans ce paragraphe, nous etudierons !'influence du frottement sur les resultats 
d'optimisation. D'abord une analyse non lineaire en utilisant I' AI incluant le 
frottement entre Ia tole et les outils mais sans FR est faite. Les resultats donnent des 
variations maximales d'epaisseur de+ 5.91 % et- 6.56 %. 

Comme dans le cas precedent, nous fixons l'intervalle de variations des FR entre 
± 200 N/mm. Le processus d'optimisation converge en 8 iterations, permettant ainsi 
une reduction de 97 %de Ia fonction objectif. Les variations maximales d'epaisseur 
relevees sont de + 4.62 % et -3.51 %. Les intensites des FR aux sept jones sont 
listees dans le tableau 2. Nous observons que Ia repartition des FR est similaire a 
celle notee pour le cas sans frottement. 

Dans ce demier cas, nous prenons les barnes 0 - 200 N/mm sur les FR et, a partir 
des memes conditions initiales que precedemment, nous procedons a I' optimisation. Le 
processus d'optimisation converge en 5 iterations avec une reduction de 94% de Ia FO. 
Les variations maximales d'epaisseur sont de+ 5.91 % et- 6.56 %. Les intensites des 
FR aux sept jones sont listees dans le tableau 2. Ces valeurs nulles des FR indiquent 
que dans ce cas-ci nous n'avons pas besoin de force de retenue car les forces de 
frottement sous serre-flan sont suffisantes pour limiter I'epaississement et des forces 
supplementaires conduiront a une augmentation d'amincissement aux coins de Ia boite. 
Les experiences ont montre qu'il n'est pas necessaire de mettre des jones de retenue 
pour obtenir une bonne distribution d'epaisseur pour cette boite carree. Les variations 
maximales des six cas precedents sont resumees dans le tableau 3. 
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Sans frottement A vee frottement 
Bornes F,ct=O ±200 0-200 F,ct=O ±200 0-200 

((h-h0 )/h0 )min -5.22% -4.07% -5.52% -6.56% -3.51% -6.56% 
((h-h")/h")max 6.74% 4.99% 6.42% 5.91% 4.62% 5.91% 

Tableau 3. Variations maximales d'epaisseur en% dans les six cas precedents 

5.4. Conception de jones 

Dans cette seconde etape de notre procedure globale d'optimisation, nous nous 
interessons a Ia determination des caracteristiques geometriques (les rayons) du jonc 
en utilisant Ia procedure de conception de jones exposee dans Ia section 3.2. Nous 
supposons que le jonc est cylindrique et ses trois rayons sont identiques ainsi 
Repaulement = Rtringle (voir figure 5). Comme indique dans Ia section 3.2, notre but est 
de determiner le meilleur rayon du jonc, qui permet d'avoir une force de retenue 
distribuee le plus uniformement possible et en meme temps d'assurer que Ia force de 
retenue totale est egale a Ia force optimale obtenue par le precedent processus 
d'optimisation (Fretenue = Foptimale). 

Comme exemple, nous nous proposons d'etudier le cas du jonc numero 4, dont Ia 
force optimale trouvee avec prise en compte du frottement est de 83.41 N/mm. Le 
processus d' optimisation a ete lance en utilisant les parametres suivants : exposant 
p = 2, un rayon initial de 2 mm, une borne inferieure de 2 mm, une borne maximale 
de 10 mm et une precision de convergence d'optimisation de 10'10

• Le processus 
converge apres 11 iterations et donne un rayon optimal de 5.4093 mm en atteignant 
une reduction de 86 % de Ia FO (figure 12). La courbe d'evolution de Ia force de 
retenue durant le processus d'optimisation est donnee dans Ia figure 13. 
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6. Conclusion 

Un processus tres efficace d'optimisation des FR est obtenu par Ia combinaison 

de I'AI et de Ia methode SQP. Avec l'emplacement des jones choisi, seules les 

intensites des forces des jones sont prises comme variables de conception. Les 

formes des jones peuvent ensuite etre determinees a partir de ces forces optimisees. 

Les premiers re-sultats sont encourageants et des developpements seront poursuivis 

pour traiter des exemples industriels plus realistes. 
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