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RESUME. On propose une formulation continue, faible et hybride pour le probleme de contact 
frottant entre deux so/ides tridimensionnels, en grandes transformations. Les champs inconnus 
sont un champ de deplacement, un multiplicateur scalaire de contact et un semi-multiplicateur 
vectoriel d'adherence. Cette formulation permet Ia derivation "nature lie" d' elements de contact. 

ABSTRACT. We suggest a weak, continous hybrid formulation for problems of frictional contact 
between three dimensional solids in large transformations. Unknown fields are the displace
ment, a scalar multiplier of contact and a semi-multiplier friction vector. This new formulation 
allows us a "natural" derivation of contact elements. 
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1. Introduction 

Les formulations continues des problemes de mecanique du contact frottant, en 
grandes transformations, ont connu un regain d'inten!t significatif, ces dernieres an
nees [KLA 95], [SIM 92]. Au-deJa de !'interet pratique des problemes de contact, Ia 
raison majeure a cela reside dans le fait suivant [KLA 95] : il existe un " gap" important 
entre les formulations discretes de ces problemes et celles continues. Les implemen
tations dans des codes de calcul sont (souvent) fondees sur des modeles discrets tels 
ceux developpes par [HAL 85], [SIM 85], [ALA 91] ou, plus recemment, [CHR 98]. 
Mais ces derniers sont sans liens clairs avec une modelisation continue. Or, I' etablisse
ment de tels liens est suffisamment important pour que I' on s' en preoccupe. Citons, par 
exemple, le role joue par les estimateurs-quantificateurs d'erreurs a priori et surtout 
a posteriori en calculs avances des problemes de Ia mecanique. Rajoutons egalement 
le fait que l'etablissement d'un lien "nature!" (au sens de !'approximation numerique) 
entre une formulation continue, d'une part, et une discrete, d'autre part, permet sou
vent d' elaborer des strategies de resolution pertinentes des problemes associes a cette 
derniere. 

L'objet essentiel de ce papier est celui qui vient d'etre defini: une formulation by
bride continue d'un probleme de contact entre des solides 3-D, deformables, subissant 
des grandes transformations et ses discretisations. Celie en espace donne lieu a des 
elements de contact. 

Plus precisement, en dehors de Ia presente section d'introduction, le papier com
porte trois sections. La section 2, consacree a Ia formulation hybride, continue, est 
partagee en six paragraphes. Dans le paragraphe 2.1, no us rappelons un formalisme 
lagrangien du principe des travaux virtue is pour deux soli des deformables qui peuvent 
rentrer en contact. Grace au principe de !'action et de la reaction eta une application 
d'appariementdetailles dans les paragraphes 2.3 et 2.2, respectivement, nous donnons 
une expression simplifiee des travaux virtuels des forces de contact. Le paragraphe 
2.4 est consacre a des ecritures equivalentes des lois de contact et de frottement qui se 
pretent "naturellement" a des formulations faibles, sous formes d'equations variation
nelles. La formulation hybride continue du probleme est precisee dans le paragraphe 
2.5. Une variante dont on souligne !'interet pratique, est proposee au paragraphe 2.6. 
Celle-ci utilise le cadre de modelisation Arlequin [BEN 98]. Afin de mieux degager 
le probleme a discretiser, nous precisons la strategie de resolution dans Ia section 3. 
Cette derniere est fondee sur des algorithmes de point fixe et de module tangent. Dans 
Ia section 4, nous discretisons, par Ia methode des elements finis, Ia formulation hy
bride continue proposee au paragraphe 2.5 et nous discutons les difficultes dues a 
l'incompatibi1ite des modeles discrets d'interfaces. Des elements de contact, dont un 
(original, a notre connaissance) derive de la formulation avancee du paragraphe 2.6, 
sont donnes. Quelques conclusions cloturent ce papier. 
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2. Une formulation continue hybride du probleme de contact 

Nous nous interessons a !'etude de deux solides Bi (i = 1,2) deformables, suppo
ses elastiques, en contact frottant. Ces deux solides occupent dans leur configuration 
initiale !'adherence de deux domaines n1 et n2 de IR3 et dans leur configuration cou
rante (a I' instant t) I' adherence de nj et n¥, respectivement. No us supposons que, 
dans leur configuration initiale, ces deux solides, sont dans un etat nature! et sont non 
contactants (de sorte as' affranchir des difficultes liees aux efforts residuels). Au cours 
de leur mouvement, ils peuvent rentrer en contact, comme indique sur Ia figure 1. 

Par ailleurs, nous supposons que les deux frontieres an~ sont aussi regulieres que 
necessaires. La frontiere de chaque solide Bi est decomposee en rb, r~ et r~, dans sa 
configuration initiale, et en~~. 1; et ~~. deformees des precedentes, dans sa configu
ration courante. Le solide Bi est encastre sur rb et soumis a une densite nominale de 
forces surfaciques no tee gi sur Ia partie r~. Par ailleurs, no us notons fi le champ de 
densite volumique d'efforts applique sur le solide Bi (i = 1,2). Les parties des sur
faces ani, susceptibles de rentrer en contact lors de Ia deformation de deux so !ides, 
sont notees r~. Nous supposons !'existence de cartes regulieres notees cf>i decrivant 
les surfaces r~. Ces cartes sont definies comme suit: 

cf>i : w --+ JR3 

(6,6) --+ cf>i(6,6) 
[ 1] 

ou west le carre de reference unite, soit w = [0,1] x [0,1]. Par ailleurs, nous designons 
par <pi Ia transformation du soli de Bi, definie par: 

Figure 1. Description du probleme mecanique 
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Nous notons n~ Ia normale unitaire a r~, exterieure a Oi et nous notons n~ son 
vis-a-vis dans Ia configuration courante (cf. figure I). Nous designons par ui le champ 
de deplacements du solide Bi et par pi le tenseur gradient de deformation, defini par: 

[3] 

REMARQUE. - Notons que )'hypothese de Ia regularite des surfaces n'est pas veri
flee en pratique, du moins celle de I' approximation par Ia methode des elements finis. 
Chaque surface de contact est decrite par plusieurs cartes regulieres. Mais )'ensemble 
est irregulier. Aux points irreguliers no us n' avons plus une seule norm ale mais des 
cones de normales. Ce fait formera l'un des ecueils dans I' elaboration d'elements de 
contact. 

2.1. Principe des travaux virtuels 

En utilisant les notations que nous venons d'introduire ainsi que des notations 
classiques, les equations locales d' equilibre, les conditions initiales et les conditions 
aux limites du probleme considere s'ecrivent sous Ia forme suivante: 

Ilini 
. p . 

ut(p,O) = u0(p) et 

. a2ui 

= p~ 8t2 

=gi 

=0 
= ri 

sur r~ 
sur ro 
sur r~ 
p.pdansOi 

[4] 

ou IIi designe le premier tenseur des contraintes de Piola Kirchoff, p~ est Ia masse vo
lumique sur Ia configuration initiale et ri est Ia densite des efforts dus aux interactions 
de contact frottant eventuelles entre les deux solides et qui est une inconnue du pro
bleme. En outre, sauf mention explicite contraire, I' exposant i prend, ici et dans toute 
Ia suite, Ia valeur 1 ou 2 et nous supposons, desormais, pour focaliser sur le probleme 
de contact, que Ia densite des forces volumiques ainsi que celle des efforts surfaciques 
appliquees sur les deux solides sont nulles, i.e., fi = 0 et gi = 0. 

Nous designons par (CA)i l'espace des champs des deplacements admissibles 
pour le solide Bi. Ainsi, en multipliant Ia premiere equation de [ 4] par un deplacement 
virtue) wi, en integrant sur tout le domaine Oi et en appliquant Ia formule de Green, 
nous obtenons le principe des travaux virtuels classique : 

Pour tout wi E (CA)i, 

[5] 
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Dans [5], le point en gras (.) represente le produit scalaire euclidien dans JR3 et ( *) T 

est Ia transposee de ( *). La trace d' un tenseur d' ordre 2 est no tee Tr et Si designe 
le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, lie au premier par Ia relation 
suivante: 

[6] 

Au PTV, il convient de raj outer les relations de comportement des materiaux consti
tuants et les lois de contact. Sans restreindre Ia generalite de nos propos, concernant 
Ia mecanique de contact (objet du present travail), nous pouvons supposer que les 
materiaux constituants les deux soli des sont hyperelastiques, i.e., 

II; - i 8W;(F;) 
- Pp 8Fi 

ou W; est Ia den site massique d' energie interne locale definie sur le soli de B;. 

[7] 

Avant de traiter les lois de contact et de frottement, nous etablissons certains pre
liminaires geometriques et cinematiques. 

2.2. Appariement et condition cinematique de non-interpenetration 

Pour traduire mathematiquement !'hypothese de non-interpenetration, en grandes 
transformations, I' approche Ia plus utili see suit le schema suivant: 

I) coupler les points des deux surfaces de contact: c' est I' appariement, 

2) imposer entre les deux points d'un couple de points apparies Ia non-penetration 
suivant une direction donnee. 

La premiere etape est classiquement modelisee en recherchant, pour tout point 
x 1 (t) = t.p1 (p1 ,t) de Ia frontiere 11, le point de,; qui est le plus proche de lui. Ceci 
revient, plus precisement, a resoudre les problemes d'optimisation, sous contraintes, 
suivants: 

Pour toutp1 E f~ (done p1 = <!> 1 ((), ( E w) et tout t .2: 0, 

trouver~(p1 ,t) = ~((,t) = (~1 ,~2 ) E w tel que: 

~((,t) = ArgMin{ ~ (II <p1 (<I> 1 ((),t)- <p2 (<I> 2 (~),t) 1/ 2 
), ~ E w }[8] 

La solution de ce probleme perrnet forrnellement de definir, a tout instant t, une 
application d'appariement, 

At: w --+ w 

( --+ ~((,t) 
[9] 
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Nous supposons dans Ia suite que At permet de definir de w dans son image, 
un changement de variable. Cette application definit, egalement, le point p2 (p1 ,t) = 
1!> 2 (~(p1 ,t)), note desormais p1

, apparie a p1 , a !'instant t. Elle definit aussi le point 
x1

, apparie au point x 1
. 

La condition de non-interpenetration entre x1 de ~~ et x1 de,; est ecrite genera
lement dans Ia direction de n = -n; (x1

), Ia normale unitaire a ,; , en x1
, interieure 

a r!z, sous Ia forme : 

[10] 

Cette approche classique d' appariement n' a pas de "justification" physique. Toute
fois, elle permet de resoudre (de maniere iterative en pratique) Ia difficulte liee a l'ecri
ture de Ia condition de non-interpenetration. Elle a l'avantage d'une certaine "univer
salite". Mais, elle force !'introduction d'une notion delicate de proximite [KLA 95]. 
De plus, en pratique, ce ne sont pas, en general, les problemes de type [8] qui sont 
consideres mais plut6t ceux consistant a rechercher, implicitement, pour un point x1 

de ~~ un candidat cible, x1
, sur,;, dans Ia direction de Ia normale au point cible, ces 

derniers etant obtenus en "oubliant" que le probleme [8] est contraint! 

Cette observation nous a conduit [BEN 95b] a introduire une notion de direction 
de recherche admissible. Une de ces directions qui semble interessante, en pratique, et 
qui redonne un certain aspect physique a I' appariement, est celle donnee par Ia vitesse 
normalisee V (voir figure 2). 

1 
p 

1 
u 

Figure 2. Appariement: recherche dans le sens du mouvement 

Nous proposons cependant de continuer a imposer Ia non penetration comme pre
cedemment. L'inftuence, en pratique, du choix de Ia strategie d'appariement sur Ia 
resolution des problemes de contact est en cours d'etude numerique. 

Nous rappelons que sous I 'hypothese des petites perturbations, I' appariement n' est 
fait qu'une seule fois. En grandes transformations, l'appariement depend de la defor
mation et introduit la non-linearite geometrique de contact qui sera discutee dans Ia 
strategie de resolution. 



Contact frottant en grandes deformations 249 

En outre, bien que I'appariement semble introduire une dissymetrie de traitement 
entre les deux surfaces constituant l'interface de contact, !'approche reste "democra
tique", en continu. La dissymetrie est en fait due a Ia discretisation (par Ia methode 
des elements finis) et a inspire a certains auteurs [HAL 85] le concept maitre/esclave 
ou de surfaces geometrique/cinematique [BEN 99]. 

Notons enfin qu'avec !'approche classique d'appariement, un point de Ia surface 
de contact r~ peut avoir plus qu'un vis-a-vis dans r~. Ce probleme n'est plus pose 
dans !'approche par Ia vitesse. En outre, il nous semble important (en pratique) de 
considerer que le probleme, defini par [8], est contraint. 

2.3. Principe de /'action et de Ia reaction 

Nous pouvons a present, en utilisant Ia procedure d'appariement, decrite au para
graphe 2.2, ecrire le Principe de I' Action et de Ia Reaction (PAR) so us Ia forme locale 
suivante: 

[ 11] 

En sommant sur i, dans [5], et en tenant compte du PAR [11] et de !'hypothese faite 
sur l'appariement, nous pouvons reecrire l'equilibre faible des efforts comme suit: 

Dans [12], nous avons ctesigne par[[*]] le "saut" du champ(*), considere en deux 
points apparies. Plus precisement, nous avons: 

[13] 

En outre, afin d'alleger les notations, nous avons pose fc = r~ et r=r1 . Signa
Ions, enfin, que Ia densite r 2 a ete prolongee par zero aux points de r~ sans vis-a-vis 
sur r~. 

Nous nous interessons, desormais, au dernier terme du PTV pour lequel nous in
troduisons les lois de contact et de frottement. 

REMARQUE. - Le Principe de I' Action et de Ia Reaction peut egalement etre traite 
de maniere faible comme dans [PAP 98]. 
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2.4. Lois de contact 

Pour distinguer le terme de contact unilateral de celui de frottement, il est classique 
de decomposer Ia densite d'effort de contact r, introduite dans [12], en une partie 
normale >. qui designe Ia pression normale de contact et une autre tangentielle r,. 
Ainsi I' effort de contact r s' ecrit: 

[14] 

oil nest Ia normale unitaire, d€finie dans le paragraphe 2.2. 

Les lois classiques de contact unilateral, a savoir celles de Signorini [SIG 33], 
s' ecrivent so us Ia forme suivante : 

[ 15] 

oil dn est Ia distance orientee, definie par [10]. Notons que ces inequations locales, 
traduisent le caractere compressif de I' effort normal de contact, Ia non penetration et 
I' exculsion, respectivement. 

En introduisant Ia fonction indicatrice de JR- , notee x : 

(x) = { 1, si ~ ::; 0 
X 0, Sl X> 0 

[ 16] 

et le multiplicateur (dit de contact augment€ [ALA 91]), note gn, defini par: 

[17] 

oil Pn est un reel strictement positif, on sait que les lois de contact [ 15] admettent 
l'ecriture equivalente qui suit: 

[ 18] 

Cette ecriture sous forme d'"equation" des lois locales de contact unilateral se 
prete "naturellement" a une formulation faible. 

Pour tenir compte des phenomenes de frottement, nous utilisons les lois isotropes 
de Coulomb qui s'ecrivent comme suit: 

II rr(p,t) 11::; JLI.\(p,t)l 
Si II rr(p,t) II< JLIA(p,t)l 
Si II rr(p,t) II= JLIA(p,t)l 

alors 
alors 3a 2: 0; 

Vr(p,t) = 0 [ 19] 
Vr(p,t) = -arr(p,t) 

oil JL est le coefficient de frottement de Coulomb et v, est Ia vitesse relative tangente. 
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N ous definissons cette vitesse v r, en un point donne de Ia surface de contact, par : 

[20] 

REMARQUE. - Certains auteurs definissent une vitesse tangentielle relative, entre 
points apparies, meme s'ils ne sont pas en contact (cf. e.g. [KLA 95]). Dans ce cas, 
!'expression [20] n'est pas objective (cf. [HE 93]), il faut Ia corriger par un terme 
tenant compte de Ia variation de Ia normale. Une telle precaution s'impose si Ia non
interpenetration n' est traitee que de maniere approchee (par les methodes de penalisa
tion, par exemple). 

Telles qu'elles sont formulees, les lois [19] ne se pretent pas directement a une 
formulation faible sous forme d'equation variationnelles. Pour cela, nous en donnons 
Ia formulation equivalente suivante [BEN 90] : 

rr = 11>-.A 

A - Pn(D,l) (gr) = 0 

gT = A(p,t) + PrVr(p,t) 

[21] 

[22] 

[23] 

Dans ces quantites, definies sur r c• Pr est un parametre strictement positif et A 
est un semi-multiplicateur (vectoriel) de frottement. Par ailleurs, au meme titre que gn 
a ete appele multiplicateur de contact augmente [ALA 91], on appellera gr le semi
multiplicateur (vectoriel) de frottement augmente. Nous avons note aussi Pn(o, 1) Ia 
projection sur Ia boule unite. 

II est a noter que les lois de frottement doivent etre completees par !'equation (de 
type exclusion) suivante: 

[24] 

Elle traduit le fait que I' effort tangentiel est nul en I' absence de contact effectif. 

2.5. Formulation hybride quasi statique 

Dans ce paragraphe, et dans toute Ia suite, nous adoptons !'hypothese de quasi
staticite du mouvement. Nous negligeons done les termes d'inertie. A une etape de 
chargement donnee (k), correspondant a !'instant fictif tk, nous supposons connus les 
champs a !'instant tk-1, notes ut-I> Ak-l et Ak-1, et nous cherchons 1es nouveaux 
champs a !'instant tk. 
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En utilisant [ 12], [ 18] et [21]-[23], on peut montrer qu'une formulation faible, hy
bride (a trois champs) et quasi statique du probleme de contact est Ia suivante: 

Trouver 

J. -f..lx(gkn)>.k {Ak- PB(o,l)(gkT)}.A*dr = 0, 
r p e_T 

9kn = Ak - Pndkn 

[25] 

[26] 

[27] 

[28] 

[29] 

ou nk_l est Ia normale unitaire moyennee entre tk et tk-l et ~k(*) est )'increment 
2 

de (*), a )'instant tk (cf. e.g. [ARM 98] et [ARM 99]). Notons que [26] et [27] sont 
les formulation faibles des lois de contact unilateral et de frottement (incremental) et 
qu'un schema d'Euler a ete utilise pour discretiser en temps le champ des vitesses. 

Bien qu'ayant une certaine parente avec les formulations lagrangiennes augmen
tees des problemes de contact [ALA 91] (en discret), [SIM 92] (en continu), Ia formu
lation [25]-[29] nous semble originale. C'est celle que nous considerons dans Ia suite 
comme formulation de reference. 

2.6. Formulation avancie 

Nous proposons, dans ce paragraphe, une seconde formulation hybride continue, 
utilisant le cadre Arlequin [BEN 98]. L'interet de cette formulation (comparee a Ia 
precedente) est qu' elle se prete a des approximations symetriques et compatibles par 
Ia methode des elements finis, comme precise dans le section 4. 

Afin de clarifier, nous nous restreignons au cas de contact sans frottement. 



Contact frottant en grandes deformations 253 

Dans cette nouvelle formulation, nous dedoublons les champs sur !'interface de 
contact. Ainsi nous introduisons des nouveaux champs (u}, AJ) et u} definis sur r~ 
et r~, respectivement. Les travaux virtuels des forces de contact sont alors repartis 
entre >.. et >.. 1 par une fonction de ponderation donnee {J (0 :::; {J :::; 1 ). Les lois de 
contact couplant u}, >..1 et u} sont ecrites comme dans [26] et les champs u} et u} 
sont faiblement lies a u 1 et u 2 , respectivement. En suivant Ia demarche de [BEN 98], 
nous donnons Ia nouvelle formulation hybride suivante : 

ou: 

Trouver (u1,u2 ,u},u},>..,>..1) E (CA) 1 x(CA) 2 x(CA)}x(CA)}xHxH!; 

2 

L G(ui,wi) - i fJx(gn)gn[[wlJndf 
i=l r c 

- /, c (1 - fJ)x(gJn)gJn[[w 1 Jlndf 

2 

+ ~ t~ ~>:(ui- Pi(uj))(wi- pi(w}))df = 0 [30] 

- r f!_x(gn)(>..- x(gn)gn)>..* = 0 [31] 
Jrc Pn 

gn(P) = Ak- Pn(x1(p)- x2 (p)).n 

gfn(P) = Ak- PJn(x}(p)- x}(p)).n 

[32] 

[33] 

[34] 

[35] 

[36] 

avec ~>:, p 1 n deux reels strictement positifs et pi I' operateur de projection orthogo
nale (au sens du produit scalaire L2 ) sur l'espace des traces de champs de (CA)i sur 
r c· Cette formulation permet des choix compatibles des espaces de discretisation des 
champs u} et u}. Nous notons qu'en choisissant {J = 0, le probleme revient a traiter 
le contact seulement avec les champs u} et u} et en choisissant {J = 1, on recouvre 
Ia formulation [25]-[29] precedente. Cette formulation avec !'approximation des ele-
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ments finis donne lieu a une nouvelle classe d, elements de contact dont no us don nons 
un apen;u dans Ia section 4. 

REMARQUE. - Comme precise dans [BEN 98], I' operateur pi vaut I' identite dans le 
cadre continu. Mais il n'en est pas de meme dans le cadre discret. 

3. Stratt~gie de resolution 

Le probleme decrit par Ia formulation [25]-[29] est fortement non lineaire. En effet, 
outre Ia non-linearite "classique" due au cadre des grandes deformations, nous distin
guons plusieurs niveaux de non-linearites non classiques inherentes aux phenomenes 
de contact frottant qui sont: 

-La non-linearite due a Ia meconnaissance de Ia surface effective de contact. No us 
resolvons cette non-linearite par une strategie iterative apparentee a Ia methode des 
contraintes actives implementee dans le C ode_Aster 1 ( cf. [DUM 95]( cadre lineaire ), 
[VAU 97] (cadre non lineaire)). 

-La non-linearite geometrique de contact qui est due a !'hypothese des grandes 
transformations mentionnee au paragraphe 2.2. Nous resolvons cette non-linearite par 
un algorithme de point fixe sur Ia geometrie. 

-La non-linearite liee au seuil de frottement, qui depend du champ de densite de 
!'effort normal de contact A, inconnu. Cette non-linearite est egalement resolue par Ia 
methode du point fixe. 

Les autres non-linearites sont traitees par un algorithme de type module tangent. Le 
schema general de l'algorithme est done le suivant: 

I. Boucle sur les etapes de temps : 
champs u, A et A conn us a I' etape precedente 

II. Boucle sur Ia geometrie : 
n = nd, T = T d et At = Ad 

III. Boucle sur Ia surface des contact avec Ia methode des contraintes 
actives: 

X= Xd 

IV. Boucle sur les seuils pour le frottement: 
A = As (seulement pour les termes de frottement) 

V. Boucle de module tangent : 

VI. Fin de Ia boucle de module tangent 

1. Code de calcul thermo-mecanique des structures par elements finis developpe par Ia Division 
R&D d'EDF [VAU 98] 
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VII. Fin de Ia boucle sur les seuils 

VIII. Fin de Ia boucle de Ia methode des contraintes actives 

IX. Fin de Ia boucle sur Ia non-linearite geometrique. 

X. Fin de Ia boucle sur les etapes de temps 

Le probleme resolu par I'algorithme du module tangent est de type elasticite non 
lineaire avec un terme de frottement de Tresca. II s'ecrit: 

Trouver 

ou: 

G(u1 ,w1
) -1 Xd9nd (w1(r))nddr 

rc 

-1 Xdf..LAsPB(O,l)(gTJ · (w 1 (r))Tddr = 0 
rc 

G(u2 ,w2
) + { Xd 9nd (w 2 (Ad(r)))nddr Jrc 

+ 1 Xdf..LAsPB(O,l)(gTd) · (w2 (Ad(r)))Tddr = 0 
rc 

-(>-.- Xd9nJ>-.*dr = 0 1 -1 

rc Pn 

9nd = ).. - Pn[[x]]nd 

gTd = A+ p 6.[[u]]Td 
-T 

[37] 

[38] 

[39] 

[40] 

[41] 

[42] 

Notons que nous avons omis de preciser Ia reference au temps "tk "pour alleger 
I' ecriture. 
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4. Elt!ments de contact 

Nous discutons dans cette section Ia discretisation spatiale de Ia formulation conti
nue hybride [37]-[42] par Ia methode des elements finis et nous proposons une nou
velle classe d' elements de contact. Pour alleger les calculs, nous ne detaillons que les 
termes matriciels de contact. 

Nous approchons les domaines Oi par des domaines Oh polygonaux et done les 
surfaces de contact r c par r Ch. La frontiere r Ch est composee de Nc elements: 

Cette frontiere est, en general, irreguliere, decrite par un ensemble de cartes regu
Iieres, comme mentionne precedemment. En outre, elle forme une approximation de 
r c· Cette approximation introduit une erreur de consistance qui joue un role impor
tant, en pratique [BEN 95a]. Cette question n 'est pas abordee ici. 

Par ailleurs, nous introduisons, de maniere classique, les espaces approches sui
vants: 

- (CA)h: espace approche de (CA)i de dimension m;. Nous designons par wi,j 

pour j = l,m;, les fonctions de base. Ainsi le champ approche des deplacements, 
note uh, s'ecrit comme suit: 

m; 

ui, = L ujwi,j [43] 
j=l 

ou u; sont les composantes du vecteur des deplacements sur Ia base. 

- Hh: espace approche de H de dimension Nc. Nous notons 1j;i les fonctions de 
base. Ainsi, Ia densite d'effort normal de contact approchee, notee >..h, se decompose 
sous Ia forme suivante: 

Nc 

Ah = L Aj'I/Jj [44] 
j=l 

les >..i etant les composantes de >..h sur Ia base. 

- Hh: espace approche de H, de dimension Nm. Nous notons wi les fonctions 
de base. Ainsi le semi-multiplicateur de frottement approche Ah, s'ecrit: 

N~ 

Ah = LAiwi 
j=l 

les Aj sont les composantes de Ah sur Ia base. 

[45] 
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La discretisation du probleme, defini par les equations [37]-[42], donne le systeme 
non lineaire suivant: 

ou: 

Trouver u~, u~, )..h et Ah; 

pourtout 1:=:;j:::;m1 , 1:::;k:::;m2, 1:=:;l:=:;Nc et 1:=:;m:=:;Nm: 

G( u~ ,w1'J) - { Xd 9nd (w1 'J ('y) )nd d"f 
Jrch 

- { Xd/-LAsPB(O,l)(grJ · (w1•j('y))rdd-y = 0 [46] 
Jrch 

G(u~,w2 'k) + { Xd 9nd (w2 'k(Ad('y)))ndd"f 
lrch 

+ { Xd/-LAsPB(o,l)(grJ · (w2'k(Ad('y)))rdd"f = 0 [47] 
lr ch 

1 -1 
()..h- Xd 9nd)'ljid"( = 0 [48] 

rch Pn 

lrch -x;:)..• ( Ah- Pn(o,l)(grJ) .iJ!md"( = 0 [49] 

9nd = ).. - Pn[[xhlJnd 

grd = A+ P ~[[uhlJrd 
-T 

[50] 

[51] 

L'utilisation de l'algorithme classique du module tangent pour Ia resolution du 
probleme non lineaire ci-dessus donne lieu, a chaque iteration n + 1, a Ia resolution 
du systeme lineaire suivant: 

[52] 

ou Kn designe Ia matrice de rigidite tangente classique des deux solides a l'etat n. Les 
quantites u;+l, )..~+1 et A~+l correspondent aux vecteurs composantes des champs 
des deplacements approches, du champ de densite d'effort normal approche et du 
champ semi-multiplicateur de frottement approche a !'iteration n + 1. Par ailleurs, 
nous avons note [A], [Au] et [C]ies matrices assemblees de contact et [Bn], [B~] et 
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[Fn]Ies matrices assemblees de frottement. Les seconds membres du systeme [52], 
notes L?, L2 et L~ sont calcules de maniere classique. 

A titre d'illustration, les matrices elementaires de contact unilateral sont donnees 
ci-dessous: (ou, pour Ia clarte, nous avons renumerote les fonctions de bases des es
paces (CAn et (CA)~ de 1 a m1 + m2 et nous les avons notes wi). 

( 

(Ae)i,j 

(Ae)i,k 

= 1 Xd'I/Ji(r)(wj(r))ndd/' 

= -1 Xd'I/Ji(r)(wk(A:t(r))ndd/' 
[53] 

ou I' exposant e, rajoute a I' application d' appariement Ad, renvoie au fait qu' en discret, 
on travaille avec plusieurs cartes et que I' appariement do it en tenir compte. La matrice 
elementaire de contact [A~] de type "penalisation", s'ecrit, pour 1 < i,j :::; m 1 + m2, 

comme suit: 

avec Ia convention suivante: 

sz 
si 

1 :::; i :::; m1 

m1 < i :::; m1 + m2 

La matrice elementaire de contact, notee ce, s'ecrit: 

[54] 

[55] 

Le calcul des matrices de frottement est plus technique. II n'est pas developpe ici. 

Le calcul effectif des solutions des systemes [ 46]-[51] necessite: 

- Ia definition des fonctions de base wi, 1/J; et wi. 
-Ia formule d'integration numerique utilisee pour les termes de contact. 

Un choix de telles fonctions de bases et d'une formule d'integration numerique 
(joint a Ia formulation globale du probleme de contact) definit un element de contact. 
Toutefois, ce choix n'est pas evident a priori. En effet, Ia formulation etant de type 
mixte, il convient de faire attention a des considerations de compatibilite (condition 
Inf-Sup de Babuska-Brezzi). 
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La fonction de forme 'I'(P) maitresse 

La fonction de forme 'f'(p) esclave 

N 1----------=~-------'-"'--..-
Surface maitresse 

p 

• "< )( e Surface esclave 

p C~ntegration numerique? 

Figure 3. Probleme d'integration numerique sur les surfaces de contact 

Par ailleurs, meme en utilisant des fonctions de base lineaires, Ie calcul des termes 
des matrices ci-dessus, et de celles derivees des termes de frottement n' est pas possible 
pratiquement Les quantites que nous aurions a integrer sont, de par I'appariement, Ia 
fonction indicatrice et Ia projection, non regulieres (cf. figure 3). On peut toutefois en 
donner une "approximation" par des methodes d'integration numerique. Observons 
alors que plusieurs types de formules d'integration numerique peuvent etre utilisees 
(points de Gauss, etc. ). Une technique classique consiste a integrer aux sommets et 
donne lieu a des elements de contact basiques. 

La formulation avancee, definie au paragraphe 2.6, permet d'elaborer des concepts 
nouveaux d'elements de contact En effet, Ie dedoublement des champs d'interface 
permet de Ies approcher differemment (par Ia methode des elements finis). Un choix 
judicieux consiste a approcheruj par ujh de sorte que u}h et u} soient compatibles et 

que I'espace de discretisation (CA)}h soit plus fin que celui des traces de (CA)h sur 
r~. Nous qualifions ces champs de champs accommodants d'interface (cf. figure 4). 
Ces champs discrets uh sont alors couples aux champs uh par Ie biais de I'operateur 
pi defini dans le paragraphe 2.6. 

•- •- • Interlaces accomodantes compattbles 

~ •• • • ••••••• - Interlaces intiales incompatibles 

t ' ~ /r:h "" 

Figure 4. Interfaces accommodantes de contact 

Nous detaillerons ulterieurement cette demarche qui nous semble prometteuse. 



260 Revue europeenne des elements finis. Volume 9- no 1-2-3/2000 

5. Conclusion et perspectives 

A pres a voir discute des techniques classiques telle que I' appariement en meca
nique des contacts, nous avons propose une formulation hybride continue, originale. 
Cette formulation donne le cadre theorique pour ]'elaboration d'elements de contact. 
Nous avons, au passage, souligne les difficultes numeriques multiples liees a cette 
elaboration (choix d'espaces compatibles, formules d'integration numerique). Apres 
avoir mentionne quelques elements basiques (dont Ia pertinence reste a verifier), nous 
avons brievement exploit€ le cadre Arlequin pour introduire un nouveau concept d' ele
ments de contact. Notre objectif, a court terme, est Ia validation numerique de notre 
demarche. Ceci est en cours de realisation dans le Code_Aster. 
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