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RESUME. La presence d'un exposant complexe dans Ia singularitl? en pointe de fissure d'inter­
face rend impossible Ia definition de deux modes clairement identifies, it y a mixite modale. Une 
methode de determination directe dufacteur d'intensite complexe permet une interpretation de 
celle mixite qui, si elle ne /eve pas toutes les ambigui'tes, supprime au mains un parametre ar­
bitraire, Ia distance de Ia poime de fissure a laquelle doivent etre realisees les mesures au les 
calculs. 

ABSTRACT. At an interface crack tip, the usual mode I and mode II splitting of the singular stress 
field is impossible due to a complex exponent, there is a mixity of modes. A direct computation 
of the complex intensity factor allows to give a precise definition of this mixity. Even if some 
ambiguities remain, it removes an arbitrary parameter which is the distance where measures or 
computations must be performed. 
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1. Introduction - Milieux homogenes isotropes 

En elasticite plane, dans un materiau homogene isotrope, le champ de contraintc 
en pointe de fissure est caracterise par les facteurs d'intensite ki et kn qui mesurent 
respectivement les taux d' ouverture et de cisaillement de Ia tlssure. Le champ de de­
placement prend Ia forme 

[I] 

r· et r.p designent les coordonnecs pol aires issues de Ia pointe de fissure (figure I), lli 
et lli I sont les deux modes classiques utilises en theorie de Ia rupture fragile. Dans 
le cadre de cette theorie, Ia fissure se propage en mode d' ouverture, le choix de Ia 
direction se fait done selon le critere kj I = 0 (oil I' index * designe les grandeurs 
apres branchement) et le critere de propagation se limite a Ia donnee d'une valeur 
critique kic (Ia tenacite) de kj [AME 92]. 

En presence d'une direction de rupture privi!Cgiee (Ia direction d'une ligne de 
colle si le materiau a ete repare par exemple), le raisonnement ci-dessus ne tient plus, 
Ia fissure peut croltre suivant cette direction meme si ki I f::. 0. II y a propagation en 
mode mixte, Ia mixite est definie par le parametre 

On peut Ia redefinir de fa'<on equivalente par [00092] 

1/) = tan- 1 (a12/a22), 

[2] 

[3] 

oil a 12 et a 22 representent les composantes respectivement tangentielle et normale du 
vecteur contrainte agissant sur !'interface en amont de Ia pointe de fissure ("pas trop 
loin" de celle-ci). Cette formulation donne acces a une determination numerique a 
partir d'un calcul par elements finis. 

Deux criteres de rupture sont proposes, le plus simple consiste a etendre le pre­
cedent eta ignorer Ia valeur de kn [THO 90], kic('I/J) = kic('I/J = 0), il fournit une 
borne superieure des chargements admissibles, mais interdit notamment Ia previson 
de Ia rupture en mode II pur. Le second [EVA 89] consiste a definir un taux critique de 
restitution de l'energie Gc('I/J) dependant de Ia mixite modale. 

REMARQUE.- Dans le cas de refermeture de Ia fissure pres de Ia pointe et de contact 
(avec ou sans frottement), Ia description du champ de contrainte singulier se limite au 
seul mode II, ki = 0. 

2. La fissure d'interface 

Lorsque Ia fissure se developpe le long d'une interface separant deux materiaux 
distincts (figure I), Ia situation devient beaucoup plus compliquee. 
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Interface Fissure 

Figure 1. La fissure d'interface 

Si les deux materiaux sont isotropes, le contraste est caracterise par les parametres 
de Dundurs a et (3 [DUN 67]. Lorsque (3 # 0 (ce qui est le cas le plus frequent), il n'est 
plus possible de distinguer les modes I et II, le champ de deplacement a proximite de 
Ia pointe de fissure est defini a !'aide de grandeurs complexes [RIC 88,LEG 93] 

Le vecteur 1!c est complexe et caracterise le mode (a rapprocher des modes I et II 
du cas homogenc) et k est le facteur d'intensite complexe. 

La methode Ia plus simple pour etendre Ia definition de Ia mixite dans cette si­
tuation consiste a utiliser [3]. Malheureusement, le parametre 'lj; ainsi defini n'est pas 
intrinseque, sa determination depend notamment de Ia distance T a Ia pointe de fissure 
ouest effectuee Ia mesure. Afin de pallier cette difficulte, les auteurs qui pratiquent de 
Ia sorte [ODO 92, WAN 90] fixent cette distance r· = L plus ou moins arbitrairement 
et ne s'autorisent des comparaisons qu'en ce point. Ceci n'est evidemment guere sa­
tisfaisant comme ils ne manquent pas dele souligner d'ailleurs. Le probleme vient de 
Ia decomposition [5] de [4] (bien que cette forme soit rarement explicitee) 

On peut alors identifier les facteurs d'intensite k~ = Re(kric) et k~ = Im(kric). 
Ils sont facteurs respectivement d'un mode d'ouverture vr Re(:llc(<p)) et d'un mode 
de cisaillement vr Im(:llc(<p)) (au sens cinematique) mais qui ne verifient pas les 
equations du probleme. De [5] on deduit [RIC 88] 

~~ + i~~ = (f) ic' [6] 
k~ + ik~ L 

ou ~ et ~ designent des quantites mesurees respectivement a une distance r L et 
T = L de Ia pointe. 
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En utilisant une decomposition de [4] differente 

on peut definir les coefficients k1 = Re(k) et k2 = -Irn(k). Cette definition est 
coherente, ce sont les facteurs de solutions effcctives du probleme Re( r 112+iE 11:( ~) et 
Irn(r 1 12+iE1!:(~). qui co"incidentavec k1 et kn lorsque E = 0 (comme les precedents). 
La relation 

·lj; = tan- 1 (k2/kt) = tan- 1 (-Im(k)/Rc(k)) [8] 

est utili see pour definir Ia mixite, bien que I' interpretation geometrique ne so it pas 
aussi evidente que dans le cas homogene. 

A !'aide d'unc propriete des composantes singulieres du tenseur des contraintes 
a 12 et a 22 le long de !'interface en amont de Ia pointe de fissure lorsque les substrats 
sont isotropes [HUT 87] 

[9] 

on deduit en identifiant les parties reelle et imaginaire [GAU 87] 

, 1, _ -l(k /k) _ _1 (a12 cos(clnr)- a22 sin(Elnr)) 
'f/ - tan 2 1 - tan . 

a 12 sin(Elnr) + a 22 cos(Elnr) 
[10] 

L' alternative etant evidemment, comme il est propose ici, de calculer dircctement 
le coefficient complexe k, methode exploitable dans tousles cas d'anisotropie. 

REMARQUE. - Les resultats restent toutefois dependant du choix des unites ou de 
l'adimensionalisation [RIC 88]. Si c est un coefficient de changement d'echelle, le 
module de k est multiplie par y'c et Ia phase 1/J est augmentl!e de cine. Cette derniere 
propriete compromet detinitivement Ia possibilite de definir simplement Ia notion de 
mixite modale. 

3. La fissure fermee en contact sans frottement 

Dans le cas de refcrmcture de Ia fissure pres de Ia pointe et de contact sans frotte­
ment, le mode complexe disparalt et est rem place par un mode reel simple qui s' appa­
rente au mode II du cas homogene, il subsiste toutefois dans ce mode une composante 
de compression sur les lcvres de Ia fissure (qui est nullc dans lc cas homogene) 

[II] 

Ce resultat est obtenu en ajoutant au probleme Ia condition de fermeture [U2] = 0 
(le crochet designe le saut a Ia traversee de Ia fissure) et Ia condition de non-frottemcnt 
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0" 12 = 0. Le probleme demeure alors lineaire et les procedures usuelles sont utili­
sables. II reste ensuite a verifier que Ia condition de compression 

[12] 

est satisfaitc. Ceci implique qu' il ne peut exister qu 'une seule direction de glissement 
(figure 2). En effet si 1!:2 est solution (ce qui determine une direction de glissement) et 
verifie done [12] alors -1!:2 (Ia direction de glissement opposee) ne peut etre solution 
en vertu de cette me me condition [ 12]. 

Souple 

Rigide 

~ 
Souple ;>4 Rigide 

Figure 2. Directions de glissement autorisee et interdite 

REMARQUE. - Cette propriete a une autre consequence importante en terme de me­
canique de Ia rupture, une fissure d'interface ne peut brancher hors de cette interface 
que vers le materiau le plus souple. En effet, on observe sur !'unique mode admissible 
[II] que le materiau rigide se trouve en compression alors que le materiau souple est 
en traction parallelement a !'interface. 

REMARQUE.- Nous n'aborderons pas dans cette etude le probleme du contact avec 
frottement, de nouvelles difficultes surgissent rendant delicats certains raisonnements 
energetiques [COM 77, LEG 99]. 

4. Le calcul du facteur d'intensite 

Le cal cui de k est obtenu a partir d' integrales de contour par extraction a partir 
d'une solution elements finis !l_ef_ Cette methode peut etre utilisee dans toutes les 
situations d'anisotropie des substrats et peut etre generalisee a toute solution singu­
liere oil Ia partie reelle de I' exposant peut prendre des valeures differentes de 1/2 
[LEG 87,LEG 93]. 
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Pour Ia resumer, nous devons commencer par rappeler quelques elements de Ia 
theorie des singularites [LEG 87] : 

- si r 112+ic:!!: est une solution du probleme local alors r- 1 12-iE Q et leurs conjugues 
sont egalement solutions (Q designe le mode dual de :!!:), 

- si Tj_ et 1::_ sont des solutions localement en equilibre a 0, alors I' integrale: 

[13] 

est independante du contour r entourant Ia pointe et commen~ant et finissant sur les 
levres de Ia fissure (theoreme de Betti), n_ est Ia normale a f pointant vers l'origine 
(figure 3(a)), 

- en particulier: 

llf(rl/2+icg,?·-l/2+i£Q) =/= O; llf(rl/2+ic:!!:,T'-l/2-ie:Q) = O. [! 4] 

De ces proprietes, on deduit: 

k = llf(Tj_ef ,T'-l/2+ieQ), 

ou on a pris soin de normaliser le mode dual de telle sorte que 

llf(rl/2+ic:!!:,T'-1/2+i£Q) = 1. 

[15] 

[16] 

La mise en ceuvre de [15] dans un code d'elements finis (Modulef) permet done 
de calculer le facteur k. Elle necessite de connaitre le mode:!!: et son dual Q qui sont 
obtenus numeriquement a !'aide d'un petit code ID (dans Ia variable r.p) [LEG 87] qui 
peut etre utilise egalement dans to us les cas d, anisotropic. 

(a) (b) 

Figure 3. Contours pour le calcul desfacteurs d'intensite 

REMARQUE. - Une procedure tout a fait analogue peut etre appliquee au calcul des 
facteurs reels. Les coefficients k1 et kn [I] sont solutions d'un systeme 2 x 2 obtenu 
en utilisant successivement les deux modes duaux 1 I ..ji :!!:/ et 1 I ..ji :!!:/1 . Dans le 
calcul de k2 [II], le contact requiert une condition supplementaire, le contour r do it 
commenceret finir au meme point situe a l'interieurde Ia zone de contact (figure 3(b)). 
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5. L'essai bresilien 

Divers montages sont mis en ceuvre pour etudier l'intluence de Ia mixite modale 
sur la croissance d'une fissure et d'une fissure d'interface en particulier. Certains 
utilisent les essais classiques de mecanique de la rupture: DCB (Double Cantilever 
Beam), ENF (End Notched Flexure), MMF (Mixed Mode Flexure), flexion 3 points et 
flexion 4 points [ODO 92, LEV 98]. Ccpendant, ces essais permettent difficilement de 
faire varier continuement la mixite modale dans une gammc etenduc de valeurs. 

No us retiendrons done preferentiellement dans ce travail l' essai bresilien dont le 
montage est represente symboliquemcnt sur la figure 4. Lc rayon du disque est R = 
10 em, la demi-longueur de la fissure diametrale est a = 6 em, et une pression p = 
10 MPa est exercee sur deux zones diametralement opposees de longueur 0.4 em. La 
direction des efforts fait un angle() avec !'axe de la fissure. Faire varier() permet de 
modifier la mixite depuis le mode Ijusqu'au mode II (au moins dans le cas homogene). 

Figure 4. Representation schhnatique de l 'essai bresilien 

REMARQUE. - L'essai bresilien est un essai employe en mecanique des roches. II 
n'est peut-etre pas specialement adapte a !'etude des materiaux composites, il est uti­
lise ici a titre d, experience numerique afin de disposer d' une geometric permettant de 
faire varier continuement la mixite modale. 

Afin de tester Ia methode et d'avoir un element de comparaison, les calculs en 
deformations planes sont realises dans deux cas, le cas homogene isotrope, E1 = 
E2 = lOGPa, v1 = v2 = 0.3 et le cas du bimateriau, E 1 = lOGPa, E 2 = lOOGPa, 
Vj = Vz = 0.3. 

La figure 5 presente les variations des facteurs d'intensite normalises 

[17] 

a Ia pointe basse de Ia fissure, en fonction de I' angle() d' application des efforts dans 
le cas homogene isotrope. La figure obtenue est symetrique par rapport a () = 0 ou ne 
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Figure 5. Distribution des facteurs d'intensite nomalises [ 17] dw;.:· le cas homo gene 
isotrope, en fonction de l 'angle de chw~f?ement 

subsiste qu'un mode I pur. On constate d'autre part que pour I e I> 20 deg., il y a 
refermeture complete de Ia tlssure, il ne reste plus alors aux extremites que des modes 
II purs. 

-30 -20 -10 

~ 1 
4 ~ 
3 I 

2 T 
T 

-•-~ Re(k) 

- ~ 0- -lm(k) 

·--·-·-·-·--· -·-· i 

20 30 

-3 

angle (deg.) 

Figure 6. Distribution des parties reelle et imaginaire normalisees [ 18 j du facteur 
d'intensite dans le cas du bimateriau, enfonction de /'angle de chargement 

Dans le cas du bimateriau, illustre sur Ia figure 6, les coeftlcients sont normaliscs 
de Ia fac;:on suivante 

Re(k'(B)) = Re(k(B))/Re(k(O)), Irn(k'(B)) = Im(k(B))/Re(k(O)). [18] 
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Indcpendamment du choix de l'cchelle, diverses situations se rencontrent. Pour 
I 8 IS 7.5 deg., il y a ouverture complete, c'est done le mode complexe qui gouverne 
I' ctat de contrainte aux deux pointes. Pour 8 2 10 deg., Ia pointe basse de Ia fissure 
reste ouverte et demeure done so us I' influence du mode complexe, alors que Ia pointe 
haute se referme et passe so us I' influence du mode reel correspondant au contact sans 
frottement. Symctriquement pour 8 :::; -lOcleg., c' est Ia pointe haute qui reste ou­
verte et Ia pointe basse qui se referme (f1gure 7). Les calculs ont etc mencs jusqu' a 
I 8 I= 30 de g. et Ia refermeture complete n' a pas etc observee pour cette valeur. Ces 
constatations sont en parfait accord avec Ia remarque du paragraphe 3 concernant les 
directions de glissement interdites. Le glissement relatif des deux matcriaux provo­
que par le chargement est compatible a Ia pointe haute mais pas a Ia pointe basse et 
provoque done I' ouverture de cette pointe. 

·~. 

\ 
·~ 

4 

3 

2 

·~.'- 1 I 
----~1·-·---8-•---·---·-·--·--·-·-·--· 

-30 -20 -10 0 

angle (deg.) 

10 20 30 

Figure 7. Longueur de fermetllre de [a pointe basse de !a .fissure enfonction de[' angle 
de chargement 

Le tableau I propose une comparaison des diffcrentes methodes permettant de 
calculer Ia mixite modale. Quatre angle diffcrents de l'essai bresilien ont etc testes 
avec deux substrats isotropes. Dans le premier cas, on utilise Ia generalisation de [3], 
les deux composantes des contraintes sont calculces a une distance r 0 de Ia pointe de 
fissure. La deuxieme methode utilise Ia propricte [9] et Ia formule [10]. La troisieme 
approche utilise le calcul direct de k propose dans le paragraphe 4. 

En examinant le tableau 1 on constate que Ia premiere methode donne des resul­
tats tres fluctuants et differents des deux autres calculs. C' est une consequence de Ia 
dependance de 1/J en r. Les deux approches suivantes donnent des resultats voisins. II 
est clair cependant que les resultats de Ia deuxicme colonne restent dependants de Ia 
distance a Ia pointe de Ia fissure; en effet, Ia propriete [9] ne concerne que Ia partie sin­
guliere du tenseur des contraintes, partie dont !'influence diminue quand on s'eloigne 
de Ia pointe de fissure. En revanche, le troisieme calcul est independant de toute dis-
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To 1- 1jJ 2- 1jJ 3- 1/J 

8=0 3.82 
0.04 15.40 1.66 
0.06 15.21 3.31 
0.09 14.55 4.28 
0.13 13.60 4.90 
0.18 12.53 5.21 

B = 10 61.00 
0.04 44.92 58.66 
0.06 49.14 61.15 
0.09 50.71 60.99 
0.13 52.77 61.48 
0.18 55.01 62.33 

B = 20 83.21 
0.04 68.46 82.20 
0.06 71.96 83.97 
0.09 73.97 84.25 
0.13 75.84 84.55 
0.18 77.85 85.17 

B = 30 86.88 
0.04 15.40 86.96 
0.06 15.21 85.64 
0.09 14.55 85.65 
0.13 13.60 85.60 
0.18 12.53 85.21 

Tableau 1. Comparaison des 3 methodes de calcul de Ia mixite modale 1)!, 1- a partir 
de [3] et [8 ], 2- a partir de [9] et [10], 3- a partir de [7] et [8] 

tance. Les calculs sont realises sur 4 contours differents puis moyennes, toutefois les 
variations d'un contour a I' autre n'excedent pas I %. 

6. Calcul du taux de restitution de l'energie 

II est necessaire de faire appel aux developpements asymptotiques raccordes pour 
obtenir une expression du taux de restitution de l 'energie, no us no us placerons ici 
dans le cas du bimateriau et de Ia fissure ouverte, c'est-a-dire dans le cas complexe 
(les resultats dans le cas reel, i.e. le cas homogene et le cas de Ia refermeture seront 
simplement rappeles a Ia fin). 

Considerons un petit increment de fissure fJ£ (adimensionnalise, fJ£ < < 1) le long 
de I' interface (cette hypothese est importante). La solution du nouveau probleme U6

f 
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peut etre apprehendee comme une perturbation de Ia solution Il_0 du probJeme initial 
(i.e. non perturbe be= 0), c'est le developpement "exterieur": 

[19] 

Cette description est toutefois incomplete, elle n' offre pas une connaissance pre­
cise de Ia solution Il_81 au voisinage de Ia perturbation (I' increment de fissure), elle 
n' est val ide qu' a I' exterieur de ce voisinage ( d' ou son nom). De plus, le terme correc­
teur reste a definir. II convient done d'y adjoindre le developpement "interieur" obtenu 
apres changement de variable y = xjM!, p = r"/6€ (dilatation): 

[20] 

avec 
[21] 

La forme particuliere de [20] et [21] est obtenue en utilisant une technique de rac­

cordement [LEG 93]. Les termes }:C1 et f:_
1 

sont definis sur un domaine non borne 
(obtenu par dilatation et passage a Ia limite b€ -t 0). Le premier terme, a droite de 
[21], ex prime le comportement a I' infini de }:C 1 . La decomposition est rendue neces-

- 1 
sa ire pour disposer grace a 1:C d, un probleme bien pose. 

• • 
2.51 

• • 
2 

I 

• • 
• 15 • 

• • • • • • 

0: 1 
-30 -20 -10 0 10 20 30 

angle (deg.) 

Figure 8. Taux de restitution de l'energie normalise enfonction de ['angle de charge­
ment dans le cas homogime 

Si W 0 et wot designent respectivement I' energie potentielle de Ia structure avant 
et apres accroissement de fissure, Ia variation de cette energie s'exprime a !'aide de 
[13] par: 

[22] 
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Grace aux developpements asymptotiques, on peut dcgager le terme le plus signi­
ficatif de cette expression: 

[23] 

Tous calculs faits, [23] s'ecrit encore: 

c5W = c5£ J( kh: + ... , [24] 

ou J( est un coefficient reel, il se deduit du facteur d'intensite du mode dual au voi­

sinage de l'infini dans le probleme f'_
1 

: p- 112+iE :Q.( <p) (expression qui intervient dans 
les raccordements et qui permet en particulier de definir le terme correcteur dans [ 19]) 
[LEG 93]. Le taux de restitution de l'cnergie se deduit alors immediatement de [24]: 

G = lim c5W = K kk 
6£-+0 c5l! . 

[25] 

Ce calcul passe done par Ia determination du coefficient J( donnee par: 

J( = iJi(f ,pl/2+iE1!,_) = iJi(~l ,pl/2+iE:u} [26] 

~ I I 
Pour resoudre numcriquementle probleme ~ ou ~ , il est necessaire de borner 

le domaine a une distance grande devant Ia dimension de Ia perturbation ( = 1 dans le 
domaine dilate) et d'appliquer Ia condition de raccordement sur cette fronticre artifi­
ciellement creee. 

• 

-30 

14 

• • 12 

• 10 

8 

• 6 • • 
• 4 • • • 

2 • • • • 
--- -~----~-- -oJ------~--------~~ 

-20 -10 0 

angle (deg.) 

10 20 30 

Figure 9. Taux de restitution del' bzergie normalise en fonction del 'angle de charge­
ment pour le bimateriau 

Contrairement au calcul de k, le calcul de J(, ainsi realise, manque de precision 
(I' independance par rapport au contour n' est qu' approximative numeriquement). Une 
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correction systematique permet d' ameliorer Ia qua lite des resultats. Le probleme in­
terieur est resolu une premiere fois sans perturbation, il devrait dans ces conditions 

A l 
donner 11 = 0 soit: 

[27] 

D'apres [13] et l'independance par rapport au contour, [26] devrait conduire a 
J( = 0, mais les imprecisions dues au calcul entrainent qu~ cette quantile, toute en 
restant petite, n 'est pas nulle. Ce residu que no us notons J( va etre utilise comme 
correcteur pour definir un coefficient corrige: 

[28] 

On veri fie alors, que Ia condition d'independance par rapport au contour est plus 
rigoureusement satisfaite. 

Sans plus de details (mais avec des raisonnements tout a fait analogues), les ex­
pressions du taux de restitution de I' energie dans le cas homo gene et dans le cas de 
contact sont donnees respectivement par: 

K11 = Ill (l::_} ,y'p 1!:1 ), K22 = Ill (11} 1 ,y'p :lin), K2 = Ill (11~ ,y'p 1!:2 ), [30j 

oil 1::.}, 1::.} 1 et 111 sont les termes du developpement interieur se comportant a I' infini 
respectivement com me y'p 1!:1 , y'p :lin et y'p 1!2 et verifiant dans les deux premiers 
cas des conditions de bords libres sur les levres de Ia fissure et dans le second cas les 
conditions de contact. 

Les figures suivantes montrent Ia variation du taux de restitution de I' energie nor­
malise, G' = G(()) /G(() = 0), a Ia pointe gauche de Ia fissure dans le cas homo gene 
(figure 8) et du bimateriau (figure 9). 

REMARQUE. - L'hypothese d'une croissance le long de !'interface est essentielle, 
dans le cas d'un branchement hors de !'interface [24] contient un terme oscillant qui 
interdit a priori !'usage d'un critere energetique [LEG 93]. 

7. Conclusion 

L' originalite de ce travail repose sur le calcul direct du facteur d' intensite complexe 
du champ singulier decrivant les contraintes au voisinage de Ia pointe de fissure. Ce 
calcul donne acces a une definition et unc determination de Ia mixite modale. II permet 
egalement, grace aux dcveloppements asymptotiques raccordes, de calculer le taux de 
restitution de I' energie quelle que so it Ia nature isotrope ou ani so trope des substrats. 
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