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RESUME. La présence d’un exposant complexe dans la singularité en pointe de fissure d’inter-
face rend impossible la définition de deux modes clairement identifiés, il y a mixité modale. Une
méthode de détermination directe du facteur d’intensité complexe permet une interprétation de
cette mixité qui, si elle ne léve pas toutes les ambiguités, supprime au moins un paramétre ar-
bitraire, la distance de la pointe de fissure a laquelle doivent étre réalisées les mesures ou les

calculs.

ABSTRACT. At an interface crack tip, the usual mode I and mode I splitting of the singular stress
field is impossible due to a complex exponent, there is a mixity of modes. A direct computation
of the complex intensity factor allows to give a precise definition of this mixity. Even if some
ambiguities remain, it removes an arbitrary parameter which is the distance where measures or

computations must be performed.
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1. Introduction - Milieux homogénes isotropes

En élasticité plane, dans un matériau homogene isotrope, le champ de contrainte
en pointe de fissure est caractérisé par les facteurs d’intensité k; et k;; qui mesurent
respectivement les taux d’ouverture et de cisaillement de la fissure. Le champ de dé-
placement prend la forme

Q(il?l,l'z):kl\/Fﬂj(‘P)‘f'k'll\/;'Hu(W)+---» [1]

r et ¢ désignent les coordonnées polaires issues de la pointe de fissure (figure 1), u;
et u;; sont les deux modes classiques utilisés en théorie de la rupture fragile. Dans
le cadre de cette théorie, la fissure se propage en mode d’ouverture, le choix de la
direction se fait donc selon le critere £y, = 0 (ol I'index * désigne les grandeurs
aprés branchement) et le critére de propagation se limite a la donnée d’une valeur
critique kr¢ (la ténacité) de k7 [AME 92].

En présence d’une direction de rupture privilégiée (la direction d’une ligne de
colle si le matériau a été réparé par exemple), le raisonnement ci-dessus ne tient plus,
la fissure peut croitre suivant cette direction méme si k;; # 0. Il y a propagation en
mode mixte, la mixité est définie par le parametre

¥ =tan"? (ks /kp). 2]

On peut la redéfinir de facon équivalente par [OD092]
’ll’ :tan_l (0'12/0'22), [3]

ol 012 et g9y représentent les composantes respectivement tangentielle et normale du
vecteur contrainte agissant sur I’interface en amont de la pointe de fissure (“pas trop
loin” de celle-ci). Cette formulation donne accés a une détermination numérique a
partir d’un calcul par éléments finis.

Deux critéres de rupture sont proposés, le plus simple consiste a étendre le pré-
cédent et a ignorer la valeur de ky; [THO 901, k1o (¥) = krc (i = 0), il fournit une
borne supérieure des chargements admissibles, mais interdit notamment la prévison
de la rupture en mode II pur. Le second [EVA 89] consiste & définir un taux critique de
restitution de I’énergie G (1)) dépendant de la mixité modale.

REMARQUE. — Dans le cas de refermeture de la fissure pres de la pointe et de contact
(avec ou sans frottement), la description du champ de contrainte singulier se limite au
seul mode I1, k; = 0.

2. La fissure d’interface

Lorsque la fissure se développe le long d’une interface séparant deux matériaux
distincts (figure 1), la situation devient beaucoup plus compliquée.
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Interface Fissure

Figure 1. La fissure d’interface

Si les deux matériaux sont isotropes, le contraste est caractérisé par les parameétres
de Dundurs a et § [DUN 67]. Lorsque 3 # 0 (ce qui est le cas le plus fréquent), il n’est
plus possible de distinguer les modes I et II, le champ de déplacement & proximité de
la pointe de fissure est défini a I’aide de grandeurs complexes [RIC 88,LEG 93]

Ulzy,zy) = 2Re (krI/HiEH(‘P)) + .. avece = % In (%) . [4]

Le vecteur u est complexe et caractérise le mode (& rapprocher des modes I et I
du cas homogene) et k est le facteur d’intensité complexe.

La méthode la plus simple pour étendre la définition de la mixité dans cette si-
tuation consiste a utiliser [3]. Malheureusement, le parametre 1/ ainsi défini n’est pas
intrinseque, sa détermination dépend notamment de la distance 7 & la pointe de fissure
ou est effectuée la mesure. Afin de pallier cette difficulté, les auteurs qui pratiquent de
la sorte [ODO 92, WAN 90] fixent cette distance r = L plus ou moins arbitrairement
et ne s’autorisent des comparaisons qu’en ce point. Ceci n’est évidemment guére sa-
tisfaisant comme ils ne manquent pas de le souligner d’ailleurs. Le probléme vient de
la décomposition [5] de [4] (bien que cette forme soit rarement explicitée)

U(z1,z2) = V1 (Re(kr')Re(u(p)) — Im(kr')Im(u(yp))) + ... [5]

On peut alors identifier les facteurs d’intensité k} = Re(kr'€) et k) = Im(kr'c).
Ils sont facteurs respectivement d’un mode d’ouverture /7 Re(u(p)) et d’un mode
de cisaillement /7 Zm(u(p)) (au sens cinématique) mais qui ne vérifient pas les
équations du probléme. De [5] on déduit [RIC 88]

~ - AN €
ki + ik} L
==, (6]
ki + ik L
ou © et T désignent des quantités mesurées respectivement a une distance 7 = L et
r = L de la pointe.
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En utilisant une décomposition de {4] différente
Ulzr,2) = 2v7 (Re(k)Re(r"u(p)) — Im(k)Im(r*u(p))) + ..., (7]

on peut définir les coefficients k; = Re(k) et k2 = —Zm(k). Cette définition est
cohérente, ce sont les facteurs de solutions effectives du probleme Re(rt/2+i€u (i) et
Im(r1/2+'5'z_L(<p), qui coincident avec &y et kj; lorsque e = O (comme les précédents).
La relation
¢ = tan™! (ko /k1) = tan"' (=Zmn(k)/Re(k)) (8]
est utilisée pour définir la mixité, bien que ’interprétation géométrique ne soit pas
aussi évidente que dans le cas homogéne.
A TI'aide d’une propriété des composantes singulieres du tenseur des contraintes

012 et go9 le long de ’interface en amont de la pointe de fissure lorsque les substrats
sont isotropes [HUT 87]

, ki + iky)rie
022+1012:(—1‘”1—2)—7—7 [9]
27

on déduit en identifiant les parties réelle et imaginaire [GAU 87]

o1 cos{elnr) — oa9 sin(elnr)) (10]

=tan"!(ky/k;) = tan~! -
v (k2 k) o012 sin(elnr) + o9y cos(elnr)
L’alternative étant évidemment, comme il est proposé ici, de calculer directement
le coefficient complexe k, méthode exploitable dans tous les cas d’anisotropie.

REMARQUE. — Les résultats restent toutefois dépendant du choix des unités ou de
I’adimensionalisation [RIC 88]. Si ¢ est un coelficient de changement d’échelle, le
module de k est multiplié par \/c et la phase 9 est augmentée de elne. Cette derniére
propriété compromet définitivement la possibilité de définir simplement la notion de
mixité modale.

3. La fissure fermée en contact sans frottement

Dans le cas de refermeture de la fissure prés de la pointe et de contact sans frotte-
ment, le mode complexe disparait et est remplacé par un mode réel simple qui s’appa-
rente au mode II du cas homogene, il subsiste toutefois dans ce mode une composante
de compression sur les 1évres de la fissure (qui est nulle dans le cas homogene)

Ulz1,20) = ko v/7 uy(6) + ... [11]

Ce résultat est obtenu en ajoutant au probléme la condition de fermeture [Uz] = 0
(le crochet désigne le saut i la traversée de la fissure) et la condition de non-frottement
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12 = 0. Le probleme demeure alors linéaire et les procédures usuelles sont utili-
sables. Il reste ensuite & vérifier que la condition de compression

o92 <0 [12]

est satisfaite. Ceci implique qu’il ne peut exister qu’une seule direction de glissement
(figure 2). En effet si u, est solution (ce qui détermine une direction de glissement) et
vérifie donc [12] alors —u, (la direction de glissement opposée) ne peut étre solution
en vertu de cette méme condition [12].

Souple

Rigide

Souple

Rigide

Figure 2. Directions de glissement autorisée et interdite

REMARQUE. — Cette propriété a une autre conséquence importante en terme de mé-
canique de la rupture, une fissure d’interface ne peut brancher hors de cette interface
que vers le matériau le plus souple. En effet, on observe sur I’'unique mode admissible
[[1] que le matériau rigide se trouve en compression alors que le matériau souple est
en traction parallélement a I’interface.

REMARQUE. — Nous n’aborderons pas dans cette étude le probleme du contact avec
frottement, de nouvelles difficultés surgissent rendant délicats certains raisonnements
énergétiques [COM 77, LEG 99].

4. Le calcul du facteur d’intensité

Le calcul de k est obtenu a partir d’intégrales de contour par extraction a partir
d’une solution éléments finis U¢/. Cette méthode peut étre utilisée dans toutes les
situations d’anisotropie des substrats et peut étre généralisée a toute solution singu-
liere ol la partie réelle de ’exposant peut prendre des valeures différentes de 1/2
[LEG 87,LEG 93].
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Pour la résumer, nous devons commencer par rappeler quelques éléments de la
théorie des singularités [LEG 87]:

—1/2—ie,

— si 1/2%i€y est une solution du probleme local alors 7 v et leurs conjugués

sont également solutions (v désigne le mode dual de w),

~si U et V sont des solutions localement en équilibre a O, alors I’intégrale :

1

YUY) =5 [ o@WnT - o@ny)ds (13]
i

X

~—

2
est indépendante du contour I" entourant la pointe et commengant et finissant sur les
levres de la fissure (théoréme de Betti), n est la normale a I' pointant vers I’origine
(figure 3(a)),
— en particulier:
\I/(T‘l/2+ieu,’l‘_1/2+i5’l—1) # 0: \I,(Tl/‘2+isu7r~l/2viev) =0. [14]
De ces propriétés, on déduit :
k:\I}(Qef’T—l/Q-HEQ)’ [15]
ol on a pris soin de normaliser le mode dual de telle sorte que

D ey g = 1, [16]

La mise en ceuvre de {15] dans un code d’éléments finis (Modulef) permet donc
de calculer le facteur k. Elle nécessite de connaitre le mode u et son dual v qui sont
obtenus numériquement a I’aide d’un petit code 1D (dans la variable @) [LEG 87] qui
peut étre utilisé également dans tous les cas d’anisotropie.

X

X

AR
N

(b)

N

Figure 3. Contours pour le calcul des facteurs d’intensité

REMARQUE. — Une procédure tout a fait analogue peut étre appliquée au calcul des
facteurs réels. Les coefficients k; et k77 [1] sont solutions d’un systéme 2 x 2 obtenu
en utilisant successivement les deux modes duaux 1/4/7 u; et 1/4/7 uj,. Dans le
calcul de k9 [11], le contact requiert une condition supplémentaire, le contour I" doit
commencer et finir au méme point situé 2 I"intérieur de la zone de contact (figure 3(b)).
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5. L’essai brésilien

Divers montages sont mis en ceuvre pour étudier I’influence de la mixit€¢ modale
sur la croissance d’une fissure et d’une fissure d’interface en particulier. Certains
utilisent les essais classiques de mécanique de la rupture : DCB (Double Cantilever
Beam), ENF (End Notched Flexure), MMF (Mixed Mode Flexure), flexion 3 points et
flexion 4 points [ODO 92, LEV 98]. Cependant, ces essais permettent difficilement de
faire varier continuement la mixité modale dans une gamme étendue de valeurs.

Nous retiendrons donc préférentiellement dans ce travail ’essai brésilien dont le
montage est représenté symboliquement sur la figure 4. Le rayon du disque est R =
10 cm, la demi-longueur de la fissure diamétrale est ¢ = 6 cm, et une pression p =
10 MPa est exercée sur deux zones diamétralement opposées de longueur 0.4 cm. La
direction des efforts fait un angle 6 avec I’axe de la fissure. Faire varier § permet de
modifier la mixité depuis le mode I jusqu’au mode II (au moins dans le cas homogene).

F,©

F

Figure 4. Représentation schématique de [’essai brésilien

REMARQUE. — [’essai brésilien est un essai employé en mécanique des roches. Il
n’est peut-étre pas spécialement adapté a I’étude des matériaux composites, il est uti-
lisé ici a titre d’expérience numérique afin de disposer d’une géométrie permettant de
faire varier continuement la mixité modale.

Afin de tester la méthode et d’avoir un élément de comparaison, les calculs en
déformations planes sont réalisés dans deux cas, le cas homogene isotrope, Fy =
Ey = 10GPa, v; = vy = 0.3 et le cas du bimatériau, F; = 10GPa, E; = 100GPa,
vVl =y = 0.3.

La figure 5 présente les variations des facteurs d’intensité normalisés
Ki(6) = K;(8)/K(0), K7,(8) = K11(8)/ K (0) [17]

a la pointe basse de la fissure, en fonction de ’angle 8 d’application des efforts dans
le cas homogene isotrope. La figure obtenue est symétrique par rapport a @ = 0 ol ne
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Kl
- O— Kl
L, . -
20 30
—0
5l

angle (deg.)

Figure 5. Distribution des facteurs d’intensité nomalisés [17] dans le cas homogeéne
isotrope, en fonction de I'angle de chargement

subsiste qu’un mode I pur. On constate d’autre part que pour | 8 |> 20 deg., il y a
refermeture compléte de la fissure, il ne reste plus alors aux extrémités que des modes
I purs.

— " Rek)

=D dmk)

angle (deg.)

Figure 6. Distribution des parties réelle et imaginaire normalisées [18] du facteur
d’intensité dans le cas du bimatériau, en fonction de [’angle de chargement

Dans le cas du bimatériau, illustré sur la figure 6, les coefficients sont normalisés
de la fagon suivante

Re(k'(0)) = Re(k(8))/Re(k(0)), Im(k'(0)) = Im(k(9))/Re(k(0)).  [18]
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Indépendamment du choix de I'échelle, diverses situations se rencontrent. Pour
| 6 |< 7.5 deg., il y a ouverture complete, ¢’est donc le mode complexe qui gouverne
I’¢tat de contrainte aux deux pointes. Pour 8 > 10 deg., la pointe basse de la fissure
reste ouverte et demeure donc sous I'influence du mode complexe, alors que la pointe
haute se referme et passe sous I’influence du mode réel correspondant au contact sans
frottement. Symétriquement pour 8 < —10deg., c’est la pointe haute qui reste ou-
verte et la pointe basse qui sc referme (figure 7). Les calculs ont été menés jusqu’a
| 6 |= 30 deg. et la refermeture compléte n’a pas été observée pour cette valeur. Ces
constatations sont en parfait accord avec la remarque du paragraphe 3 concernant les
directions de glissement interdites. Le glissement relatif des deux matériaux provo-
qué par le chargement est compatible a la pointe hautc mais pas a la pointe basse et
provoque donc |’ouverture de cette pointe.

\ 11
JR ~4~~~r—->l—lf—-0-lf —a—a » » n n

-30 -20 -10 0 10 20 30
angle (deg.)

Figure 7. Longueur de fermeture de la pointe basse de la fissure en fonction de I’angle
de chargement

Le tableau | propose une comparaison des différentes méthodes permettant de
calculer la mixité modale. Quatre angle différents de 1’essai brésilien ont été testés
avec deux substrats isotropes. Dans le premier cas, on utilise la généralisation de [3],
les deux composantes des contraintes sont calculées a une distance ry de la pointe de
fissure. La deuxieme méthode utilise la propriété [9] et la formule [10]. La troisiéme
approche utilise le calcul direct de k& proposé dans le paragraphe 4.

En examinant le tableau 1 on constate que la premiere méthode donne des résul-
tats trés fluctuants et différents des deux autres calculs. C’est une conséquence de fa
dépendance de v en 7. Les deux approches suivantes donnent des résultats voisins. Il
est clair cependant que les résultats de la deuxiéme colonne restent dépendants de la
distance a la pointe de la fissure ; en effet, la propriété [9] ne concerne que la partie sin-
guliere du tenseur des contraintes, partie dont I’influence diminue quand on s’éloigne
de la pointe de fissure. En revanche, le troisieme calcul est indépendant de toute dis-
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o Ly 29 39
=0 382
0.04 1540 1.66
006 1521 331
0.09 1455 428
0.13 13.60 4.90
0.18 1253 521
6 =10 61.00
0.04 4492 58.66
0.06 49.14 61.15
0.09 5071 60.99
0.13 5277 6148
0.18 5501 6233
g =20 83.21
0.04 6846 82.20
0.06 7196 83.97
0.09 7397 8425
0.13 75.84 8455
0.18 7785 85.17
6 =30 86.88
0.04 1540 86.96
0.06 1521 85.64
0.09 1455 85.65
0.13 13.60 85.60
0.18 1253 8521

Tableau 1. Comparaison des 3 méthodes de calcul de la mixité modale 1, 1- a partir
de [3] et [8 ] 2- apartirde [9] et [10], 3- a partirde [7] et [8]

tance. Les calculs sont réalisés sur 4 contours différents puis moyennés, toutefois les
variations d’un contour a ’autre n’excédent pas 1 %.

6. Calcul du taux de restitution de I’énergie

11 est nécessaire de faire appel aux développements asymptotiques raccordés pour
obtenir une expression du taux de restitution de I’énergie, nous nous placerons ici
dans le cas du bimateriau et de la fissure ouverte, c’est-a-dire dans le cas complexe
(les résultats dans le cas réel, i.e. le cas homogene et le cas de la refermeture seront
simplement rappelés a la fin).

Considérons un petit incrément de fissure §¢ (adimensionnalisé, ¢ << 1) le long
de I’interface (cette hypoth&se est importante). La solution du nouveau probleme U' s
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peut étre appréhendée comme une perturbation de la solution U° du probleme initial
(i.e. non perturbé 4¢ = 0), c’est le développement “extérieur’”:

Q‘”(zl,mg) = U%=z,,z5) + termes de l'ordre de §¢. [19]

Cette description est toutefois incompléte, elle n’offre pas une connaissance pré-
cise de la solution U%* au voisinage de la perturbation (I’incrément de fissure), elle
n’est valide qu’a I’extéricur de ce voisinage (d’ol son nom). De plus, le terme correc-
teur reste a définir. Il convient donc d’y adjoindre le développement “intérieur” obtenu
apres changement de variable y = x/8¢, p = r/6€ (dilatation) :

Ut (3t y) = U°(0) + VoL Vi (oLy) + ..., (20]
avec g
VH(8ly) = 2¢/p Re (k(3p) uly)) + V. (5L). [21]

La forme particuliére de [20] et [21] est obtenue en utilisant une technique de rac-

~ 1 .. . ,
cordement [LEG 93]. Les termes Zl et V  sont définis sur un domaine non borné
(obtenu par dilatation et passage a la limite §¢ — 0). Le premier terme, & droite de
[21], exprime le comportement & I’infini de Zl. L.a décomposition est rendue néces-

. . A <1 1 3 s . .
saire pour disposer grace 8V d’un probléme bien posé.

@

-30 -20 -10 0 10 20 30
angle (deg.)

Figure 8. Taux de restitution de I'énergie normalisé en fonction de l'angle de charge-
ment dans le cas homogéne

Si WO et W9 désignent respectivement I énergie potentielle de la structure avant
et aprés accroissement de fissure, la variation de cette énergie s’exprime 3 I’aide de
[13] par:

SW =W - W = g uY). [22]
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Grice aux développements asymptotiques, on peut dégager le terme le plus signi-
ficatif de cette expression:

W = (V! 2Re ((060) > () )) + .. (23]

Tous calculs faits, [23] s’écrit encore :
SW =60 K kk + ..., [24]
ol K est un coefficient réel, il se déduit du facteur d’intensité du mode dual au voi-
~1 U
sinage de ’infini dans le probleme V. : p~1/2%i€ 5 () (expression qui intervient dans

les raccordements et qui permet en particulier de définir le terme correcteur dans [19])
[LEG 93]. Le taux de restitution de ’énergie se déduit alors immédiatement de [24]:

Ce calcul passe donc par la détermination du coefficient /i donnée par:

K =§(V pt/*iey) = 9! p!/ 2Ty, [26]

Pour résoudre numériquement le probleme Ll ou V', il est nécessaire de borner
le domaine a une distance grande devant la dimension de la perturbation (= 1 dans le
domaine dilaté) et d’appliquer la condition de raccordement sur cette frontiére artifi-
ciellement créée.

14

-30 -20 -10 0 10 20 30
angle (deg.)

Figure 9. Taux de restitution de [’énergie normalisé en fonction de I’angle de charge-
ment pour le bimatériau

Contrairement au calcul de k, le calcul de K, ainsi réalisé, manque de précision
(I’indépendance par rapport au contour n’est qu’approximative numériquement). Une
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correction systématique permet d’améliorer la qualité des résultats. Le probléme in-
térieur est résolu une premiere fois sans perturbation, il devrait dans ces conditions

1 i
donner V. = O soit:

V! (3y) = 2Re (K(3¢p) > u(y) ) [27]

Drapres [13] et I'indépendance par rapport au contour, [26] devrait conduire a
K = 0, mais les imprécisions dues au calcul entrainent que cette quantité, toute en
restant petite, n’est pas nulle. Ce résidu que nous notons K va éure utilisé comme
correcteur pour définir un coefficient corrigé:

JKcort — | [;/ — \I}(Kl ,p1/2+isg) - K [28]

On vérifie alors, que la condition d’indépendance par rapport au contour est plus
rigoureusement satisfaite.

Sans plus de détails (mais avec des raisonnements tout a fait analogues), les ex-
pressions du taux de restitution de I’énergie dans le cas homogene et dans le cas de
contact sont données respectivement par:

G = K\k? + Kaok?, G = K3k avec [29]

Ky =8V /pu), K=YV /pu), Ko =¥V5,/puy),  [30]

ot V1, V], etV sont les termes du développement intérieur se comportant a I’infini
respectivement comme (/p uy, \/p tyy €t \/p U, et vérifiant dans les deux premiers
cas des conditions de bords libres sur les levres de la fissure et dans le second cas les
conditions de contact.

Les figures suivantes montrent {a variation du taux de restitution de I’énergie nor-
malisé, G' = G(6)/G (6 = 0), a la pointe gauche de la fissure dans le cas homogene
(figure 8) et du bimatériau (figure 9).

REMARQUE. — L’hypothése d’une croissance le long de I’interface est essentielle,
dans le cas d’un branchement hors de I’interface [24] contient un terme oscillant qui
interdit a priori I’'usage d’un critere énergétique [LEG 93].

7. Conclusion

L’ originalité de ce travail repose sur le calcul direct du facteur d’intensité complexe
du champ singulier décrivant les contraintes au voisinage de la pointe de fissure. Ce
calcul donne acces a une définition et une détermination de la mixité modale. Il permet
également, grice aux développements asymptotiques raccordés, de calculer le taux de
restitution de 1’énergie quelle que soit la nature isotrope ou anisotrope des substrats.
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