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RESUME. Le sujet de cet article est I’étude des équations elliptiques d’ordre deux en formulation
hybride duale dans un contexte axisymétrique et de leur discrétisation par des méthodes spec-
trales. On présente un algorithme basé sur la notion de grilles décalées sans modes parasites
et on donne des estimations d’erreur optimales en mono- et multidomaine. On décrit I'implé-
mentation de cette méthodz et on quantifie ses performances numériques a l'aide d’expériences
numériques. Ensuite, on associe cette technique a 'algorithme de projection de Goda pour la
simulation des équations de Stokes instationnaires et on montre que la stabilité inconditionnelle
de ce schéma a I'ordre deux, déja connue dans le cas semi-discret, s'étend au cas complétement
discret. Enfin, on donne quelques expériences numériques justifiant I’aptitude de la méthode a
bien simuler un écoulement de type Navier-Stokes axisymétrique.

ABSTRACT. The subject of this paper consists in studying the second order elliptic equations un-
der the hybrid dual formulation, in an axisymmetric context and their discretization by spectral
methods. Next, we present a spectral approximation, based on staggered grids, without spuri-
ous modes and we give optimal error estimates in mono- and multi-domain configurations. We
describe the implementation of this method and carry out a numerical discussion to quantify its
efficiency. Then, we use this technique for the approximation of the projection step of second
order Goda algorithm applied to the numerical simulation of the unsteady Stokes equations and
we prove unconditonal stability of the resulting scheme. Finally, some numerical experiments
are provided showing the ability of such a technique to simulate a axisymetric Navier-Stokes

Sflow.
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1. Introduction

Le traitement numérique des équations de Navier-Stokes incompressibles insta-
tionnaires (formulées en variables primitives vitesse-pression) revient a évaluer une
solution approchée du probléme suivant : trouver un champ de vitesse u : 2x]0,t*[—
R?,(d = 2,3) ainsi qu’une pression p : 2x]0,t*[— R tels que:

%ﬁ —vAu+uVu+Vp =7Ff dans 2x]0,t*[,
t [1]

divue =0 dans 2x]0,t*[,

ol 2 est un domaine borné bi- ou tridimensionnel, t* est un temps fini, v désigne
la viscosité cinématique ou, éventuellement, un parametre sans dimension (fonction
du nombre de Reynolds, de Rayleigh, de Prandtl, .. ., etc.) et f représente le terme
source. Malgré la capacité des ordinateurs a réaliser des quantités de calcul scienti-
fique considérables, I'inversion numérique de ces équations qui, aprés linéarisation,
se transforment en équations de Stokes, demeure problématique surtout pour des si-
tuations concrétes.

Divers algorithmes ont ét€ proposés, étudiés et testés. Ils ont donné plus ou moins
de satisfaction du point du vue précision et complexité. Le plus naturel parmi ces al-
gorithmes est basé sur le procédé d’Uzawa appliqué au probléme de Stokes et s’avére
le plus précis. Mais il est particulierement cofiteux lorsque des écoulements com-
plexes sont simulés, car il débouche sur des équations algébriques a résoudre régies
par une matrice mal conditionnée contenant I’inverse d’un opérateur de Laplace (dis-
cret) vectoriel. A la fin des années 1960, et dans un esprit complétement différent, A.
J. Chorin (cf. [CHO 68], [TEM 68]) a eu I'idée de découpler la vitesse de la pression
par décomposition des opérateurs en jeu. Cette procédure aboutit, pour un écoule-
ment confiné, au traitement d’une étape de diffusion qui permet de prédire un champ
de vitesse, sur lequel une correction est effectuée aussitot par le biais d’une projec-
tion orthogonale sur I'espace des vitesses a divergence et a composante normales aux
bords identiquement nules, et donnant en méme temps la pression ; c’est 1’étape de
pression-continuité qui peut étre vue comme une formulatior hybride duale d’un pro-
bleme de Poisson. Ce genre de technique a recu depuis le nom de méthodes de projec-
tion. Dans la méme optique K. Goda (cf. ((GOD 79]) a suggéré une modification qui
améliore la précision du schéma et lui confere une plus grande stabilité. Ce schéma
peut étre étendu a I’ordre deux (cf. J. Van Kan [KAN 86]), et K. Boukir (cf. (BOU 94})
a prouvé que, dans ce cas, il est inconditionnellement stable. Sa démonstration est ba-
sée de maniére cruciale sur le caractére solénoidal de la vitesse a la sortie de 1’étape
de projection. Aussi, une résolution précise et efficace de cette étape, en essayant de
conserver une vitesse calculée a divergence nulle, ne peut qu’avoir des répercussions
positives sur la validité des algorithmes et des modeles. De nos jours, il est bien cornu
que les méthodes spectrales sont aptes a répondre a un tel souhait.

Dans un bon nombre de situations réelles, la géométrie du dJomaine fluide et I’écou-
lement lui-méme présentent une symétrie de révolution par rapport a un axe et le
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modele mathématique associé peut se réduire a des équations aux dérivées partielles
bidimensionnelles ot interviennent uniquement les composantes radiale et axiale de
la vitesse. L’ objet de cet article est d’étendre au contexte axisymétrique les techniques
proposées et étudiées dans [M.A 98] et [M.A 94] pour approcher le probleme de pro-
jection (ou hybride dual), et qui ont donné des résultats encourageants dans le cas
cartésien en 2 et 3 dimensions d’espace.

L’analyse du probléeme continu est basée sur le principe variationnel. En plus de
certains outils fonctionnels développés dans [C.B 92] et [C.B 94], elle requiert I’em-
ploi de I’espace fonctionnel axisymétrique défini par I’opérateur divergence (noté
H,.(div, ,Q)). Il est donc nécessaire d’étudier les propriétés de cet espace ; ¢’est I’ob-
jet de la section 2. La section 3 est dédiée aux résultats d’existence et d’unicité de
solution du probléme faible. Dans la section 4, on décrit en monodomaine une discré-
tisation spectrale utilisant une seule grille et comportant de ce fait des modes parasites
a éliminer. On présente en détail I'implémentation numérique de cette méthode. Tan-
dis que la section 5 est consacrée a une autre approximation spectrale qui repose sur
I'utilisation des grilles décalées (dépourvues de modes parasites). Elles conduisent 2
des vitesses discrétes a divergence identiquement nulle (propriété fortement recom-
mendée pour la stabilité du schéma d’intégration temporelle de Goda). Une étude de
I’erreur commise sur la solution exacte, basée sur des résultats d’approximation poly-
nomiale démontrés dans [C.B 99] (cf. [MAD 921), aboutit a un taux de convergence
optimal. Pour clore la section, une bréve présentation des principales difficultés inhé-
rentes a I'implémentation numérique est faite et des expériences sont fournies pour
étayer les prédictions théoriques. La sixieme section est une extension de notre sol-
veur a des géométries complexes au moyen des éléments spectraux en s’appuyant sur
les travaux de Maday et Patera [MAD 94]. Dans la derniére section, lorsque 1’étape de
projection est résolue par 1’algorithme des grilles décalées, on montre que la stabilité
inconditionnelle du schéma de Goda d’ordre deux appliqué au probléme de Stokes
instationnaire reste valable. Des tests numériques basés sur une résolution spatiale de
type spectral mixte pour I’étape de projection sont décrits 2 la fin de la section prou-
vant que la précision temporelle effective du schéma est quadratique par rapport au
pas de temps.

2. Présentation du probléme et cadre fonctionnel

On s’intéresse dans cette section & un systéme elliptique de point selle posé dans
un domaine axisymétrique. Les notations utilisées au long de cet exposé sont celles
introduites dans [C.B 94]. Un point générique € R? peut &tre identifié par ses co-
ordonnées cartésiennes (z, y, z) ou cylindriques (r, z, 8) €]0, + oo[xRx] — 7).
Un domaine §2 de R3 est dit axisymétrique s’il est de la forme Qx| — 7,7] dans
le référentiel polaire, {2 étant un domaine de ]0, + oo[xR 1l peut, donc, étre pergu
comme étant le domaine balayé par 2, supposé lipschitzien, en effectuant une rotation
d’angle n = 2. On appelle I’y Vintersection de la frontiere de 2 avec I’axe corres-
pondant 2 r = 0 qui est I’axe de révolution de €). On pose T" = 89 \ Ty et on a donc
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89 = I'x] — m,7]. En tout point de A} la normale unitaire sortante est 7 tandis que
la normale a I dans le plan (r, z) est notée n.

Les équations posées sur {2 s’énoncent comme suit :

@+Vp =f dans§,
—divi =g dans €}, (2]
.7 =0 sur A5,

Les symboles V et div désignent respectivement les opérateurs gradient et di-
vergence tridimensionnels, et les données f et § sont supposées dans (L2(£2))3 et
LO(Q) sous-espace de L2(€1) des fonctions 2 moyenne nulle. Ce probléme peut étre
vu comme la formulation hybride duale d’un probléme de Poisson (cf. [RAV 77},
[ROB 91], [THO 77]), et c’est aussi la loi de Darcy élémentaire servant a modéliser
I’écoulement d’un fluide dans un milieu poreux homogeéne, cu encore 1I’étape de pro-
jection d’algorithmes de time-splitting appliqués aux équations de Navier-Stokes (cf.
[CHO 68], [GOD 79]).24]

Le cadre fonctionnel appropri€ a I’étude du systeme [2] est classique (cf. [BRE 91],
[RAV 77]). L'espace des vitesses est défini par

Ho(div ) = {w € (LA, dvw e L*(), Wy = 0}

alors que la pression est dans LO(Q) Dans ce contexte la formulation faible issue du
probléme [1] s’écrit : chercher (i,5) € Ho(d1v ) x L2($) tel que

/ﬁﬁ: dm—/ﬁﬁ(cﬁv W) de = /Q}w de, Vib € Ho(div,), (3]
Q
- /ﬁ Fdivit)dz = /f{2 gide, Ve L. [4]

Ces équations variationnelles rentrent dans la catégorie des probiemes de point
selle. Leur analyse a été réalisée, par exemple, dans [RAV 77] en se basant sur la
théorie de F. Brezzi ({BRE 74], [BRE 91}), et ils admettent une solution unique dans
Ho(div ) x Lg(fl).

Au sens de [C.B 94], le probleme est axisymétrique et peut étre réduit au moyen de
la transformée de Fourier des champs périodiques en une famille de sous-problémes
posés dans le plan (r, z). De plus, on fait I'hypothése simplificatrice que la donnée
f n’a pas de composante orthoradiale (fy = 0) et, ainsi que la fonction § (désormais
notée g) ne dépend que de (r, z). On pose alors f(r,z) = (f, (r,2),f.(r,z)). Dans un
tel contexte on peut associer a [2] les équations réduites :

u+Vp =Ff dans Q, 5]
—div,u =g dans Q, [61
un =0 surl. (7]
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Le vecteur u = (ur,u,) et le champ scalaire p sont définis dans le plan (r, z). Les

opérateurs indexés par r sont tels que V,.p = (%},gg) etdiv, u = %ﬂglr‘—') + %i;. La

formulation variationnelle s’obtient en intégrant par parties 1’équation de la quantité
de mouvement et permet de prendre la pression dans I’espace L2(Q2) des fonctions
mesurables a carré intégrable par rapport 4 la mesure rdrdz, muni de la norme

1
llall2e) = (/ ¢ TdeZ) ‘
Q
alors que les vitesses appartiennent a un sous-espace de
H,(div, ,Q) = {w = (wyw;) € (L2(Q))?, div, w € LZ(Q)},

dont la norme hilbertienne est donnée par :

o=

ol e, 0 = (013 ayye + dive wiiz(e )

Pour la suite on note Dr () = D(Q \ ) et on introduit
Drr,(Q) ={veDr (), ¢r, =0}

L’espace des vitesses cinématiquement admissibles, et donnant un sens mathé-
matique précis & la condition de Dirichlet [7], est la fermeture H, o(div, ,2) de
Dr.ro{) x Dr(N) dans H,(div, ,Q).

Avant d’expliciter la formulation faible et de prouver qu’elle est équivalente au
probléme fort, on a besoin de recenser certaines propriétés utiles de ce dernier espace
et on commence par une formule de Green. Dans cette optique on définit 1’espace de
Sobolev-Slobodekii d’ordre 1:

X = {ge 129), V.o = (2 %) e (207},

On rappelle que D(Q?) est dense dans H1() (cf. [TRI 78], [C.B 94]) et on note
H}y(Q) la fermeture de Dr(2) dans H} (). Les deux versions de la formule de
Green se montrent sans difficulté par un argument de densité.

Théoréme 2.1. On a les formules suivantes de Green:
Yw € H,o(div, ), Vg € H} (D),
/(div, w)grdrdz + / w(V,q) rdrdz =0, (8]
Q Q

Yw € H,(div, ,), Vg € H; (),
/(div,. w)grdrdz + / w(V,q) rdrdz = 0. [9]
Q Q

La formule de Green est un moyen approprié pour prouver un résultat plus précis
de densité des fonctions réguliéres dans H, o(div, ,£2), donné dans le
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Théoreme 2.2. L’ensemble (D(Q))2 est dense dans H, o(div, ,Q).

3. Etude du probléeme variationnel

Pour alléger I’écriture on pose X, (Q) = H,o(div, ,Q), la norme induite sur
cet espace par H,(div, ,{2) est désormais notée ||.||x, (). L'espace des pressions
est L2 ((£2), sous-ensemble de L2(£2) des fonctions 2 moyenne nulle pour la mesure
rdrdz. En supposant que la donnée f est dans (LZ(Q2))% et g = L2 ,(Q2) on dispose de
tous les ingrédients nécessaires pour passer a la formulation variationnelle qui consiste
a chercher (u,p) € X () x L2 ,(Q) tel que:

/ uw rdrdz + b(w,p) = / fwrdrdz, Yw € X,.(Q), (10
Q Q
blu,g) = / gqrdrdz, Vq¢€ Lf,O(Q). [11]
Q

Dans [10] et [11] on a posé: V(w,g) € X () x LZ(Q).
b(w,q) = — / (div, w)gq rdrdz.
Q

Avec la formule de Green on montre que la solution de [10]-[11] satisfait les équa-
tions fortes [5]-[7]. C’est un probléme de point-selle pour lequel les espaces X.(£2)
et L2 4(£2) sont compatibles au sens ou la forme b(.,.) satisfait une condition inf-sup,
¢’est-2-dire qu’il existe une constante 3 > 0 telle que (cf. [C.B 99]): Vg € L2,(9),

b(w,q)
sup  ——— > Bllgllr2(0)-
wex.() [wllx. (@) @

De plus, la forme (u,w) — [, uw rdrdz, est symétrique et elliptique sur le
noyau V() de b(.,.) qui n’est autre que,

Vo() = {w € X.(Q), div,w= o}.
En conséquence, on a la

Proposition 3.1. Le probleme faible [10]-[11] admet une solution unique (u, p) dans
X-(9) x L% () qui vérifie la condition de stabilité :

llullz2@)z + P2 < Cllfliz2())2- [12]
Pour revenir au probléeme variationnel tridimensionnel on observe que ((u, Uz,0) ,p)

est aussi solution de [3]-[4]. Par unicité on a obligatoirement & = (u,,u,,0) et p = p.
Et, par conséquent, dés que la donnée est invariante par rotation la solution 1’est aussi.
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L’objectif visé est d’étudier et de proposer une discrétisation spectrale des équa-
tions [10]-{11] en géométrie axisymétrique, pour des données axisyméiriques. Dans
un premier temps le domaine (2 est le cylindre plein

%

Q={(zy2) R, 22+y°<1, —1<z<1}.

el e?

z ¢, c2

Decefaitona§l = A, x A, =]0,1[x] - L,1[,c; = (0,-1),¢c; = (0,1), €1 =
(1,—1), ea = (1,1). Avant d’aborder I’approximation du probléme donnons quelques
compléments d’analyse fonctionnelle. Observons d’abord que 1’espace H, o(div, ,§2)
peut étre obtenu par la tensorisation d’espaces monodimensionnels qui fait intervenir
I’espace a poids L2(A,) défini par la mesure (rdr) ainsi que I’espace non standard
caractérisé par:

18(rx)
_ 2 1 2
(A = {x e L2, 15 e 12an},
sa norme étant donnée par :
19(rx) 3
_ 2 2
||X||x,(A,)—(HXllLa(A,)"‘”; 5 ||L3(A,)) :

Lorsque H!_,(A;) désigne I’espace de Sobolev & poids d’ordre 1 défini par la

mesure (-dr—’) il est immédiat que I’application
Y:(A,) = HMLi(A;)
x = (rx)

détermine une isométrie. Par conséquent, et sachant que I’ensemble D(]0,1]) est dense
dans H2_, (A;) (cf. [C.B 92], Théoréme 1.a.6), son image réciproque par cette isomé-
trie (égale & lui méme), est dense dans Y. (A,) qui est un espace de Hilbert. Ensuite,
pour prendre en compte les conditions aux limites on introduit le sous-espace fermé
(donc de Hilbert) X,(A,) de Y.(A,) des fonctions nulles en 7 = 1. Enfin, les injec-
tions suivantes sont continues et denses en vertu du Théoréme 2.2,

(Y-(Ar) ® L2(A,)) x (L3(A,) ® HY(A,)) —  H.(div, ,Q),

(X-(Ar) ® L*(A2)) x (L3(A) @ H3(A2)) = Xo(O).
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Sur I’espace X,(A,) la semi norme: Yy € X, (A,),
d(rx)

1
IX|x.(A0) = II; lzz(a,)

est une norme équivalente a ||.|| x, (a,). €t ce, grace a I’inégalité donnée ci-dessous,
qui est comparable a celle de Poincaré pour les espaces de Sobolev standard: Yy €
X (Ar),

Ixlizza, < Clxlx.(a.)- [13]

Remarque 3.1. La meilleure constante C, telle que I'inégalité [13] soit vérifiée, est
.. 8 L
la valeur mxpxmale de ”%—(‘g%lHLE(A,) sur le cercle unité {x € X:(Ar)lIxllLza,y =
1}; c’est I’mversc de la racine carre’e de la plus petite valeur propre de I’opérateur
87'(1' =+) qui est donc le reel - ol Ji,1 est la premiére racine non nulle de la
fonction dc Bessel de premiére espece J1 [DAU 87].

Enfin, pour donner des taux de convergence de nos algorithmes d’approximation,
on se servira des espaces de Sobolev d’ordre supérieur. Pour tout m € N, I’espace
H™(Q) est défini par

0* Nw
re dz7

muni de la norme hilbertienne naturelle. La famille d’espaces fractionnaires (HZ (1)),
, o > 0, est obtenue a partir de (H*(Q})) men (cf. [C.B 92], [C.B 99], [THO 77).

™) = {we L2@), € LXQ), VayeN, a+y<m},

Deux choix de discrétisation sont possibles. La premiére, appelée technique de la
grille unique, a ét€ analysée dans [M.A 94] pour le cas cartésien et, comme attendu, a
donné lieu a de bons résultats de convergence vers la solution exacte avec une vitesse
discréte a divergence nulle. La deuxiéme, qui est pergue comme une amélioration de
la précédente, a été introduite dans [M.A 98]. Elle est basée sur le concept des grilles
décalées et conserve la précision spectrale ainsi que la nullité de la divergence de la
vitesse approchée. Son avantage réside dans I’élimination des modes parasites qui sont
au nombre de 3 en 2 dimensions et de 7 en 3 dimensions, et qui seraient encombrants
en décomposition de domaine a cause de la multiplication de leur nombre avec les
sous-domaines.

4. Approximation spectrale par la technique de la grille unique

Afin d’adapter la méthode de la grille unique & notre cas axisymétrique on note,
pour tout entier N > 2, P (f2) I’ensemble des polyndmes de degré < N dans chaque
direction d’espace et P, (2) le sous-espace de Py (€2) composé de polyndmes nuls sur
le bord. A travers cette section et la suivante, on fera usage de la famille de polynomes
(M)o<m<n qui forme une base orthogonale de I'espace I'x(A,) N L2(A,), telle
que M, (1) = 1,Vm, et dont les propriétés sont recensées dans [C.B 99]. On introduit
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aussi I’ensemble des points de Gauss-Lobatto {rf* € A,,0 < i < N} formé des ra-
cines, rangées dans un ordre croissant, du polyndme (r(1—r) M} ), ainsi que les poids
(wf*)o<icn de sorte que la formule de quadralure (de Gauss-Lobatto) liée au poids
w(r) = r soit exacte dans Pon_1(A;). On note i§", I’opérateur d’interpolation aux
nceuds (r§*)o<ic v et & valeurs dans Py (A;). Dans la direction axiale, les points et
les poids de Gauss-Lobatto seront respectivement notés (27" )o<j<n €t (p§*)o<ij<n
(cf. [BER 92], [C.C 87]). On rappelle que, (27" )o<;<n sontles zéros de (1 — 2%)L)y.

4.1. Le probleme approché

Le but est d’examiner I’élément P x Py pour lequel on va seulement énoncer les
propriétés de convergence. Car, en effet, on préfére réserver I’analyse détaillée pour le
deuxi¢me élément auquel on s’intéresse le plus. Il s’agit, dans un premier temps, de
fixer comme espace approché de pression QN () = Pn(£2) N L2 (), I'espace des
vitesses discretes, Yy (2) étant I'intersection (Pn(2))2N X, (£2). Cet espace est formé
des champ de vitesses dans (Px(£2))2 dont la composante radiale est identiquement
nulle sur I’axe et la composante normale est nulle sur T,

Yn(Q) = (PR (A) @ Pr(A;)) x (Pn(Ar) ® PR(A,)).

On a aussi besoin de se servir du produit scalaire discret (.,.) g1 défini sur I’espace
Pn(Q) et attaché a la grille de Gauss-Lobatto: Vpy,qn € Pn(£2),

N
(pv.an)ar = ) PN 28 )gn (rf s 2 Jwf t pS .
=0 j=0

La norme obtenue sera notée ||.||gL, elle est uniformément équivalenle a celle
induite par 'espace L2(§)). On pose Iy = (iR ® 1,0\,‘2,1,\, » ®13%*,). En supposant
que la donnée f est continue, le probléme discret s’écrit alors : trouver (un,pn) €
Yn()) x Qn(Q) tel que:

(Infwn)er, Ywn € YN(R), [14]
bv(un,gn) = 0, VYgn € Qn(9). [15]

(unv,wn)eL + bn(wn,pN)

Dans [14]-[15] on a posé: Yun,wn € (Pn(0))?, YVon € Pn(0),

bv(wn,gy) = —(div, wNy,gn)oL,

(un,wN)GL (un,rWNF)GL + (UN,2 WN 2 )G L-

C’est encore un probleme de point-selle, mal posé a cause des modes parasites qui
sont identifiés dans le Lemme suivant dont la preuve peut étre obtenue en adaptant ce
qui a été réalisé dans le cas cartésien (cf. [M.A 94]).



830 Revue européenne des éléments finis. Volume 8 — n° 8/1999

Lemme 4.1, L'espace des modes parasites Zp de la forme by (.,.) est de dimension 3
et engendré par
{Mn(r),Ln(z),Mn(r)Ln(2)}.

Dans le cas od on remplace Qn(S2) par Zy, I'orthogonal de Zy dans ’espace
[P (€2) muni du produit scalaire (.,.)¢ L, la forme bilinéaire by (.,.) vérifie la condition
de Brezzi avec une constante inf-sup indépendante de N (cf. [M.A 94]). En outre,
puisque div, un appartient 2 Z alors elle est forcément identiquement nulle via
[15]. Le probleme discret est bien posé et admet une solution unique dans Y () x Z %
qui vérifie la condition de stabilité et I’estimation d’erreur données dans la proposition
4.2. La démonstration est faite en suivant la démarche de [M.A 94] et en utilisant les
résultats d’approximation de [C.B 99).

Proposition 4.2 : La solution du probléme discret (un,py) est telle que:
lunllzz@yz + llpnllizz) < CHIN Fllpz@))>-

De plus, si la solution exacte (u,p) = (uru;,p) est dans (HI(Q) x HI(Q)) x
H:(),s > 0etque ladonnée f = (f,f,) appartienta (HZ(Q) x HZ()),0 > 1
alors on a la majoration d’erreur
lle —unll(L2@)z + lIp = ol < C(N_U(“fr“H;’(Q) + 1 fo Ml @)
+N7(] s + lusllaeo) + ”p”H:(Q)))-

4.2. Implémentation numérique

En déroulant comme fonctions tests dans Y (£2) et Qn{Q) la collection des in-
terpolants de Lagrange des neeuds de Gauss-Lobatto (2" = (ri*,z§*));;, et en
utilisant la formule de Green, les équations approchées peuvent se traduire en termes

de collocation: V(4,7),0 < i,j < N,

un (z5") + ?grﬁ i) = fo(zfF) i€ {0,N},
un (x5 )+%pz£(a:“) = f.(zi") j € {0,N},
L Brtwe) )y By —

1

Bien entendu, dans la derniére équation, lorsque s = 0, onar§*" = O et a la limite

- dun .
le terme ;Ulr"’(—’g;—“—’(zg;) coincide avec 2%5%
o]

(zg; ). 11 apparait donc nettement

que la vitesse discrete est a divergence ldenthuemenl nulle, qui est justement le but
recherché. L' objectif de la suite tourne autour de la mise sou: forme algébrique de ce
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probleme et la résolution du systéme résultant. Le solveur direct choisi est dicté par
les propriétés tensorielles du domaine §2 et des opérateurs aux dérivées partielles qui
sont en jeu. Pour ce faire, il est nécessaire d’introduire des outils propres a chaque
direction spatiale. On désigne par D*,x € {r,z}, I’opérateur de dérivation agissant
sur Py (Az), qui peut étre assimilé a une matrice (D7, Jo<i,m<n~ de dimension N + 1
donnée par

Oz *

avec h%:%" le polyndme caractéristique du nceud =57, ¢’est-a-dire vérifiant AL (z$")
= 6,1, le symbole de Kronecker. En tenant compte des conditions aux limites de
Dirichlet homogénes sur la vitesse, les équations précédentes se transforment en:
v(t,7),0 <47,k <N,

z
Dim

u~rm”>+ZDmp~ L) = fr(z$H) i {0,N}, [16]

m=0
N
un,: (@) + Y Dimpn(@5e) = f2(x5) i € {0.N}, [17]
m=0
o Z WS Dhun (@SF) + Y Diun o(xir) =0. [18]

Remarque 4.1. Le probléme algébrique [16]-[18] n’admet pas de solution unique (car
pollué par les modes parasites). Cependant, et comme pour la discrétisation spectrale
Py x Pn du probleme de Stokes (cf. [BER 91)), il est possible de le rendre bien posé
en soustrayant de [18] quatre équations correspondant a quatre points (¥, )1<a<4 de
la grille {z*,0 < i,j < N} tels que la matrice (¥(Ya))we(zyu{1}),1<a<4, d’ordre
4, soit inversible.

Pour inverser ces équations, on applique I’algorithme d’Uzawa qui revient & tirer
les expressions des composantes de la vitesse uy - et un, , des deux premiéres et les
remplacer dans la derniere et il en découle: V(4,7),0 < 1,7 < N,

1 N-1

N N-1 N
—r 2 D Wit DuDLapn (i) + Y ) DiyDipn (@)

n=1 m=0 n=1 m=0
_ GL pyr
= oot E wy D7, E Dy )

qui peut &tre réécrite sous forme matricielle, mais d’abord on introduit le vecteur pres-
sion P = (pn(xi5))o<i j<n ainsique les vecteurs données F; = (f2(i;))o<i j <>
z € {r,z}, et on obtient

(A" ®@I* +I"® A )P = (B"®I*)F, + (I"® B )F, =B F (19]
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ol I A% et B* x € {r,2} sont des matrices carrées d'ordre (N + 1) chacune, avec

Iz?m = dim

r GL Oy Ny r wran r

A = WD Zw DD Bi, = w_aLDmi(l—5mo)(1—5mN)
1

A4, = Y5 DiDi,, Bin = Diy(1=6mo)(1 = Gmn)

FT = (FTFD), B= (B"®I*I"®B%),

et comme dans [R.E 64] on a noté le produit tensoriel A ® B la matrice d’ordre
(N + 1)? dont les coefficients sont fournis par (A ® B)im jn = AimBjn avec
im=1i+(m—-1)(N+1),jn = j+ (n—1)(N + 1) et on rappelle une propriété fon-
dameatale de ce produit (A ® B)(A' ® B') = (AA’ @ BB'). Les matrices A*>,x =r
ou z diagonalisables, toutes leurs valeurs propres sont négatives et chacune d’elles
posséde deux valeurs propres nulles correpondant aux modes parasites unidirection-
nels {1,Mn} et {1,Ln}. Par conséquent, il existe des matrices ()%), inversibles et
des matrices diagonales semi-définies négatives (A*), dont les coefficients diagonaux
rangés dans un ordre décroissant sont (A7, Jo<m<n (donc avec A§ = A = 0) qui vé-
rifient

z _ (QI)—lAIQI.

Les vecteurs propres associés sont (¢F, Jocm<n €t sont de dimension (N + 1)
(avec les modes radiaux g ; = 1 et o] ; = Mn(r{*) et les modes axiaux ¢f ; =
Letpf, = Ln(2{")). lls forment une base de I'espace P (A;), orthogonale par
rapport au produit dlscret. Pour inverser le systeme {19] il suffit de I’exprimer sur la
base des modes propres au moyen de (Q" ® @Q¢), la matrice de passage de la base
des interpolants de Lagrange aux points de Gauss-Lobatto a la nouvelle base. On
appelle P’ le vecteur des coordonnées de la pression suivant les modes propres : P’ =
Zz] ,J ¥; ® pj en ayant éliminé les indices & probleme correspondant aux modes
parasites, ce qui signifie que

(1,3) € {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}

I’indice (0,0) associé au mode constant a été incorporé, c’est pourquoi on compte 4
(= dim Zy + 1) éléments. Ceci revient a dire que les coefficients de P’ associés a de
tels indices sont identiquement nuls. C’est d’autant plus justifié que, comme indiqué
plus haut, on cherche une pression dans un sous-espace de @ v supplémentaire & Zy .
Désormais, (i) décrira tous les indices admissibles et donc différents de ces couples
exclus. Injecter la nouvelle expression de la pression dans le syst¢éme conduit a le
diagonaliser

Z AT+ 0l @i =(Q"®Q*)BF)



Eléments spectraux hybrides duaux axisymétriques 833

et on achéve de déterminer les coordonnées (P;;);; en évaluant le produit matriciel
apparaissant dans le membre de droite de I’équation. Finalement, si on pose

(BE) =(BFE);; =(Q"®Q*) (BE)=(Q"B"®Q*)F, + (Q"® Q°B*)F;,

alors la pression discréte est donnée par:
1
P = Z m(EE);j wi ® 7,
g Tt

et on récupere ses valeurs aux points de la grille =y par une transformation inverse
P=Q)'e Q)P

En ce qui concerne la complexité des calculs, et sachant que la diagonalisation
des matrice A,z € {r,z} ainsi que le calcul du produit (B F) sont effectués une
fois pour toutes dans | étape de pre-processing, 1'évaluation du couple (un, pn)
est réalisée en trois temps. En premier, on calcule le terme (B F)' au moyen du
produit (Q” ® Q%) (B F) qui se fait en 2 x (N + 1)3 multiplications. Ensuite, le
calcul de P’ requiert (N + 1)? opérations (de multiplications). Et finalement, le re-
tour sur la base physique nécessite autant d’opérations que la premiére étape (puisque
ces deux étapes sont inverses I’une de I’autre), ce qui veut dire 2 x (N + 1)3 mul-
tiplications. En dernier, la vitesse est obtenue 2 partir de [16]-[17] en 2 x (N + 1)3
opérations. En conclusion, une inversion du probléme de Darcy consomme au total
6 x (N + 1)® + (N + 1)? multiplications, ce qui est exactement le nombre d’opé-
rations que demanderait une résolution d’un probléme de Poisson-Neumann sur la
pression par la méme technique de diagonalisations tensorisées plus 1'évaluation du
second membre (BF) avant I'inversion et le calcul de la vitesse aprés. Par ailleurs,
I'opérateur discret agissant sur la pression dans [19] peut étre pergu comme une ap-
proximation de I’opérateur de Laplace-Neumann et donc, a posteriori, il n’est guere
surprenant que le nombre d’opérations requis par I'inversion de I’un ou I’autre des
deux problemes (Darcy et Poisson-Neumann) soit comparable.

Remarque 4.2. A travers la présente section, on a supposé que le degré de discrétisa-
tion est le méme dans les trois directions d’espace. L'extension a des situations plus
générales avec un degré N, suivant 'axe z, z € {r,z} est évidente: les estimations
a priori restent optimales et la technique de diagonalisations tensorisées s’applique
exactement de la méme fagon ; seule la taille des matrices A® et B® change.

5. Approximation spectrale par la technique des grilles décalées

Le deuxiéme choix, qui s’avére dépourvu de modes parasites, utilise trois grilles
distinctes. Avant de les décrire, on définit d’abord les points de Gauss {r{,1 < ¢ <
N}, les racines du polyndme My et les poids associés (wf)i<i<n sont tels que la
formule d’intégration numérique de Gauss soit exacte sur Poy 1 (Ar) et i . désigne
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I’opérateur d’interpolation en ces nceuds. Dans la direction axiale, (2 )1<j<n sont les
racines de .LN, ou I.JN désigne le polyndme de Legendre de degré N et (Pf)ISjSN
sont les poids associés a la formule de quadrature de Gauss. L’ opérateur d’interpola-
tion de Lagrange aux nceuds de Gauss est noté 1%, ,.

L’élément mixte auquel on s’intéresse consiste a prendre comme espace d’appro-
ximation des vitesses

Xn(Q) = {(IP’N(A,) ® Pr_1(A;)) x (Py_1(A,) ® IP’N(AZ))} N X, (Q).

La composante radiale des vitesses de X n (§2) est nulle sur I’axe I'g, donc:
Xn(Q) = (PR (A) ® Pn-1(A;)) x (Pr-1(A;) ® PR(A,)),

et I'espace des pressions coincide avec Ry (2) = Py _; () N L2 ;(9). L'unisolvance
des éléments (A, ,Pn (A}, {rf*,0 <i < N})ainsi que (A;,Py-1(A;),{rf,1 <i <
N}), et de méme dans la direction de 'axe z, suggérent de munir X 5 () du produit
scalaire suivant: Vuy,wy € Xn (),

(unv,wn)G.GL ZZ un rwN, ) (i "2 Jwit pf
i=0 j=1
N N

+ ) (unwn ) (e 2wl pd
i=1 j=0

La norme associée est ||.||¢,cL-

5.1. Analyse du probléme approché

On définit I’ opérateur d’interpolation Jy = (i35, ®if, ,,i% ,®i%",). Le probleme
approché revient a: trouver (un, pn) € Xn(2) X Ry () tel que:

(un,wy)ocr +b(wn,pn) = (Infwn)eor, Ywny € Xn(Q), [20]
bun,gnv) = 0, VYqn € Rn(9). [21]

En particulier, on signale que la quantité b(wn,qn) est calculée de fagon exacte
aussi bien sur la grille de Gauss que sur celle de Gauss-Lobatto parce que gn (div, wy)
€ Pan—2(Q) et par conséquent by (.,.) est remplacée par b(.,.). Pour de tels espaces
la condition de compatibilité de Brezzi est remplie. En effet, on a le résultat suivant
dont la démonstration repose sur un argument dii a Jensen el Vogelius [JEN 90] (cf.
[BER 92], Chap. 4, Lemme 4.4).

Lemme 5.1. La condition inf-sup suivante est satisfaite :

b(wn,
Vav € Rn (%), sup  UNAN)

> Bllgnltrzq)-
wrnexn(@) lwnllx @
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Preuve : Soit gqv € Rn(Q) donné par son développement sur la base (M,, ®
Ln)o<mn<N—1,

N-1
gn(rz) = Z GmnMm(r)La(2).

m,n=0

m<4n#0

On construit le champ de vitesse wy = (wn -, wpn, ;) de sorte que:

N-1 m r
wN(r2) = Z(Imn ~/ TMp (1) d7) Ln(2),
m=1n=0 0
N-1 N-1
Lpy1 ~ Lo_
wn(rz) = - qman(T)—tl“_‘_l(z)-

2n+1

Il est clair que wy - appartienta Py (A,) @ Pn_1(A;), et que wn (0) et wy (1)
sont nuls car pour tout m > 1, My, est a moyenne nulle pour la mesure rdr. De méme
wpy,, estdans Py_1(A;) ® IP’?V(AZ) etdonc wy € X esttel que div, wy = gn et
ona:

1 6(rwN )2

T

awN z

||L2(Q) + == ||L2(Q) = ||¢1N||L2(Q)
Finalement, grice a I’inégalité [13] appliquée a wy , et a I'inégalité de Poincaré
sur wy,, on achéve la relation de stabilité recherchée, a savoir

lwnllx, ) < CllanliLzq)

On est maintenant en mesure de déduire du Lemme précédent des estimations d’er-
reur sur la vitesse et la pression, et ce en reprenant le procédé exposé dans [M.A 98],
théoreme 3.1 basé d’une part sur la théorie de point-selle et, de I’autre, sur les résul-
tats d’approximation des champs de vecteur a divergence nulle par des polyndmes a
divergence nulle (cf. [C.B 99]),

Théoréme 5.2. On suppose vérifiées les hypothéses de la proposition .2, on a alors
I’estimation :

lu —unllz2@)2 +llp — iz < C(N_U(Hfrlng(Q) + 1zl ()
+ N7 (llurll oy + Juzllgs @) + ”p“H;(Q)))' (22)

Les espaces X n(£) et Ry () sont aussi compatibles par rapport a des normes
permettant de fournir plus d'information sur la qualité d’approximation de la pression.
C’est un résultat semblable a celui prouvé dans le cas cartésien dans le Lemme 3.4 du
[M.A 98], auquel on renvoie pour la démonstration détaillée.
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Lemme 5.3. La forme bilinéaire b(.,.) vérifie une autre condition inf-sup sur X n{(2)
et Rnv(Q):

Vgn € Rn(Q)

b(wNan a
sup ——IN) s ST —||m +IVI=22) ez

wyEXN HU’NH(L2 0))2

Preuve : Etant donné gy € Py _1(2), considérant wy € X () tel que

an 2)6q_N

Oz

ri—r(l"r) wN,z'_—(l_z

le résultat du lemme est rapldement vérifié.

On a donc les résultats suivants dont les preuves s’effectuent en s’inspirant de la
démarche [M.A 98],

Théoreme 5.4. On suppose vérifiées les hypothéses de la proposition 2 avec, de plus,
o > s alors la pression pestdans H:*!(Q) etona:

WAL go-pillize + IV 2o o)z <

CN™ (lurllasy  +llusllas @) + 112l s )

5.2. Implémentation et résultats numériques

L’implémentation numérique décrite pour I’algorithme de la grille unique se trans-
pose bien a la méthode des grilles décalées avec quelques modifications mineures. Les
bases utilisées sont toujours tensorielles de type Gauss-Lobatto/Gauss pour up -, de
type Gauss/Gauss-Lobatto pour vy ., et purement de type Gauss pour py,

N-1 N

uns(@) = un,(ré*,25) By CH (1R 4 (2)
i=1 j=1
N N-1

uns(®) = 30D unalrf 2 ) BRSO (2)
i=1 j=1
N N

pn(z) = DD N af) KR ()

1

T
]
It

1
ou (h¥°%); (resp. (h{'®)i, ¢ € {r,2} est I'interpolant de Lagrange aux points de
Gauss-Lobatto de (resp. de Gauss). Pour exprimer algébriquement les dérivations sur
la solution, on introduit la matrice de dérivation rectangulaire de type Gauss/Gauss-
Lobatto D* = (D ,m)o<1<N 1<m<n déterminée par

_ Oh%©
T Oz

D, (275)
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Choisissant dans I’ ’quation [20] comme fonctions tests pour les différentes com-
posantes de la vitesse (h"®* ® h,0) et (0,h]® ® h]*°") et en remplagant dans
I’équation de continuité la collection h]"° & h;’c avec des indices convenables et

procédant comme dans la section 4.2, on arrive au systeme matriciel sur la pression
V()1 <ij <N,

N-1 N
1 3 2 L )z z
— 3w D D) (e G>+~Zz(p6 D,
t n=1 m=1 J n=1 m=1
pa(rF25) = = Z(w‘”D’ 118t 29)+
1 N-1

—= > (P Diy) f:(rf 25t 123)

G
p] n=1

En notant P le vecteur (pN(rf,zG))Ki j<n et les vecteurs des données F;

(fr(rf* 2§ 1<isn-11<i<n, F. (fz( Z5Y))1<i<N1<i<N -1, le systéme se ré-
écrit de la faqon suivante

(A" +I"'®w A" ) P=(B"®I*)F, +(I"® B*)F, =B F. [24]

Les matrices A%,z == r ou 2z ayant les mémes caractéristiques que celles mises en
évidence dans I’algorithme précédent, la résolution de [23] s’effectue par la méthode
de diagonalisations tensorisées décrites préc€demment pour I’inversion de [19].

Pour illustrer la précision de notre algorithme, on a réalisé quelques expériences
numériques parmi lesquelles on présente celle associée a la solution exacte suivante :

uy(r,z) = —wsin(2nr) cos(nz),
uz(r,z) = 2mcos(2nr)sin(mz) + r~!sin(27r) sin(nz)
p(r,z) = cos(2nr) cos(nz).

Les calculs sont effectués au moyen de la technique spectrale mixte des grilles
décalées et sont comparés aux performances du solveur spectral de type Poisson-
Neumann. La figure 1 représente le comportement de 1’erreur (en échelle logarith-
mique) sur la vitesse (u — uy) pour la norme de (L2(f2))? et celui sur la pression
(p—pn) par rapport & la norme de I’espace L2(€2). Puisque la solution (u, p) est ana-
lytique, I’erreur décroit comme exp(—CN) et on constate effectivement une concor-
dance avec les prédictions théoriques. En outre, il ressort que la résolution mixte four-
nit une meilleure précision que le solveur de type Poisson-Neumann.
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W—8 L2- pression
O—© L2-vitesse

Log(erreurs)

15

10 y : !

Figure 1. Les courbes d’erreur en fonction de N. Les marques noires corres-
pondent au solveur mixte et les marques vides au solveur Poisson-Neumann

Dans le cas ou le domaine 2 est polygonal quelconque, la solution peut présenter
des singularités au voisinage des coins (¢;); situés sur I’axe T'g ou des coins externes
(e;);. Pour une étude détaillée de la nature des solutions singulieres on renvoie a
[DAU 88]. On se contente ici d’exhiber les premiéres singularités générées par chaque
type de coin sur la pression. On suppose autant de régularité qu’il faut sur f pour que
les singularités les plus fortes soient dues a la géométrie du domaine. On note p’ la
distance d'un point de € a un coin externe e et §' I’angle tel que © coincide avec le
secteur 0 < ' < w' autour de e. Alors, la pression présente une singularité dominante
de la forme:

(0') (log p')x(8") si 5 €N
Se =
(0 x(6") si 5 ¢N

ou x est une fonction réguliére. Tandis qu’au voisinage d’un coin axial ¢, p est la
distance a un point de 2 de ¢ et @ I'angle tel que €2 coincide avec le secteur 0 < 8 < w.
La premiere singularité est donc de la forme

p"(“)(log p) P}, (cos 8)y(6) siv(w) €N
S. = )
p"(“’)PB(u)(cos 6)y () siv(w) €N

Ici PS(W) désigne la fonction de Legendre de premiére espece et d’indice v(w) qui
est la premitre racine positive de P‘f’(w)(cosw) = 0. Quand w = % le réel v(3)
correspondant est un entier, le sommet associé n’est pas un point conique et la solution
est réguliére.

Pour tester ’aptitude de notre algorithme a capter ce genre de singularité, on a
réalisé une série de simulations numériques ol la géométrie du domaine est un pa-
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rallélogramme dont les ouvertures des angles (obtus) générant les singularités domi-

nantes sont données par w' = w = 7 — a. Les exposants singuliers sont donc et

v(7 — a). En notant s(0) = min(Z,v(7 — a) + 1), le taux de convergence attendu

sur la pression ainsi que sur la vitesse est N~2%(2) /log(N).

107 *—@0-042n
O0—Oa=12

erreurs

£
[
>t
[
&
w
o

Figure 2. Les courbes d’erreur en fonction de N pour une solution singuliére
pour les angles a=0.427 eta=3%

La figure 2 représente, en échelle logarithmique sur les deux axes, les courbes de
convergence des erreurs log(N) =4 |[pre — pivll2(0 et 10g(NV) ™ #[[utrer — unllL2(0y2
en fonction de N pour & < N < 20, dans les cas ou o = 0.427 et & = 7. Le premier
angle est tel que ~*— = v(m — @) + § et correspond a un taux de convergence iden-
tique au voisinage des deux points singuliers. La solution exacte n’étant pas accessible
analytiquement on a calculé une solution de référence avec N = 49. La pente de la
régression linéaire de la courbe de vitesse est approximativement égale a 3.85 qui est
assez proche de la valeur attendue & savoir :T"a = 3.51, tandis que pour la pression on
observe une meilleure convergence puisque le taux est 5.7 et dépasse de deux unités
celui prédit par la théorie. Ce phénomene a déja été observé dans le cas du probléeme
de Poisson (cf. [C.B 99]). Ces tendances se trouvent confirmées pour I’angle droit
a = 7, ou le point conique ne génére plus de singularité et la seule active est celle
associée au coin e extérieur & ’axe. En effet, les expériences numériques montrent
une convergence, pour la pression, de type N ¢ log(N)% au lieu de N—4 log(N)%
(cf. [M.A 95]).
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v v 2ur—a

& * 2v(n—ap!

v - ¥ (2nim—ap2

& — A 2v(n-aH] 4

n6 w3 d2n w2 56
a

Figure 3. Taux de convergence de la vitesse et de la pression, fonction de «

De fagon plus systématique, la figure 3 donne, pour une variété d’angles, le taux
de convergence de la pression (cercle vide) et celui de la vitesse (carré vide) calculés
numériquement ainsi que le taux prévu par la théorie 2s(a), représenté en traits dis-
continus. On a aussi donné la représentation graphique de la fonction 2(s{a) +1). Ces
tracés illustrent bien que I’erreur sur la pression décroit comme N ~2(5(@)+1) [og( N} 2
Il est & noter que les deux points isolés correspondant a I'angle a = 3 signifient que
la singularité due au coin axial disparait.

6. Eléments spectraux hybrides

Pour traiter des géométries complexes, on a recours a la méthode des éléments
spectraux. L'objet de cette section est de décrire brievement la méthode, de donner
les espaces discrets, d’indiquer les points clés des démonstrations et de donner les
résultats. Pour plus de détails on se réfere a [M.A 98].

Le domaine € est décomposé en un nombre fini d’éléments: @ = UK Q,
supposés, pour simplifier, rectilinéaires avec des cotés paralleles aux axes (2 =
Jre,m[%)2k,21 ) 1<k <k - On fait I'hypothése de conformité classique : deux éléments
quelcongues, supposés fermés, sont disjoints ou ont en commun un sommet ou un c6té
entier. L’approximation est basée sur les espaces discrets suivants:

Xn(@) = {wy € Heo(div, ), wh = wwja, € Xn()},

Av@) = {av € LQ), ¢ =awn, €Py-s(), [ gy rdrdz =0},
Q

Seules les vitesses sont raccordées au niveau des interfaces, puisque les compo-
santes normales doivent étre continues. Par contre, la pression est complétement libre.
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Le probléme discret avec intégration exacte s’énonce comme suit : trouver (uy, py) €
Xn(Q) x Ry () tel que

/ unvwy rdrdz + b(wy, pn) = / fwn rdrdz, Ywy € Xn(Q),
Q Q

blun,qnv) = 0, Vgn € Ry(9).

Dans cette configuration aussi la vitesse calculée est & divergence identiquement
nulle. Pour I’analyse mathématique, I’emploi d’une formule de quadrature de type
Gauss ou Gauss-Lobatto, pour I’évaluation des intégrales locales, ne pose aucune diffi-
culté fondamentale sinon qu'il rajoute de la technicité a la présentation et aux preuves.
En se basant sur les résultats énumérés dans les sections précédentes, et sur I’argument
de Boland et Nicolaides [BOL 83], on montre que les espace X (1) et Ry (§2) sont
compatibles au sens ou ils satisfont une condition inf-sup:

blwy,
Vv € Rn(92), sup blwn.an) > BllanllLz o) -

wrexn(@ lwnllx, (@)

Par conséquent, le probléme approché est bien posé et admet une solution unique
qui vérifie
llunllzz@)2 + PNz < ClifllL2@)z-

De plusona:

Théoréme 6.1. On suppose que la solution exacte (u, p) est telle que (u*,p*) €
(H(Qk))? x H*(Qf) alors:

K
llu —unllLz@)2 +llp— pnllLz() £ Cz N7 (ko2 + 105 an)) -
k=1

7. Application a la méthode de projection de Goda

On reprend les équations de Navier-Stokes incompressibles instationnaires [1],
en configuration axisymétrique sans composante ortho-radiale. Il s’agit, donc, d'éva-
luer une solution approchée du probléme suivant: trouver un champ de vitesse u =
(ur,u,) : 2x]0,t*[— K3, ainsi qu'une pression p : 2x]0,¢*[— R, tels que:

%’-tf -vAYu+uV,u+Vyp =Ff dans 2x]0,t*[,

div,u =0 dans 2x]0,¢*(, [25]

u =0 sur 0 x]0,t*,
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ou AY est le Laplacien vectoriel et défini par

Uy
AVu= (Arzr— —)
Tul

La fermeture du systeéme est achevée en imposant le déplacement initial (u(.,t =
0) = wuo(.)) (cf. [SHE 98], [C.B 94], [MAD 92]). Le modele considéré est le plus
simple dans une géométrie axisymétrique. Ce choix est justifié par le souci d’alléger la
présentation. Néanmoins, I’analyse réalisée ci-dessous s’étend sans plus de difficultés
a des situations plus générales.

La résolution des équations de Navier-Stokes [25] par une méthode de projection
s’effectue en trois étapes. D’abord, I'équation de la quantité de mouvement est linéa-
risée au moyen du schéma explicite d’ Adams-Bashford d’ordre 2 (AB(2)). Pour ce
faire, on se donnc une subdivision de I’intervalle de temps [0,t*] en pas de temps de
longueur At = +7. On définit I'instant ¢, = mAt pour 0 < m < M et on suppose
déja calculées de manigre récursive deux suites (u )OSkSm et (p Jo<k<m proches de
(u(.,te))o<k<m et (p(.,tk))o<k<m. Le schéma AB(2) consiste a discrétiser le terme
de convection a I'instant t™*! par

w.V,ul tmer) = 2u™ Vou™ —u™ LV, ™

Ceci réduit la difficulté a I’inversion d’un probléme linéaire de Stokes dont le se-
cond membre est composé du terme source f et des termes de convection, et désormais
noté ™1, Ensuite, par la technique de projection de Goda, ce dernier est décomposé
en deux sous-problemes, un de diffusion et le deuxiéme dit de pression-continuité (ou
de projection) qui fournit la solution a chaque itération.

Dans la suite on note P (Q2,I') = Pn(2) N H} (). Supposant connus (uf, ) et
(pf\,),c (0 < k < m) aux instants antérieurs 2 ¢,, 4, la premiére étape de diffusion,
basée sur la méthode d’Euler retardée d’ordre deux, consiste a chercher url\",,tl €
P (Q) x P (2,T) solutionde: Vwy € P (2) x P (Q,T),

m+1 m—1
(2 uN‘ - 2uf + fuly

At

wn)er + (VY unt VY wh)er

(f™ wn)er — (pPR.dive wy)oL

ot on a posé : Yun,wn € PR () x PQ(Q.T),

UN,r WN,
(VYon,VVwpn)er = (Veon,Vown)er + ( " . ,—T‘l)

GL.

m+1

™+ une paire de champs (uy*,

La seconde étape revient a calculer, moyennant u

pwt!) destinée a étre une estimation a I’ordre du schema (= 2)etal'instant tp 4 de

la solution exacte (u(.,tm+1)s P(-;tm+1)), qui satisfait I’équation :

3, mtl 3, m+l1
( uN ZU’N,*

At

wn)e.cr +bwnppt —pR) =0 VYwy € Xn (), [26]
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b(uy*lan) =0 Vo € Ry(9). (27]

Le schéma de Goda d’ordre 1 a été étudié dans [SHE 92], [SHE 94] et [GUE 94]
ou sa stabilité inconditionnelle a été démontrée et sa précision temporelle effective
mesurée d’ordre 1. Pour le schéma d’ordre 2, les premiers résultats mathématiques
rigoureux concernant sa stabilité inconditionnelle ont été démontrés par K. Boukir (cf.
[BOU 94]) pour le probleme de Stokes semi-discrétisé. Dans sa preuve, qui est tech-
nique et longue et que 1'on évite de reproduire ici, disposer d’une vitesse discréte uf
a divergence identiquement nulle a joué un role crucial. En particulier, lorsqu'un sol-
veur de type hybride spectral est utilisé pour I’étape de projection [26],[27] la stabilité
inconditionnelle est encore acquise dans le cas complétement discret. Quant a I’ ordre
effectif de 'algorithme de Goda la question n’est pas encore résolue mathématique-
ment, mais une recherche numérique dans le cas cartésien a déja permis de confirmer
I’ordre 2.

Avant d’énoncer le résultat de stabilité on introduit I’opérateur @f’ = (5,’\’,55’)
défini par: Vp € C}(Q),VVp € Xn(0),

AN _ fOrp(x) TeZQH\ON AN o T e Z; NoN
arp(m)—{o zezynon  %=P@ = {gp@) zezi\o0-

Proposition 7.1. On suppose que f € C(0,t*,(L%())?). Pour tout At < t* et
m € N;t,,, <t*, le résultat de stabilité suivant est vérifié

m
~ C/ m
lufll2ay +vAt Z ”V:/")nv,.”'ig(nﬁ + (A |V PRlIT2 () < Ce©*
n=1
ol C est une constante indépendante At et des données et C' dépend seulement de
PR Ph-u uy etde [ fllco.e (122

Discussion numérique. Pour étudier le comportement temporel effectif de 1’algo-
rithme de Goda (d’ordre 2) on a réalisé I’expérience numérique correspondant a la
solution suivante du probléme de Stokes incompressible :

ur(r,z) = v3(2r + 2)°sin(2v2r + t + /2) cos(v/3z + t)

u(r,z) = 2v2(2r + 2)® cos(2v2r + t + v/2) cos(v/3z + t)
+2r 1 (2r + 2)2(1 + 4r)sin(2v2r + t + V/2) cos(V/3z + t)

p(r,z) = V6sin(4r — 5z + 0.7t — 2) cos(v/5z + 0.3t).

La viscosité étant fixée a 1, la fréquence de coupure N = 24 et pour des pas de
temps At variant dans {107%,1073,1072,107!}, on a simulé I'écoulement de type
Stokes en démarrant d’une position de repos. Les solutions calculées sont comparées
aux interpolés aux points des grilles décalées de la solution exacte. On a tracé en
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échelle logarithmique le comportement des erreurs, a I'instant ¢,, = 5, sur la vitesse
par rapport a la norme (L2(Q))? et a la norme de (H}())? et sur la pression par
rapport a la norme de L2(). Les graphes montrent un comportement décroissant
vers z€ro avec une pente sensiblement égale a deux, ce qui indique que le schéma de
Goda utilisé ici est effectivement d’ordre deux.

O L2 ~vitesse
107 | B8 H/-vitesse
G—© L2-pression

Figure 4. Courbes d’erreurs pour le schéma de Goda d’ordre 2

8. Conclusion

Les méthodes de time splitting de projection connaissent un engouement renouvelé
dans la simulation des écoulements des fluides visqueux incompressibles régie par les
équations de Navier-Stokes. Ceci se justifie par la simplicité de leur implémentation
numeérique et 1’économie réalisée en temps de calcul comparées aux méthodes plus
classiques de type Uzawa. L'analyse de stabilité et de conveigence de tels schémas a
mis en évidence I'intérét de manipuler des vitesses calculées a divergence identique-
ment nulle. D’ol I'idée de remplacer la résolution de I’étape de projection comme un
probleme de Poisson sur la pression avec des conditions de Neumann par un solveur
de type mixte basé sur la formulation hybride duale.

Dans cet article, on a présenté et analysé une approximation par éléments spectraux
d’un probléme hybride dual de second ordre, basée sur la notion de grilles décalées
sans modes parasites. L’ efficacité de cette technique, en comparaison avec la formula-
tion Poisson-Neumann, a été montrée théoriquement et numériquement. Comme ap-
plication, on a décrit comment associer cette technique a I’algorithme de projection
de Goda pour la simulation des équations de Stokes instaticnnaires pour obtenir un
schéma effectivement d’ordre deux et inconditionnellement stable.
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