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RESUME. Le sujet de cet article est /'etude des equations elliptiques d'ordre deux en formulation 
hybride duale dans un contexte axisymetrique et de leur discretisation par des methodes spec
trales. On presente un algorithme base sur Ia notion de grilles decalees sans modes parasites 
et on donne des estimations d'erreur optimales en mono- et multidomaine. On decrit /'imple
mentation de cette methode et on quanti.fie ses performances numeriques a /'aided' experiences 
numeriques. Ensuite, on associe cette technique a l'algorithme de projection de Goda pour Ia 
simulation des equations de Stokes instationnaires et on montre que Ia stabilite inconditionnelle 
de ce schema a I' ordre deux, deja connue dans le cas semi-discret, s 'etend au cas completement 
discret. Enfin, on donne quelques experiences numeriques justi.fiant /'aptitude de Ia methode a 
bien simuler un ecoulement de type Navier-Stokes axisymetrique. 

ABSTRACT. The subject of this paper consists in studying the second order elliptic equations un
der the hybrid dual formulation, in an axisymmetric context and their discretization by spectral 
methods. Next, we present a spectral approximation, based on staggered grids, without spuri
ous modes and we give optimal error estimates in mono- and multi-domain configurations. We 
describe the implementation of this method and carry out a numerical discussion to quantify its 
efficiency. Then, we use this technique for the approximation of the projection step of second 
order Goda algorithm applied to the numerical simulation of the unsteady Stokes equations and 
we prove unconditonal stability of the resulting scheme. Finally, some numerical experiments 
are provided showing the ability of such a technique to simulate a axisymetric Navier-Stokes 
flow. 
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1. Introduction 

Le traitement numerique des equations de Navier-Stokes incompressibles insta
tionnaires (formulees en variables primitives vitesse-pression) revient a evaluer une 
solution approchee du probleme suivant: trouver un champ de vitesse u : n X ]O,t* [ ~ 
JRd ,(d = 2,3) ainsi qu'une pression p: nx ]O,t*[~ IR tels que: 

au at - v~u + u.V'u + V'p = f dans nx]O,t*[, 
[1] 

div u = 0 dans Dx]O,t*[, 

OU f! est Un domaine borne bi- OU tridimensionneJ, t* est Un temps fini, II designe 
Ia viscosite cinematique ou, eventuellement, un parametre sans dimension (fonction 
du nombre de Reynolds, de Rayleigh, de Prandtl, ... , etc.) et f represente le terme 
source. Malgre Ia capacite des ordinateurs a realiser des quantites de calcul scienti
fique considerables, !'inversion numerique de ces equations qui, apres linearisation, 
se transforment en equations de Stokes, demeure problematique surtout pour des si
tuations concretes. 

Divers algorithmes ont ete proposes, etudies et testes. lis ont donne plus ou moins 
de satisfaction du point du vue precision et complexite. Le plus nature! parmi ces al
gorithmes est base sur le procede d'Uzawa applique au probleme de Stokes et s'avere 
le plus precis. Mais il est particulierement coiiteux lorsque des ecoulements com
plexes sont simules, car il debouche sur des equations algebriques a resoudre regies 
par une matrice mal conditionnee contenant !'inverse d'un operateur de Laplace (dis
cret) vectoriel. A Ia fin des annees 1960, et dans un esprit completement different, A. 
J. Chorin (cf. [CHO 68], [TEM 68]) a eu !'idee de decoupler Ia vitesse de Ia pression 
par decomposition des operateurs en jeu. Cette procedure aboutit, pour un ecoule
ment confine, au traitement d'une etape de diffusion qui permet de predire un champ 
de vitesse, sur lequel une correction est effectuee aussitot par le biais d'une projec
tion orthogonale sur l'espace des vitesses a divergence eta composante normales aux 
bords identiquement nules, et donnant en meme temps Ia pression; c'est l'etape de 
pression-continuite qui peut etre vue comme une formulatioP hybride duale d'un pro
bleme de Poisson. Ce genre de technique a rec;:u depuis le nom de methodes de projec
tion. Dans Ia meme optique K. Goda (cf. ([GOD 79]) a suggere une modification qui 
ameliore Ia precision du schema et lui conrere une plus gra:-~de stabilite. Ce schema 
peut etre etendu a l'ordredeux (cf. J. Van Kan [KAN 86]), et K.. Boukir (cf. [BOU 94]) 
a prouve que, dans ce cas, il est inconditionnellement stable. Sa demonstration est ba
see de maniere cruciale sur le caractere solenoidal de Ia vitesse a Ia sortie de l'etape 
de projection. Aussi, une resolution precise et efficace de cette etape, en essayant de 
conserver une vitesse calculee a divergence nulle, ne peut qu' a voir des repercussions 
positives sur Ia validite des algorithmes et des modeles. De nos jours, il est bien connu 
que les methodes spectrales sont aptes a repondre a un tel souhait. 

Dans un bon nombre de situations reelles, Ia geometrie du jomaine ftuide et I' ecou
lement lui-meme presentent une symetrie de revolution par rapport a un axe et le 
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modele mathematique associe peut se reduire a des equations aux derivees partielles 
bidimensionnelles ou iuterviennent uniquement les composantes radiale et axiale de 
la vitesse. L' objet de cet article est d' etendre au contexte axisymetrique les techniques 
proposees et etudiees dans [M.A 98] et [M.A 94] pour approcher le probleme de pro
jection (ou hybride dual), et qui ont donne des resultats encourageants dans le cas 
cartesien en 2 et 3 dimensions d'espace. 

L'analyse du probleme continu est basee sur le principe variationnel. En plus de 
certains outils fonctionnels developpes dans [C.B 92] et [C.B 94], elle requiert l'em
ploi de I' espace fonctionnel axisymetrique defini par I' operateur divergence (note 
Hr ( div r ,f!) ). II est done necessaire d' etudier les proprietes de cet espace; c' est I' ob
jet de Ia section 2. La 5ection 3 est dediee aux resultats d' existence et d'unicite de 
solution du probleme faible. Dans Ia section 4, on decrit en monodomaine une discre
tisation spectrale utilisant une seule grille et comportant de ce fait des modes parasites 
a eliminer. On presente en detail I' implementation numerique de cette methode. Tan
dis que Ia section 5 est consacree a une autre approximation spectrale qui repose sur 
!'utilisation des grilles decalees (depourvues de modes parasites). Elles conduisent a 
des vitesses discretes a divergence identiquement nulle (propriete fortement recom
mendee pour Ia stabilite du schema d'integration temporelle de Goda). Une etude de 
l'erreur commise sur Ia solution exacte, basee sur des resultats d'approximation poly
nomiale demontres dans [C.B 99] (cf. [MAD 92]), aboutit a un taux de convergence 
optimal. Pour clore la section, une breve presentation des principales difficultes inhe
rentes a !'implementation numerique est faite et des experiences sont fournies pour 
etayer les predictions theoriques. La sixieme section est une extension de notre sol
veur a des geometries complexes au moyen des elements spectraux en s'appuyant sur 
les travaux de Maday et Patera [MAD 94]. Dans la derniere section, lorsque l'etape de 
projection est resolue par l'algorithme des grilles decalees, on montre que la stabilite 
inconditionnelle du schema de Goda d'ordre deux applique au probleme de Stokes 
instationnaire reste valable. Des tests numeriques bases sur une resolution spatiale de 
type spectral mixte pour I'etape de projection sont decrits ala fin de la section prou
vant que la precision temporelle effective du schema est quadratique par rapport au 
pas de temps. 

2. Presentation du probleme et cadre fonctionnel 

On s'interesse dans cette section a un systeme elliptique de point selle pose dans 
un domaine axisymetrique. Les notations utilisees au long de cet expose sont celles 
introduites dans [C.B 94]. Un point generique x E JR3 peut etre identifie parses co
ordonnees cartesiennes (x, y, z) ou cylindriques (r, z, 8) E]O, + oo[x!Rx] - 1r,1r]. 
Un domaine (2 de JR3 est dit axisymetrique s'il est de la forme f!x] - 1r,1r] dans 
le referentiel polaire, f! etant un domaine de ]0, + oo[x!R. II peut, done, etre pen~u 
comme etant le domaine balaye par n, suppose lipschitzien, en effectuant une rotation 
d'angle TJ = 21r. On appelle ro !'intersection de la frontiere den avec !'axe corres
pondant a r = 0 qui est !'axe de revolution de 0. On poser= 8f! \ ro et on a done 
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an= fx]- 1r;rr]. En tout point de an Ia normale unitaire sortante est n tandis que 
Ia normale a f dans le plan (r, z) est notee n. 

Les equations posees sur n s'enoncent comme suit: 

it+V.P =J dans n, 
-dlv it =g dans n, [2) 

it.n =0 sur an. 
Les symboles V et d!v designent respectivement les operateurs gradient et di

vergence tridimensionnels, et les donnees J et g sont supposees dans ( L 2 ( n)) 3 et 
L6(n), sous-espace de L2 (n) des fonctions a moyenne nulk. Ce probleme peut etre 
vu comme Ia formulation hybride duale d'un probleme de Poisson (cf. [RAV 77], 
[ROB 91], [THO 77]), et c'est aussi Ia loi de Darcy elementaire servant a modeliser 
l'ecoulement d'un fluide dans un milieu poreux homogene, cu encore l'etape de pro
jection d'algorithmes de time-splitting appliques aux equations de Navier-Stokes (cf. 
[CHO 68], [GOD 79]).24] 

Le cadre fonctionnel approprie a !'etude du systeme [2] est classique (cf. [BRE 91], 
[RAV 77]). L'espace des vitesses est detini par 

alors que Ia pression est dans L6(n). Dans ce contexte Ia formulation faible issue du 
probleme [I] s'ecrit: chercher(it,p) E H 0 (d;v ,n) x L6(n) tel que 

In itw dx- In p (div w) dx = In fw dx, Vw E Ha(div ,n), [3] 

-In ij (dlv it) dx = In gij dx, Vij E L~(n). [4] 

Ces equations variationnelles rentrent dans Ia categorie des problemes de point 
sell e. Leur analyse a ete realisee, par exemple, dans [RA V 77] en se basant sur Ia 
theorie de F. Brezzi ([BRE 74], [BRE 91]), et ils admettent une solution unique dans 
- - - 2 -Ho(d1v ,n) x L0 (f2). 

Au sens de [C.B 94], le probleme est axisymetrique et peut etre reduit au moyen de 
Ia transformee de Fourier des champs periodiques en une famille de sous-problemes 
poses dans le plan (r, z). De plus, on fait !'hypothese simplificatrice que Ia donnee 
J n'a pas de composante orthoradiale Ue = 0) et, ainsi que Ia fonction g (desormais 
notee g) ne depend que de (r, z). On pose alors f(r,z) = (f, (r,z)Jz(r,z)). Dans un 
tel contexte on peut associer a [2] les equations reduites: 

U + 'lrP =f 
-divr U =g 

u.n =0 

dans n, 
dans n, 
sur r. 

[5] 

[6] 

[7] 
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Le vecteur u = (ur,uz) et le champ scalaire p sont detinis dans le plan (r, z). Les 

operateurs indexes parr sont tels que \7 rP = ( ~, ~) et div r u = ~ a(~~r l + ~. La 
formulation variationnelle s'obtient en integrant par parties !'equation de Ia quantite 
de mouvement et permet de prendre Ia pression dans l'espace L~(D) des fonctions 
mesurables a carre integrable par rapport a Ia mesure rdrdz, muni de Ia norme 

llqiiL;(n) = (fo q2 rdrdz) ~, 
alors que les vitesses arpartiennent a un sous-espace de 

Hr(divr ,D)= { w = (wr,wz) E (L;(D)) 2
, divr wE L;(D) }, 

dont Ia norme hilbertienne est donnee par : 
I 

llwiiHr( :livr ,n) = (11wii(L~(n))2 + lldivr wlli;(n)) 
2 

· 

Pour Ia suite on note Dr( D) = D(O \f) et on introduit 

Dr,r0 (D) = {¢ E Dr(D), ¢rro = 0}. 

L' espace des vitesses cinematiquement admissibles, et donnant un sens mathe
matique precis a Ia condition de Dirichlet [7], est Ia fermeture Hr,o(divr ,D) de 
Dr,r0 (D) x Dr(D) dans Hr(divr ,D). 

Avant d'expliciter Ia formulation faible et de prouver qu'elle est equivalente au 
probleme fort, on a besoin de recenser certaines proprietes utiles de ce dernier espace 
et on commence par une formule de Green. Dans cette optique on definit I' espace de 
Sobolev-Slobodekii d' ordre 1: 

H~(D) = {q E L;(D), \lrq = (~;.~;) E (L;(D)) 2
}. 

On rappelle que D(O) est dense dans H~(D) (cf. [TRI 78], [C.B 94]) et on note 
H~,0 (D) Ia fermeture de Dr(D) dans H~(D). Les deux versions de Ia formule de 
Green se montrent sans difficulte par un argument de densite. 

Theoreme 2.1. On a les formules suivantes de Green: 

Vw E Hr,o(divr ,D), Vq E H~(D), l (divr w)q rdrdz + l w(\lrq) rdrdz = 0, [8] 

Vw E Hr(divr ,D), Vq E H~,0 (D), l ( div r w )q rdrdz + l w(\7 rq) rdrdz = 0. [9] 

La formule de Green est un moyen approprie pour prouver un resultat plus precis 
de densite des fonctions regulieres dans Hr,o(divr ,D), donne dans le 
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Theoreme 2.2. L'ensemble (V(0))
2 

est dense dans Hr,o(divr ,0). 

3. Etude du probleme variationnel 

Pour alleger l'ecriture on pose Xr(O) = Hr,o(divr ,0), Ia norme induite sur 
cet espace par Hr(divr ,0) est desormais notee 11-llxr(O)· L'espace des pressions 
est L~,0 (0), sous-ensemble de L~(O) des fonctions a moyenne nulle pour Ia mesure 
rdrdz. En supposant que Ia donnee fest dans (L~(0)) 2 et g ~ L~ 0 (0) on dispose de 
to us les ingredients necessaires pour passer a Ia formulation variationnelle qui consiste 
a chercher (u,p) E Xr(O) x L;,0 (0) tel que: 

l uw rdrdz + b(w,p) = l fw rdrdz, Vw E Xr(O), [10] 

b(u,q) = l gq rdrdz, Vq E L;,0 (0). [11] 

Dans [10] et [11] on a pose: V(w,q) E Xr(O) x L~,0 (0). 

b(w,q) = -In (divr w)q rdrdz. 

Avec Ia formule de Green on montre que Ia solution de [10]-[11] satisfait les equa
tions fortes [5]-[7]. C' est un probleme de point-selle pour lequelles espaces Xr(O) 
et L;,0 (0) soot compatibles au sens ou Ia forme b(.,.) satisfait une condition inf-sup, 
c'est-a-dire qu'il existe une constante j3 > 0 telle que (cf. [C.B 99]): Vq E L;,0 (0), 

b(w,q) 
sup II II :::: /3llqll£~(n)· WEXr(O) W Xr(O) 

De plus, Ia forme (u,w) ~ fa uw rdrdz, est symetrique et elliptique sur le 
noyau Vr(O) deb(.,.) qui n'est autre que, 

Vr(O) = {wE Xr(O), divr w = 0 }· 

En consequence, on a Ia 
Proposition 3.1. Le probleme faible [10]-[11] admet une solution unique (u, p) dans 
X r ( 0) x L; 0 ( 0) qui veri fie Ia condition de stabilite : 

[12] 

Pour revenir au prob1eme variationnel tridimensionnel on observe que ( ( Ur ,uz ,0) ,p) 
est aussi solution de [3]-[4]. Par unicite on a obligatoirement u = ( ur,Uz,O) et j5 = p. 
Et, par consequent, des que Ia donnee est invariante par rotation Ia solution I' est aussi. 
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L' objectif vise est d 'etudier et de proposer une discretisation spectrale des equa
tions [10]-[11] en geometrie axisymetrique, pour des donnees axisymetriques. Dans 
un premier temps Ie domaine 0 est Ie cylindre plein 

D = {(x,y,z) E JR3 , x 2 +y2 < 1, -1 < z < 1}. 

De ce fait on an = Ar X Az =)0,1[x]- 1,1[,cl = (0,- 1), C2 = (0,1), er = 
(1, -1), e2 = (1,1). Avant d'aborder !'approximation du probleme donnons quelques 
complements d'analyse fonctionnelle. Observons d'abord que l'espace Hr,o(divr ,f!) 
peut etre obtenu par Ia tensorisation d'espaces monodimensionnels qui fait intervenir 
l'espace a poids L;(Ar) defini par Ia mesure (rdr) ainsi que l'espace non standard 
caracterise par : 

! 8(rx) L 2(A )} 
8 E r r ' r r 

sa norme etant donnee par : 

Lorsque H;_ 1 (Ar) designe l'espace de Sobolev a poids d'ordre 1 defini par Ia 

me sure ( d;) il est immc::diat que I' application 

Yr(Ar) -+ H;-l (Ar) 
X ~---+ (rx) 

determine une isometrie. Par consequent, et sachant que 1 'ensemble V(]O, 1)) est dense 
dans H;_ 1 (Ar) (cf. [C.B 92], TMoreme l.a.6), son image reciproque par cette isome
trie (egale a lui meme), est dense dans Yr(Ar) qui est un espace de Hilbert. Ensuite, 
pour prendre en compte les conditions aux limites on introduit le sous-espace ferme 
(done de Hilbert) Xr(Ar) de Yr(Ar) des fonctions nulles en r = 1. Enfin, les injec
tions suivantes sont continues et denses en vertu du Theoreme 2.2, 

(Yr(Ar) ® L 2 (Az)) x (L~(Ar) ® H 1 (Az)) -+ Hr(divr ,f!), 

(Xr(Ar) ® L2 (Az)) x (L~(Ar) ® HJ(Az)) -+ Xr(D). 
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Sur I'espace Xr(Ar) Ia semi norme: Vx E Xr(Ar ), 

est une norme equivaJente a 11-llx.(A.)• et ce, grace a J'inegalite donnee ci-dessous, 
qui est comparable a celle de Poincare pour Jes espaces de Sobolev standard : Vx E 

Xr(Ar), 
[13] 

Remarque 3.1. La meilleure constance C, telle que l'inegalite {13] soit verifiee, est 

Ia valeur minimale de II~ 8~rx) IIL~(A.) sur Ie cercle unite {x E Xr(Ar),llxiiL~(A.) = 
1}; c'est /'inverse de Ia racine carree de Ia plus petite valeur propre de l'operateur 
- 8

8 (1- 8
8(r.)) qui est done Je reel -1-, ou j 1 1 est Ia premiere racine non nulle de Ia 

r r r Jt.l ' 

fonction de Bessel de premiere espece J 1 [DAU 87]. 

Enfin, pour donner des taux de convergence de nos algorithmes d'approximation, 
on se servira des espaces de Sobolev d'ordre superieur. Pour tout m E N, l'espace 
H;"(f!) est defini par 

muni de Ia norme hilbertienne naturelle. La famille d' espaces fractionnaires ( H: (I!) )u 
, a ~ 0, est obtenue a partir de (H;"(f!))mEN (cf. [C.B 92], [C.B 99], [THO 77]). 

Deux choix de discretisation sont possibles. La premiere, appelee technique de Ia 
grille unique, a ete analysee dans [M.A 94] pour Je cas cartesien et, comme attendu, a 
donne lieu a de bons resultats de convergence vers Ia solution exacte avec une vitesse 
discrete a divergence nulle. La deuxieme, qui est per~ue comme une amelioration de 
Ia precedente, a ete introduite dans [M.A 98]. Elle est basee sur Je concept des grilles 
decalees et conserve Ia precision spectrale ainsi que Ia nullite de Ia divergence de Ia 
vitesse approchee. Son a vantage reside dans I' elimination des modes parasites qui sont 
au nombre de 3 en 2 dimensions et de 7 en 3 dimensions, et qui seraient encombrants 
en decomposition de domaine a cause de Ia multiplication de leur nombre avec les 
sous-domaines. 

4. Approximation spectrale par Ia technique de Ia grille unique 

Afin d'adapter Ia methode de Ia grille unique a notre cas axisymetrique on note, 
pour tout entier N ~ 2, IP' N(f!) )'ensemble des polynomes de degre::; N dans chaque 
direction d'espace et IP'~(f!) Je sous-espace de IP'N(f!) compose de polynomes nuls sur 
Je bord. A travers cette section et Ia suivante, on fera usage de Ia famille de polynomes 
(Mm)o-::;m-::;N qui forme une base orthogonale de l'espace fi»N(Ar) n L;(Ar). telle 
que Mm(l) = l,Vm, et dont les proprietes sont recensees dans [C.B 99]. On introduit 
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aussi !'ensemble des points de Gauss-Lobatto {rfL E Ar,O ~ i ~ N} forme des ra
cines, rangees dans un ordre croissant, du polynome (r(l-r)M/v ), ainsi que Ies poids 
(wfL)09:SN de sorte que Ia formule de quadrature (de Gauss-Lobatto) lice au poids 
w(r) = r soit exacte dans IP'2N-dAr). On note iY'r l'operateur d'interpolation aux 
nreuds (rfL)o:=;;:=;N eta valeurs dans IP'N(Ar). Dan~ Ia direction axiale, les points et 
les poids de Gauss-Lobatto seront respectivement notes (zjL )o:=;j:=;N et (pj L )os_j<:::_N 
(cf. [BER 92], [C.C 87] ). On rappelle que, (zjL )o:Si:SN sont les zeros de (1 - z2 )LN. 

4.1. Le probleme approche 

Le but est d' examiner I' element IP' N x IP' N pour lequel on va seulement enoncer les 
proprietes de convergence. Car, en effet, on pn!fere reserver !'analyse detaillee pour le 
deuxieme element auquel on s'interesse le plus. II s'agit, dans un premier temps, de 
fixer comme espace approche de pression QN(O) = IP'N(O) n £;,0 (0), l'espace des 
vitesses discretes, YN (0) etant I' intersection (IP' N(O) )2 nXr (0). Cet espace est forme 
des champ de vitesses dans (IP'N(0)) 2 dont Ia composante radiale est identiquement 
nulle sur !'axe et Ia composante normale est nulle sur r, 

On a aussi besoin de se servir du produit scalaire discret (.,. )cL defini sur I' espace 
IP' N (0) et attache a Ia grille de Gauss-Lobatto: VpN ,QN E IP' N (0), 

N N 

( ) """" ( GL GL) ( GL GL) GL GL PN,QN GL = L.J L.JPN r; ,zi QN r; ,zi w; p1 . 
i=O j=O 

La norme obtenue sera notee ll·llc£, elle est uniformement equivalente a celle 
induite par l'espace L;m). On pose IN = WJv\ 0 icrv\.icrv\ 0 icrv\). En supposant 
que Ia donnee f est continue, le probleme disc~et s'ec~it al~rs: trc;uver (UN ,pN) E 
YN(O) x QN(O) tel que: 

(uN,WN)GL + bN(WN,PN) 

bN(UN,QN) 

= (INf,wN)GL, VwN E YN(O), 

0, VqN E QN(O). 

[14] 

[15] 

C' est encore un prohleme de point-selle, mal pose a cause des modes parasites qui 
sont identifies dans le Lemme suivant dont Ia preuve peut etre obtenue en adaptant ce 
qui a ete realise dans le cas cartesien (cf. [M.A 94]). 



830 Revue europeenne des elements finis. Volume 8- n° 811999 

Lemme 4.1. L'espace des modes parasites ZN de Ia forme bN(.,.) est de dimension 3 
et engendre par 

{ MN(r),LN (z),MN(r)LN (z) }. 

Dans le cas oil on remplace QN(O) par ZJv, I'orthogonal de ZN dans l'espace 
IP N(O) muni du produit scalaire (. ,. )cL, Ia forme bilineaire bN ( .,. ) veri fie Ia condition 
de Brezzi avec une constante inf-sup independante de N (cf. [M.A 94)). En outre, 
puisque divr UN appartient a Z/v alors elle est forcement identiquement nulle via 
[15]. Le probleme discret est bien pose et admet une solution unique dans Y N (0) x Z/v 
qui veri fie Ia condition de stabilite et I' estimation d' erreur donnees dans Ia proposition 
4.2. La demonstration est faite en suivant Ia demarche de [M.A 94] et en utilisant les 
resultats d'approximation de [C.B 99]. 

Proposition 4.2: La solution du probleme discret (UN ,pN) est telle que: 

lluNII(L~(0))2 + IIPNIIL~(fl) :S CIIINfii(L~(0)) 2 · 

De plus, si Ia solution exacte (u,p) = (ur,Uz,p) est dans (H:(O) x H:(O)) x 

H:(O),s ~ Oetqueladonneef = UrJz) appartienta (H~(O) x H:(O)),(J' > 1 
alors on a Ia majoration d 'erreur 

llu- UNII(L~(fl)) 2 +liP- PNIIL~(O) < c( N-(J (11/riiH~(fl) + 11/ziiH~(O)) 
+N-s(lluriiH:(O) + lluziiH:(O) + IIPIIH:(o))) · 

4.2. Implementation numerique 

En deroulant com me fonctions tests dans Y N (0) et Q N (0) Ia collection des in
terpolants de Lagrange des nreuds de Gauss-Lobatto (x?/ = (rfL ,zjL))ij• et en 
utilisant Ia formule de Green, les equations approchees peuvent se traduire en termes 
de collocation: V(i,j),O::; i,j ::; N, 

f ( GL' 
r Xij ) i fi {O,N}, 

j fi {O,N}, 

Bien entendu, dans Ia derniere equation, lorsque i = 0, on a rgL = 0 eta Ia limite 

le terme ;fr o(r~;,r) (xgf) co'incide avec 2 a~,r (xgf ). II ':lpparalt done nettement 

que Ia vitesse discrete est a divergence identiquement nulle, qui est justement le but 
recherche. L' objectif de Ia suite tourne au tour de Ia mise sou:; forme algebrique de ce 
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probleme et Ia resolution du systeme resultant. Le solveur direct choisi est dicte par 
les proprietes tensorielles du domaine n et des operateurs aux derivees partielles qui 
sont en jeu. Pour ce faire, il est necessaire d'introduire des outils propres a chaque 
direction spatiale. On designe par Dx ,x E { r,z}, l'operateur de derivation agissant 
sur IP'N(Ax), qui peut etre assimile a une matrice (Dfm)O~i,m~N de dimension N + 1 
donnee par 

ahX,GL 

Dx = __ m_( GL) 
zm ax x, 

avec h':',;aL le polynome caracteristique du nreud xc:nL, c 'est-a-dire verifiant h':',;a L (xr L) 
= Or;. le symbole de Kronecker. En tenant compte des conditions aux limites de 

Dirichlet homogenes sur Ia vitesse, les equations precedentes se transforment en : 
V(i,j),O::; i,j,k::; N, 

N 

UN,r(X~/) + L D[mPN(xc:nj) = fr(x'f/) i (j. {O,N}, [16] 
m=O 

N 

UN,z(x'f/) + L DjmPN(x'f~) = fz(xr/) j(j.{O,N}, [17] 
m=O 

N-1 N-1 

w~L L w~L D~;UN,r(x~.j) + L DJnuN,z(x'fnL) = 0. 
1 n=1 n=1 

[ 18] 

Remarque 4.1. Le probleme algebrique [ 16)-[ 18] n'admet pas de solution unique (car 
pollue par les modes parasites). Cependant, et comme pour Ia discretisation spectrale 
IP'N x IP'N du probleme de Stokes (cf. [BER 91]), il est possible dele rendre bien pose 
en soustrayant de [ 18] quatre equations correspondant a quatre points (Yo) 1 <a<4 de 
Ia grille {xf/,0::; i,j ~ N} tels que Ia matrice (IJI(y0 ))~~rE(ZNu{ 1 }),I~a~ 4 :d·~rdre 
4, soit inversible. 

Pour inverser ces equations, on applique l'algorithme d'Uzawa qui revient a tirer 
les expressions des composantes de Ia vitesse UN,r et UN,z des deux premieres et les 
remplacer dans Ia derniere et il en decoule: V(i,j),O ::; i,j ::; N, 

qui peut etre reecrite sous forme matricielle, mais d'abord on introduit le vecteur pres
sion P = (PN(X;j ))o~i,j~N ainsi que les vecteurs donnees Fx = Ux (x;1) )o<i,j,<N, 
x E { r,z }. et on obtient - -

(Ar 0 Jz + fT ill Az)P = (W 0 Jz)Fr + (JT 0 Bz)Fz = Il_ F [19] 
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ou JX ,Ax et sx ,x E {r,z} sont des matrices carn!es d'ordre (N + 1) chacune, avec 

Ifm = Oim 

N-1 WGL 
Aim 1 L GLDr Dr --oL Wn ni nm' Br = ';;L D:-,;(1- Omo)(1 - OmN) tm W· wi 1 n=l 

Afm LN-1 Dz Dz 
n=l ni nm' Bz = 

lffi D;,;(1- c5mo)(1- OmN) 

FT = (Ft,F'[), B= (Br 0 JZ ,F 0 Bz), 

et comme dans [R.E 64] on a note le produit tensoriel A ® B Ia matrice d'ordre 
(N + 1) 2 dont les coefficients sont fournis par (A 0 B);m,jn = AimBjn avec 
im = i + (m- 1)(N + l),jn = j + (n -1)(N + 1) et on rappelle une propriete fon
damentale de ce produit (A 0 B)( A' 0 B') = (AA' 0 BB'). Les matrices Ax, x = r 
ou z diagonalisables, toutes leurs valeurs propres sont negatives et chacune d' elles 
possede deux valeurs propres nulles correpondant aux modes parasites unidirection
nels { 1 ,MN} et { l,LN}. Par consequent, il existe des matrices ( Qx )x inversibles et 
des matrices diagonales semi-definies negatives (Ax )x dont les coefficients diagonaux 
ranges dans un ordre decroissant sont (,\~)o~m~N (done avec ,\0 = ,\f = 0) qui ve
rifient 

Les vecteurs propres associes sont (<p~)o~m~N et sont de dimension (N + 1) 
(avec les modes radiaux <p0,i = 1 et <p},; = MN(rfL) et lcs modes axiaux <p0,; = 
1 et <pf ; = L N ( zf L) ). lis forment une base de I' espace IP' N (Ax), orthogonale par 
rapport au produit discret. Pour inverser le systeme [ 19] il suffit de I' ex primer sur Ia 
base des modes propres au moyen de ( Qr 0 Qz ), Ia matrice de passage de Ia base 
des interpolants de Lagrange aux points de Gauss-Lobatto a Ia nouvelle base. On 
appelle P' le vecteur des coordonnees de Ia pression suivant lcs modes propres: P' = 
Lij P:j <pi ® <pj en ayant elimine les indices a probleme correspondant aux modes 
parasites, ce qui signifie que 

(i,j) fj_ {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} 

l'indice (0,0) associe au mode constant a ete incorpore, c'est pourquoi on compte 4 
(=dim ZN + 1) elements. Ceci revient a dire que les coefficients de P' associes a de 
tels indices sont identiquement nuts. C' est d' autant plus justifie que, comme indique 
plus haut, on cherche une pression dans un sous-es pace de Q N supplementaire a Z N. 

Desormais, ( ij) decrira tous les indices admissibles et done differents de ces couples 
exclus. Injecter Ia nouvelle expression de Ia pression dans le systeme conduit a le 
diagonaliser 

L Plj(,\'; + .\j) <p'; 0 <pj = (Qr 0 Qz)(ll. F) 
ij 
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et on acheve de determiner les coordonnees (Pfj)ii en evaluant le produit matriciel 
apparaissant dans le membre de droite de I' equation. Finalement, si on pose 

alors Ia pression discrete est donnee par: 

P' - "" 1 (B F)'· r 0 z - ~ ;.r + ;.z -- zj '{); 'fJ;' 
ij l J 

et on recupere ses valeurs aux points de Ia grille 2N par une transformation inverse 

En ce qui concerne Ia complexite des calculs, et sachant que Ia diagonalisation 
des matrice A",x E {r,z} ainsi que le calcul du produit (B F) sont effectues une 
fois pour toutes dans I etape de pre-processing, !'evaluation du couple (uN, PN) 
est realisee en trois temps. En premier, on calcule le terme (B F)' au moyen du 
produit (Qr ® Qz) (B F) qui se fait en 2 x (N + 1)3 multiplications. Ensuite, le 
calcul de P' requiert (N + 1)2 operations (de multiplications). Et finalement, le re
tour sur Ia base physique necessite autant d'operations que Ia premiere etape (puisque 
ces deux etapes sont inverses l'une de !'autre), ce qui veut dire 2 x (N + 1)3 mul
tiplications. En dernier, Ia vitesse est obtenue a partir de [16]-[17] en 2 X (N + 1)3 

operations. En conclusion, une inversion du probleme de Darcy consomme au total 
6 x (N + 1)3 + (N + 1)2 multiplications, ce qui est exactement le nombre d'ope
rations que demanderait une resolution d'un probleme de Poisson-Neumann sur Ia 
pression par Ia me me technique de diagonalisations tensorisees plus I' evaluation du 
second membre (BF) :lVant !'inversion et le calcul de Ia vitesse apres. Par ailleurs, 
I' operateur disc ret agis~ant sur Ia pression dans [ 19] peut etre per~u com me une ap
proximation de l'operateur de Laplace-Neumann et done, a posteriori, il n'est guere 
surprenant que le nombre d' operations requis par I' inversion de I' un ou I' autre des 
deux problemes (Darcy et Poisson-Neumann) soit comparable. 

Remarque 4.2. A travers Ia presente section, on a suppose que le degre de discretisa
tion est le meme dans les trois directions d'espace. L'extension a des situations plus 
generales avec un degre Nx suivant l'axe x, x E {r,z} est evidente: les estimations 
a priori restent optimales et Ia technique de diagonalisations tensorisees s'applique 
exactement de Ia meme fa~on; seule Ia taille des matrices A" et B" change. 

5. Approximation spectrale par Ia technique des grilles decalees 

Le deuxieme choix, qui s'avere depourvu de modes parasites, utilise trois grilles 
distinctes. Avant de les decrire, on definit d'abord les points de Gauss {rf,l ~ i ~ 
N}, les racines du pol}n6me MN et les poids associes (wf)I~;~N sont tels que Ia 
formule d' integration numerique de Gauss so it exacte sur IP'2N _ 1 ( Ar) et ify ,r designe 
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I' operateur d'interpolation en ces nreuds. Dans Ia direction axiale, (zj )1 ~j~N sont les 
racines de LN. oil LN designe le polynome de Legendre de degre Net (pj)I~j~N 
sont les poids associes a Ia formule de quadrature de Gauss. L'operateur d'interpola
tion de Lagrange aux nreuds de Gauss est note i<Jv,z. 

L'element mixte auquel on s'interesse consiste a prendre comme espace d'appro
ximation des vitesses 

La composante radiale des vitesses de XN(O) est nulle sur I' axe f 0 , done: 

XN(O) = (IP'~(Ar) ® IP'N-I(Az)) x (IP'N_t(Ar) 01P'~(Az)), 

et I' espace des press ions co'incide avec RN (0) = IP' N _1 (0) n L; 0 (0). L' unisolvance 
des elements (Ar.IP'N(Ar),{rfL ,0:::; i:::; N}) ainsi que (Ar,IP'N~I(Ar),{rf ,1 :::; i:::; 
N} ), et de meme dans Ia direction de !'axe z, suggerent de munir XN(O) du produit 
scalaire suivant: 'VuN,WN E XN(O), 

N N 

(uN,WN)G,GL = L L(uN,rWN,r)(rfL ,zj)wfL pj 
i=O j=l 
N N 

+ L L(uN,zWN,z)(rf ,zjL)wf pjL. 
i=l j=O 

La norme associee est ll.llc,GL· 

5.1. Analyse du probleme approche 

On definit I' operateur d'interpolation .J N = (i<Jv\ ®i<Jv z ,ijy r ®ijy\). Le probleme 
approcherevienta: trouver(uN,PN) E XN(O) x'RN(O) te/que: · 

(uN,WN)G,GL + b(wN, PN) 

b(uN, QN) 

(.JNf,wN)c,cL, 'VwN E XN(O), [20] 

0, 'VqN E RN(O). [21] 

En particulier, on signale que Ia quantile b( w N ,qN) est calculee de fa~Yon exacte 
aussi bien sur Ia grille de Gauss que sur celle de Gauss-Lobatto parce que QN ( div r w N) 

E IP'2N_ 2 (0) et par consequent bN(.,.) est remplacee par b(.,.). Pour de tels espaces 
Ia condition de compatibilite de Brezzi est remplie. En effet, on a le resultat suivant 
dont Ia demonstration repose sur un argument du a Jensen el Vogelius [JEN 90] (cf. 
[BER 92], Chap. 4, Lemme 4.4). 

Lemme 5.1. La condition inf-sup suivante est satisfaite: 

b(WN,QN) 
sup ~ /3llqNIIL;<rn· 

WNEXN(O) llwNIIxr(O) 
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Preuve: Soit QN E RN(f!) donne par son developpement sur Ia base (Mm 0 
Ln)o-s,m,n'S,N -1· 

N-1 

QN(r,z) = L QmnMm(r)Ln(z). 
m,n=O 
m+n:#=O 

On construit le champ de vitesse WN = (wN,r,WN,z) de sorte que: 

WN,r(r,z) = 
N-1 m 1 r - L L Qmn(- Jo TMm(r) dr)Ln(z), 
m=1 n=O r 0 
N-1 N-1 

_ ~ ~ M ( )Ln+1- Ln-1 ( ) 
LJ LJ Qmn m r 2n + 1 z . 
m=0n=m+1 

WN,z(r,z) 

II est clair que WN,r appartient a IP'N(Ar)@ IP'N-dAz), et que WN,r(O) et WN,r(l) 
sont nuls car pour tout m 2: 1, M m est a moyenne nulle pour Ia mesure rdr. De me me 
WN,z est dans IP'N-1 (Ar) 0 IP'~(Az) et done WN E XN est tel que divr WN = QN et 
on a: 

Finalement, grace a l'inegalite [13] appliquee a WN,r eta l'inegalite de Poincare 
sur WN,z on acheve Ia relation de stabilite recherchee, a savoir 

On est main tenant en mesure de deduire du Lemme precedent des estimations d' er
reur sur Ia vitesse et Ia pression, et ce en reprenant le procede expose dans [M.A 98]. 
theoreme 3.1 base d'une part sur Ia theorie de point-selle et, de I'autre, sur les resul
tats d'approximation des champs de vecteur a divergence nulle par des polynomes a 
divergence nulle (cf. [C.B 99]), 

Theoreme 5.2. On suppose verifiees les hypotheses de Ia proposition .2, on a alors 
I' estimation: 

llu- UNII(£~(0)) 2 +liP- PNII£~(0) ~ c(N-u (llfriiH~(O) + llfziiH~(OJ) 
+N-"(IIuriiH:(O) + lluziiH:(O) + IIPIIH:(o)) ). [22] 

Les espaces XN(f!) et RN(f!) sont aussi compatibles par rapport a des normes 
permettant de fournir plus d' information sur Ia qualite d' approximation de Ia pression. 
C'est un resultat semblable a celui prouve dans le cas cartesien dans le Lemme 3.4 du 
[M.A 98]. auquel on renvoie pour Ia demonstration detaillee. 
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Lemme 5.3. La forme bilineaire b(.,.) verifie une autre cond1tion inf-sup sur XN(!1) 
et RN(!1): 

VqN E RN(!1) 
b(wN,QN) > sup 

WNEXN iiwNii(L:(!1))2 

Preuve:EtantdonneqN E IPN_ 1 (!1),considerantwN E XN(!1) tel que 

aqN 2 aqN 
WN r = r(l- r)-a , WN z = (1- Z )-a · ' r , z 

le resultat du Iemme est rapidement veri fie. 

On a done les resultats suivants dont les preuves s' effectuent en s' inspirant de Ia 
demarche [M.A 98], 

Theoreme 5.4. On suppose verifiees les hypotheses de Ia proposition 2 avec, de plus, 
a ~ s alors Ia pression pest dans H:+I (!1) et on a: 

a 
II Jr(l - r) ar (p- PN )11£:(!1) + 

~-a 
IIV\1-z-)az(P-PN)IIL:(oJ :S: 

eN-• +lluziiH:(Il) + IIPIIH:+l(O)) · 

5.2. Implementation et resultats numeriques 

L'implementation numerique decrite pour l'algorithme de Ia grille unique se trans
pose bien a Ia methode des grilles decalees avec quelques modifications mineures. Les 
bases utilisees sont toujours tensorielles de type Gauss-Lobatto/Gauss pour UN,r• de 
type Gauss/Gauss-Lobatto pour UN,z• et purement de type Gauss pour PN, 

UN,r(x) 

UN,z(x) 

PN(x) 

N-1 N 

L L UN,r(rfL ,zj) h~,GL(r)hj'a (z) 
i=l j=l 

N N-1 
L L UN,z(rf,zjL) h~·a(r)hj'aL(z) 
i=l )=1 

N N 

L LPN(rf ,zj) h~'a(r)hj'co (z) 
i=l j=l 

ou (h~,aL); (resp. (h~'a);, x E {r,z} est ('interpolant de Lagrange aux points de 
Gauss-Lobatto de (resp. de Gauss). Pour exprimer algebriquement les derivations sur 
Ia solution, on introduit Ia matrice de derivation rectangulaite de type Gauss/Gauss
Lobatto iJx = (Dfm)o~i~N,J~m~N determinee par 

ahx,G 

Dfm = a~ (xfL). 
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Choisissant dans l'equation [20) comme fonctions tests pour les differentes com
posantes de Ia vitesse ~h~·GL 0 h;·G ,0) et (O,h~·G 0 h;·GL) et en rempla~ant dans 

l'equation de continuit..S Ia collection h~·G 0 h;·G avec des indices convenables et 
procedant comme dans Ia section 4.2, on arrive au systeme matriciel sur Ia pression 
\f(i,j) ,1 ~ i,j ~ N, 

N-1 N N-1 N 
1 "'"' "'"' ( GLD- r D-r ) ( G G) 1 "'"' "'"' ( GLD- z D- z ) a~~ Wn m nm PN rm,zj +a~~ Pn nj nm 

W; n=1 m=1 Pj n=1 m=l 

N-1 
( G G) 1 "'"' ( GLD- r ) J ( GL G) PN r; ,Zm = a ~ wn ni r r n ,zj + w. 

2 n=l 
N-1 

1 "'"'( GLD-z) J ( c GL) a ~ Pn nJ z r; ,zn · 
Pj n=l 

[23) 

En notant P le vecteur (PN(rf,zj))t~i.J~N et les vecteurs des donnees Fr = 
Ur(rfL ,zj))t~;~N-1,J~j~N· Fz = Uz(rf ,zjL))t~;~N,l~j~N-!·le systeme sere
ecrit de Ia fa~on suivante 

Les matrices Ax ,x = r ou z ayant les memes caracteristiques que celles mises en 
evidence dans I' algorithme precedent, Ia resolution de [23) s' effectue par Ia methode 
de diagonalisations tensorisees dec rites precedemment pour I' inversion de [ 19]. 

Pour illustrer Ia precision de notre algorithme, on a realise quelques experiences 
numeriques parmi lesquelles on presente celle associee a Ia solution exacte suivante : 

ur(r,z) = -1l'sin(27rr)cos(7rz), 

Uz(r,z) = 21l'cos(21T'r) sin(7rz) + r- 1 sin(27rr) sin(7rz) 

p(r,z) = cos(27rr) cos(7rz). 

Les calculs sont effectues au moyen de Ia technique spectrale mixte des grilles 
decalees et sont compares aux performances du solveur spectral de type Poisson
Neumann. La figure l represente le comportement de l'erreur (en echelle logarith
mique) sur Ia vitesse (u- uN) pour Ia norme de (£~(!1)) 2 et celui sur Ia pression 
(p- PN) par rapport a Ia norme de l'espace £~(!1). Puisque Ia solution (u, p) est ana
lytique, I' erreur decroit comme exp( -C N) et on con state effectivement une concor
dance avec les predictions theoriques. En outre, il ressort que Ia resolution mixte four
nit une meilleure precision que le solveur de type Poisson-Neumann. 
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Figure 1. Les courbes d'erreur en fonction de N. Les marques noires corres
pondent au solveur mixte et les marques vides au solveur Poisson-Neumann 

Dans le cas oil le domaine !1 est polygonal quelconque, Ia solution peut presenter 
des singularites au voisinage des coins (c;); situes sur !'axe f 0 ou des coins externes 
( e 1 )j. Pour une etude detaillee de Ia nature des solutions singulieres on renvoie a 
[DAU 88]. On se contente ici d'exhiber les premieres singularites generees par chaque 
type de coin sur Ia pression. On suppose autant de regularite qu'il faut surf pour que 
les singularites les plus fortes soient dues a Ia geometrie du domaine. On note p' Ia 
distance d'un point den a un coin externe e et (}' I' angle tel que n coi"ncide avec le 
secteur 0 ::=; (}' ::=; w' autour de e. Alors, Ia pression presente une singularite dominante 
de Ia forme: 

Se = { (p') ~(log p')x(O') 

(p') ;;r x(O') 

. 7r "'' Sl- En 
w' 

si 7r' ~ N 
w 

oil x est une fonction reguliere. Tandis qu'au voisinage d'un coin axial c, p est Ia 
distance a un point den dec et (}I' angle tel que !1 coi"ncide avec le secteur 0 :::; (} :::; w. 
La premiere singularite est done de Ia forme 

Sc = { p"(wl(Iogp)P~(w)(cosO)'IjJ(O) 

p11 (w) P~(w) (COS O)'ljJ((}) 

si L'(w) E N 

si v(w) ~ N 

lei P~(w) designe Ia fonction de Legendre de premiere espece et d'indice v(w) qui 

est Ia premiere racine positive de P~(w)(cosw) = 0. Quand w = ~ le reel v(~) 
correspondant est un en tier, Ie sommet associe n' est pas un point conique et Ia solution 
est reguliere. 

Pour tester !'aptitude de notre algorithme a capter ce genre de singularite, on a 
realise une serie de simulations numeriques ou Ia geometrie du domaine est un pa-
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rallelogramme dont les ouvertures des angles (obtus) generant les singularites domi
nantes sont donnees par w' = w = rr - a. Les exposants singuliers sont done - 11

- et 
11-Q 

v(rr- a). En notant s(o) = min( 
11

_:':
0 

,v(rr- a)+~), le taux de convergence attendu 

sur Ia pression ainsi que sur Ia vitesse est N- 2•(<>) Jiog(N) . 

..._.a=0.42n 

10_. 

10_. 

12 16 24 32 
N 

Figure 2. Les courb~s d'erreur en fonction deN pour une solution singuliere 
pour les angles n=0.4211 eta=~ 

La figure 2 represente, en echelle logarithmique sur les deux axes, les courbes de 
convergence des erreurs log(N)- ~ IIPref- PNIIL~(O) et log(N)- ~ lluref- uNIIL~(fl)2 
en fonction deN pour 8 :S N :S 20, dans les cas ou a= 0.42rr eta= ~· Le premier 
angle est tel que 

11
_:':

0 
= v(rr- a)+ ~ et correspond a un taux de convergence iden

tique au voisinage des deux points singuliers. La solution exacte n' etant pas accessible 
analytiquement on a calcule une solution de reference avec N = 49. La pente de Ia 
regression lineaire de Ia courbe de vitesse est approximativement egale a 3.85 qui est 
assez proche de Ia valeur attendue a savoir 11

2:_
0 

= 3.51, tandis que pour Ia pression on 
observe une meilleure convergence puisque le taux est 5. 7 et depasse de deux unites 
celui predit par Ia theorie. Ce phenomene a deja ete observe dans le cas du probleme 
de Poisson (cf. [C.B 99]). Ces tendances se trouvent confirmees pour I' angle droit 
a = ~ , ou le point conique ne genere plus de singularite et Ia seule active est celle 
associee au coin e exterieur a I' axe. En effet, les experiences numeriques montrent 
une convergence, pour Ia pression, de type N-6 log(N)! au lieu de N-4 log(N) ~ 
(cf. [M.A 95]). 



840 Revue europeenne des elements finis. Volume 8- no 8/1999 

15 

10 
\ 

\ .. \ 
\ .. 

9 .. 21t/Jt--Q 

• • 2v(n:--a)+ I 
..._ - .., (21tfn--a)+2 
.... - _., 2v(n--a}+3 

' '-.._ ./// 

. 

I 
I 

J. 
~ .. 

I 

I 

I A 
I 

~ .. 
Oc_-~--~~~,----~~-

7t!6 7t!3 .42• 7t!2 l7t!6 

a 

Figure 3. Taux de convergence de Ia vitesse et de Ia pression, fonction de o 

De fa~on plus systematique, Ia figure 3 donne, pour une variete d'angles, le taux 
de convergence de Ia pression (cercle vide) et celui de Ia vitesse (carre vide) calcules 
numeriquement ainsi que le taux prevu par Ia theorie 2s(o), represente en traits dis
continus. On a aussi donne Ia representation graphique de Ia fonction 2( s( o) + 1). Ces 
traces illustrent bien que l'erreur sur Ia pression decroit comm.: N- 2(s(n)+l l log(N)!. 
II est a noter que les deux points isotes correspondant a I' angle o = i signifient que 
Ia singularite due au coin axial disparait. 

6. Eh~ments spectraux hybrides 

Pour traiter des geometries complexes, on a recours a Ia methode des elements 
spectraux. L'objet de cette section est de decrire brievement Ia methode, de donner 
les espaces discrets, d'indiquer les points cles des demonstrations et de donner les 
resultats. Pour plus de details on se retere a [M.A 98]. 

Le domaine n est decompose en un nombre fini d'elements: 0 = u:=l Oko 
supposes, pour simplifier, rectilineaires avec des cotes paralleles aux axes (!lk = 
]rk>rU X ]zk ,z~[h~k~K 0 On fait !'hypothese de conformite classique: deux elements 
quelconques, supposes fermes, sont disjoints ou ont en commun un sommet ou un cote 
en tier. L' approximation est basee sur les espaces discrets suivants: 

{wN E Hr,o(divr ,!1), W~ = WNirlk E XN(!lk)}, 

{ qN E L;(n), q~ = qNirlk E IP'N-l(nk), k qN rdrdz = 0 }· 

Seules les vitesses sont raccordees au niveau des interfa;es, puisque les compo
santes normales doivent etre continues. Par contre, Ia pression est completement libre. 
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Le probleme discret avec integration exacte s'enonce comme suit: trouver(uN, PN) E 

XN(O) x RN(O) tel que 

L UNWN rdrdz t b(wN, PN) = L fwN rdrdz, VwN E XN(O), 

b(uN, QN) 0, VqN E RN(O). 

Dans cette configuration aussi Ia vitesse calculee est a divergence identiquement 
nulle. Pour I' analyse mathematique, I' emploi d' une formule de quadrature de type 
Gauss ou Gauss-Lobatto, pour !'evaluation des integrales locales, ne pose aucune diffi
culte fondamentale sinon qu'il rajoute de Ia technicite a Ia presentation et aux preuves. 
En se bas ant sur les resultats enumeres dans les sections precedentes, et sur I' argument 
de Boland et Nicolaides [BOL 83], on montre que les espace XN(O) et RN(O) sont 
compatibles au sens ou ils satisfont une condition inf-sup: 

Par consequent, le probleme approche est bien pose et admet une solution unique 
qui verifie 

De plus on a: 

Theoreme 6.1. On suppose que Ia solution exacte ( u, p) est telle que ( u k ,pk) E 
(H:• (Ok)) 2 x H:• (Ok) alors: 

K 

llu- UNIIL~(0) 2 +liP- PNIIL~(O) sci: N-·· (llukii(H;•(Ok))2 + IIPkiiH;•(o.)). 
k==l 

7. Application a Ia methode de projection de Goda 

On reprend les equations de Navier-Stokes incompressibles instationnaires [I], 
en configuration axisymetrique sans composante ortho-radiale. II s' agit, done, d' eva
luer une solution approchee du probleme suivant: trouver un champ de vitesse u = 
(ur,Uz): Ox]O,t*[-+ ~3 , ainsi qu'une pressionp: Ox]O,t*[-+ IR, tels que: 

au v Bt- v~r u + u.V'ru + V'rP =! dans n X ]O,t* [, 

divr U =0 dans 0 X jO,t* [, [25] 

u =0 sur 80 x JO,t* [, 
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ou ~Y est le Laplacien vectoriel et detini par 

La fermeture du systeme est achevee en imposant le deplacement initial (u(.,t = 
0) = ua(.)) (cf. [SHE 98], [C.B 94], [MAD 92]). Le modele considere est le plus 
simple dans une geometrie axisymetrique. Ce choix est justifie par le souci d' alleger Ia 
presentation. Neanmoins, I' analyse realisee ci-dessous s'etend sans plus de difficultes 
a des situations plus generales. 

La resolution des equations de Navier-Stokes [25] par une methode de projection 
s'effectue en trois etapes. D'abord, !'equation de Ia quantile de mouvement est linea
risee au moyen du schema explicite d'Adams-Bashford d'ordre 2 (AB(2)). Pour ce 
faire, on se donne une subdivision de l'intervalle de temps [O,t*J en pas de temps de 
longueur ~t = ~.On definit I' instant tm = m~t pour 0 :S: m :S: Met on ~uppose 
deja calculees de maniere recursive deux suites ( uk )o<k<m et (pk )o<k<m proches de 
(u(.,tk))o<k<m et (p(.,tk))o<k<m· Le schema AB(2) consiste a discr"6tiser le terme 
de convection a I' instant tm+f par 

n ( t ) 2 m n m m-1 n m-1 U. v rU ., m+1 ~ U . v rU - U . v rU . 

Ceci reduit Ia difficulte a I' inversion d' un probleme lineaire de Stokes dont le se
cond membre est compose du terme source f et des termes de convection, et desormais 
note Jm+ 1 . Ensuite, par Ia technique de projection de Goda, ce dernier est decompose 
en deux sous-problemes, un de diffusion et le deuxieme dit de pression-continuite (ou 
de projection) qui fournit Ia solution a chaque iteration. 

Dans Ia suite on note IP'~(f!,f) = IP'N(f!) n H~.0 (f!). Supposant connus (u~ )k et 

(p~)k (0 :S: k :S: m) aux instants anterieurs a tm+ 1, Ia premiere etape de diffusion, 
basee sur Ia methode d'Euler retardee d'ordre deux, consiste a chercher u:Z:';: 1 E 

IP'~(f!) x IP'~(f!,f) solution de: VwN E IP'~(f!) x IP'~(f!,f), 

(nV m+1 nF ) 
V vr UN,• ,vr WN GL 

(/m+l ,WN)GL- (p:Z:,divr WN)GL 

ou on a pose: VvN,WN E IP'~(f!) x IP'~(f!,f), 

La seconde etape revient a calculer, moyennant u :Z:': 1 une paire de champs ( u :z:+ 1 , 

p';+1) destinee a etre une estimation a I' ordre du schema ( = 2) et a I' instant tm+ I de 
Ia solution exacte (u(.,tm+d• p(.,tm+J)), qui satisfait !'equation: 
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Le schema de Gada d'ordre 1 a ete etudie dans [SHE 92], [SHE 94] et [GUE 94] 
ou sa stabilite inconditionnelle a ete demontree et sa precision temporelle effective 
mesuree d'ordre 1. Pour le schema d'ordre 2, les premiers resultats mathematiques 
rigoureux concernant sa stabilite inconditionnelle ant ete demontres parK. Boukir (cf. 
[BOU 94]) pour le probleme de Stokes semi-discretise. Dans sa preuve, qui est tech
nique et longue et que I' on evite de reproduire ici, disposer d'une vitesse discrete u/V 
a divergence identiquement nulle a joue un role crucial. En particulier, lorsqu' un sol
veur de type hybride spectral est utilise pour l'etape de projection [26),[27] Ia stabilite 
inconditionnelle est encore acquise dans le cas completement discret. Quant a I' ordre 
effectif de I' algorithme de Goda Ia question n' est pas encore resolue mathematique
ment, mais une recherche numerique dans le cas cartesien a deja permis de con firmer 
l'ordre 2. 

Avant d'enoncer le resultat de stabilite on introduit l'operateur V[:" = (8[:',8;') 
defini par: Vp E C1 (0),V;:'p E XN(O), 

X E 3N \80 
X E 3N n 80 

-N { 0 
8z p(x) = 8zp(x) 

X E 3(v n 80 
X E 3(v \80 

Proposition 7.1. On suppose que f E C(O,t*,(£;(0)) 2 ). Pour tout tl.t < t• et 
m E N; tm :S t•, le resultat de stabilite suivant est veri fie: 

m 

llu/VIIl;(o)2 + v!:l.t L IIY'YuiV,.IIl;(o)2 + (6.t) 2 IIV~ P/VIIl;(0)2 :S Cec'tm 
n=l 

ou C est une constante independante tl.t et des donnees et C depend seulement de 

p~,p~,u~,u~ et de ll/llc(o,t•,(L~(0))2)· 

Discussion numerique. Pour etudier le comportement tempore! effectif de l'algo
rithme de Gada (d'ordre 2) on a realise !'experience numerique correspondant a Ia 
solution suivante du probleme de Stokes incompressible: 

ur(r,z) = VJ(2r + 2) 3 sin(2J2r + t + J2) cos( J3z + t) 

Uz ( r,z) = 2J2(2r + 2) 3 cos(2J2r + t + J2) cos( J3z + t) 
+ 2r- 1 (2r + 2) 2 (1 + 4r) sin(2J2r + t + J2) cos( J3z + t) 

p(r,z) = v'6 sin( 4r - J5z + 0. 7t- 2) cos( J5z + 0.3t). 

La viscosite etant fixee a 1, Ia frequence de coupure N = 24 et pour des pas de 
temps i:l.t variant dans {lo- 4 ,10- 3 ,10-2 ,10- 1 }, on a simule l'ecoulement de type 
Stokes en demarrant d'une position de repos. Les solutions calculees sont comparees 
aux interpoles aux points des grilles decalees de Ia solution exacte. On a trace en 
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echelle Iogarithmique Ie comportement des erreurs, a !'instant tm = 5, sur Ia vitesse 
par rapport a Ia norme (L;(!l)) 2 eta Ia norme de (H; (!l)) 2 et sur Ia pression par 
rapport a Ia norme de L;(!l). Les graphes montrent un comportement decroissant 
vers zero avec une pente sensiblement egale a deux, ce qui indique que le schema de 
God a utilise ici est effectivement d' ordre deux. 

dl 

G---EJ L2-vitesse 
....,.._.. Hl-vitesst' 

G---E) L2-prenrvn 

10' 

Figure 4. Courbes d 'erreurs pour Je schema de God a d 'ordre 2 

8. Conclusion 

Les methodes de time splitting de projection connaissent un engouement renouvele 
dans Ia simulation des ecoulements des ftuides visqueux incompressibles regie par les 
equations de Navier-Stokes. Ceci se justifie par Ia simplicite de leur implementation 
numerique et I'economie realisee en temps de calcul comparees aux methodes plus 
classiques de type Uzawa. L'analyse de stabilite et de conve1gence de tels schemas a 
mis en evidence I' interet de manipuler des vitesses calculees a divergence identique
ment nulle. D'ou I' idee de remplacer Ia resolution de l'etape de projection comme un 
probleme de Poisson sur Ia pression avec des conditions de Neumann par un solveur 
de type mixte base sur Ia formulation hybride duale. 

Dans cet article, on a presente et analyse une approximation par elements spectraux 
d'un probleme hybride dual de second ordre, basee sur Ia notion de grilles decalees 
sans modes parasites. L' efficacite de cette technique, en comparaison avec Ia formula
tion Poisson-Neumann, a ete montree theoriquement et numeriquement. Comme ap
plication, on a decrit comment associer cette technique a I'algorithme de projection 
de Goda pour Ia simulation des equations de Stokes instationnaires pour obtenir un 
schema effectivement d'ordre deux et inconditionnellement stable. 
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