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RESUME. Un algorithme permettant Ia simulation numerique 3D volumique du remplissage 
des moules d'injection par des polymeres fondus est presente. Les equations d' ecoulement de 
fluides non-newtoniens sont resolues par Ia methode des elements finis avec une formulation 
mixte vitesse-pression utilisant un mini-element. Le suivi du front de matiere est assure a 
travers Ia resolution, par une technique de volume de controle, d'une equation de transport 
de Ia fonction pseudo-concentration. La capacite de l'algorithme propose a simuler le 
remplissage de moules d'injection tridimensionnels est demontree a travers des exemples 
d'ecoulements et de geometries complexes. 

ABSTRACT. A full 3D filling algorithm for injection moulding of molten polymers is presented. 
The non-Newtonian fluid flows governing equations are solved using a mixed velocity­
pressure finite element formulation with a mini-element. To track the polymer front, a 
transport equation of a pseudo-concentration function is solved using a control volume 
technique. The ability of the proposed algorithm to simulate the filling of three-dimensional 
moulds is demonstated through complicated flows and geometries examples. 
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1. Introduction 

1.1. La simulation numerique du moulage par injection : une necessite 
incontournable 

Le procede d'injection des polymeres est une technologie de transformation qui a 
connu un developpement extraordinaire depuis son apparition il y a plus d'un siecle. 
Actuellement, aucune industrie n'echappe a !'utilisation de ce procede tant les 
techniques et les materiaux utilises ne cessent d'evoluer. Malgre ces avancees 
significatives, une analyse technique revele qu'il n'y a pas conceptuellement de 
grandes differences entre le procede initialement brevete par John Wesley Hyatt et 
les methodes actuelles [SCH 98]. Le procede de base consiste toujours a transformer 
des matieres plastiques en produits finis que I' on retrouve dans Ia vie courante. C'est 
un procede par lequel un polymere a l'etat fondu est injecte dans une cavite vide 
appelee empreinte pour obtenir Ia forme desiree. Le cycle du moulage par injection 
peut etre divise en trois phases physiques : le remplissage, le maintien et le 
refroidissement. La premiere phase est dynamique. Elle consiste a remplir le moule 
par le polymere fondu. Elle est suivie de Ia phase de maintien de Ia pression, pour 
compenser le retrait volumique du a Ia variation de Ia densite du polymere au cours 
du refroidissement. Une fois le seuil d'injection solidifie, cette pression est eliminee 
et Ia piece moulee reste dans le moule pour finir de refroidir, afin d'eviter des 
deformations excessives [AGA 96]. 

D'une maniere symbolique, Ia fin du deuxieme millenaire marquera sans doute 
un tournant dans le domaine de l'optimisation par simulation numerique des 
procedes technologiques de transformation des matieres plastiques. La modelisation 
d'un ecoulement de polymere fondu dans un moule d'injection, un metier recent qui 
devra evoluer dans une optique de rapprochement realiste « Outils de simulation -
Procede » sans hypotheses simplificatrices, ne pourra en aucun cas etre une affaire 
de Ia mecanique seule. Les codes de simulation du remplissage de moules d'injection 
par des polymeres fond us sont de venus de nos jours de veri tables outils metier d 'aide 
a Ia conception de produits divers, alliant Ia science des polymeres (physico-chimie, 
rheologie, thermomecanique, ... ) et les technologies de transformation. 

La montee en puissance de nouveaux materiaux polymeres ou bio-polymeres 
explique Ia promotion et le developpement de procedes de mise en reuvre nouveaux 
et complexes. En consequence, une meilleure comprehension de I' interaction entre le 
materiau et son procede de mise en reuvre ne peut etre que benefique a tout industriel 
soucieux des exigences en matiere de tolerance et de qualite des produits finis, en 
particulier : 

- Le transformateur, devenu co-concepteur avec le mouliste, sous Ia pression de 
ses donneurs d'ordre, se fixe un objectif double: realiser des produits finis, 
techniquement au point, qui repondent au cahier des charges, et maintenir Ia 
rentabilite de son activite. 
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- Le mouliste doit fournir un outillage de qualite rapidement operationnel avec 
une garantie affichee de I' aspect du produit fini. II doit ainsi effectuer une recherche 
d'optimisation de ses moules en utilisant des outils de simulation numerique. 

- Le concepteur, qui utilise les outils de CAO et de simulation numerique, doit 
approcher au plus pres Ia n!alite, en fournissant une simulation du comportement 
thermomecanique et rheologique de Ia matiere plastique dans le moule et une action 
corrective predictive de Ia CAO necessaire au dimensionnement de l'outillage et au 
reglage des parametres d'injection sur Ia presse a injecter. 

-Sans toutefois oublier le chimiste qui est a I' origine de Ia matiere premiere. Un 
outil de simulation numerique lui permet tout simplement de demontrer les capacites 
de son materiau. 

L'outil de simulation numerique est devenu une necessite incontournable et les 
quatre precedents acteurs de Ia filiere plastique en sont ainsi tous bem!ficiaires. 

1.2. La simulation volumique : un outil d'aujourd'hui et de demain 

On ne peut aborder le sujet de Ia simulation volumique sans parter de l'avancee 
importante, certes avec toutes ses limites, de Ia simulation surfacique. Cette derniere 
utilise une approche geometrique simplifiee, ou Ia piece est representee par des 
coques et le systeme d'injection par des poutres. Les principaux codes de simulation 
de )'injection des thermoplastiques comme Moldflow (Moldflow Co.), C-Mold (AC 
Technology), Strim-flow (Matra - Datavision), Ideas for Plastics (SDRC Co.), 
Fidap (Fluent Inc.), Fluidyn_NS (Transoft International) ou Topflow (Systia), 
utilisant cette approche, donnent une assez bonne prediction de Ia phase dynamique 
de remplissage. Ces codes permettent de positionner les points d'injection pour 
obtenir un remplissage correct des empreintes, de maitriser !'emplacement des lignes 
de soudure et de dimensionner correctement les canaux d'alimentation et les circuits 
de refroidissement du moule. Les phases de compactage et de refroidissement, le 
retrait et le gauchissement sont assez bien maitrises. 

Compte tenu des hypotheses simplificatrices utilisees, ces logiciels ne prennent 
pas en compte les effets viscoelastiques, et ne tiennent pas compte de Ia 
solidification par couches successives du polymere, qui devient en fait un materiau 
multicouches. De nos jours, des procedes tres prometteurs comme !'injection assistee 
par gaz et Ia co-injection presentent des effets tridimensionnels tres marques, qui ne 
peuvent etre pris en compte a travers l'approche coque. II s'agit pourtant de procedes 
qui commencent a trouver un reel echo aupres des industriels. Une simulation 
volumique serait utile et devrait progresser pour optimiser de tels procedes. 

Des programmes de recherche en simulation 3D volumique d'ecoulements de 
polymeres dans les moules sont actuellement en cours de developpement. Nous 
citons en particulier : 

- Le programme Moldflow avec le module de remplissage 3D Flowcheck. Celui­
ci est integre dans l'environnement de CAO de Parametric Technology Co. 
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- Le programme C-Mold « Full 3D Simulation », lance au debut des annees 80 
par le consortium CIMP [WAN 94a]. 

- Le programme Dupont avec Ie code SolidFlow [LEL 98]. 
-Le programme d'analyse d'ecoulements 3D de Rapra Technology: FillCalc. 
- Et d'autres [HAA 98], [HET 98], [PIC 98] ... etc. 

La phase de remplissage des moules est de loin Ia plus complexe a modeliser ; en 
plus des equations d'ecoulement non-Iineaires a resoudre, il faut pouvoir suivre 
J'avancee du front de matiere dans le moule. II est done necessaire de construire un 
modele capable de donner une bonne prediction de Ia position du front de matiere et 
de Ia pression generee dans I' outillage. 

Durant les vingt dernieres annees, des efforts considerables ont conduit au 
developpement de differents modeles pour Ia simulation de Ia phase de remplissage. 
II existe trois grandes classes de methodes : 

-La methode Iagrangienne [FRE 81] : dans cette approche, Ie domaine fluide se 
deforme suivant Ie champ de vitesse, calcule de telle maniere qu'un ensemble de 
nceuds coincide toujours avec l'interface. L'application de cette methode produit des 
maillages distordus, qu'il faut reconstruire de temps en temps en utilisant des 
techniques de remaillage. La difficulte majeure de cette approche reside dans le 
traitement des Iignes de soudures apparaissant quand deux fronts se rencontrent. 

-La methode des marqueurs (marker and cell method) [NIC 71] : cette approche 
permet de suivre J'evolution de l'interface a travers un maillage fixe en suivant Ie 
mouvement de particules fictives (ou marqueurs). Les principaux inconvenients de 
cette methode sont, d'une part, Ie nombre de particules qui augmente au cours du 
calcul, et, d'autre part, }'apparition de zones vides fictives dues a l'absence de 
marqueurs. 

-La methode de pseudo-concentration [THO 86]: cette methode decoule de Ia 
methode VOF [HIR 81]. Le maillage utilise est fixe et le front de matiere est repere 
par une fonction F calculee sur tout le domaine. Les valeurs de cette fonction sont 
obtenues en resolvant une equation differentielle de type hyperbolique. 

Dans cet article, nous proposons une implementation de cette derniere technique 
pour simuler le remplissage de moules d'injection de geometries tridimensionnelles. 
Nous avons utilise une methode hybride element fini volume de controle. Nous 
decrirons tout d'abord Jes modeles mathematiques necessaires a Ia description du 
procede d'injection. Nous detaillerons ensuite l'implementation numerique de Ia 
methode hybride element fini volume de controle dans le cadre du logiciel 
POLYFLOW. La troisieme partie est consacree a Ia presentation des resultats 
numeriques obtenus et aux comparaisons avec des resultats analytiques et 
experimentaux. 
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2. Modeles mathematiques 

2.1. Les equations d'ecoulement 

Pour un fluide incompressible, Ie tenseur des contraintes s'ecrit: 

[I] 

ou p represente Ia pression hydrostatique, I.t Ie tenseur unite et "t le tenseur deviateur 
des contraintes. 

La conservation de Ia masse pour un fluide incompressible conduit a l'equation 
de continuite : 

V·v=O [2] 

ou v represente le vecteur vitesse. Cette equation est une contrainte cinematique 
imposee aux mouvements possibles du fluide. 

La conservation de Ia quantite de mouvement conduit a I' equation suivante: 

p(: +v·Vv )=-Vp+V·t+pf [3] 

ou p represente Ia masse volumique du fluide et f les forces volumiques. 

Pour completer le systeme d'equations precedent (i.e. [2] et [3]), nous 
definissons dans Ia section suivante les modeles rheologiques qui Iient le tenseur 
deviateur des contraintes aux deformations subies par Ie polymere fondu. 

2.2. Les lois de comportement des matieres plastiques 

Trois classes de modeles rheologiques sont utilises dans Ie logiciel PoL YFLOW : 

-Modele newtonien generalise (relation algebrique explicite) 

[4] 

-Modele viscoelastique differentiel (relation implicite : equation differentielle) 

A(t,A.)·t+A.(y) &t = 211(y)D ot 

-Modele viscoelastique integral (relation integrale implicite) 

[5] 
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l 

t= JM(t-t')(<I>JC~ 1 -IJ+<1> 2 (C, -IJdt' [6] 

ou D = _!_ {Vv + (Vv) T) est le tenseur taux de deformation, 11 est Ia viscosite de 
2 

cisaillement qui varie en fonction du taux de cisaillement ( y = .J2D : D ) a 
temperature constante, A. est Ie temps de relaxation, A(t,A.) represente un tenseur 

dependant du modele choisi et ~ represente Ia derivee convective [GER 86]. C, est at 
le tenseur des deformations de Cauchy-Green droit, <1>1 et <1>2 sont des fonctions 
scalaires des invariants 11 = trace{C;1 

), 12 = trace(C,) et M(t-t') est appelee 

fonction memoire [BIR 87]. 

Dans notre cas, on se limitera aux modeles newtoniens generalises qui sont 
largement utilises pour simuler les ecoulements de polymeres dans les outillages. Les 
modeles newtoniens generalises les plus couramment utilises sont donnes dans le 
tableau l. Ces modeles ne peuvent pas decrire les phenomenes viscoelastiques 
relatifs aux contraintes normales et a Ia relaxation des contraintes, par exemple. La 
methodologie developpee ici reste applicable dans le cas ou on utiliserait les 
modeles viscoelastiques. 

Nom du modele Expression mathematique 

Modele newtonien Tl(Y) = constante 

Modele pseudo-plastique Tl(Y) = Kyn-1 

Modele de Bird-Carreau Tl(Y) = Kl + (KI + Kz)(l + ~T rz 
Modele de Cross . K 

Tl(Y) = (t +(A. y)"} 

Tableau 1. Exemples de modeles newtoniens generalises. 

K, K., K2, A. et n sont Ies parametres des modeles obtenus par calage numerique des 
resultats de mesures de viscosite. 
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2.3. Le suivi du front de matiere 

Dans le cas general des problemes de remplissage, le mouvement du front de 
matiere peut etre represente par une fraction volumique F(x,t) detinie dans tout le 
domaine de calcul. Cette fonction est souvent appelee fonction de pseudo­
concentration [THO 86] et [DHA 90]. Elle prend Ia valeur un pour les regions 
remplies par le fluide et Ia valeur zero ailleurs. La discontinuite de F(x,t) represente 
Ia position du front mobile. Le transport de cette interface par un champ de vitesse v 
est donne par I' equation : 

CJF 
-+v·VF=O at [7] 

Le suivi de !'interface mobile requiert un traitement numenque special de 
!'equation [7], a cause du caractere discontinu de Ia fonction F(x,t). Generalement, 
deux types d'approches sont possibles pour Ia resolution de cette equation. On peut 
utiliser directement Ia methode des elements finis en recourant a des techniques de 
lissage [GAO 91] et [USM 92], ou en choisissant une approximation de type 
Lessaint-Raviart [FOR 95] et [HET 98]. La seconde methode utilise le concept du 
volume de controle, en evaluant les quantites de fluide echangees par le volume de 
controle [MAS 95] et [VOL 95]. 

Les methodes de volume de controle sont largement utilisees dans le cadre de 
maillages rectangulaires issus de Ia methode des differences finies, mais 
conceptuellement, il n'y a aucune limitation et elles peuvent aussi bien s'appliquer 
dans le cadre de Ia methode des elements finis. 

L'equation [7] est de type hyperbolique, elle n'est gouvernee que par Ia 
convection seule. Sa representation discrete est sujette aux problemes numeriques 
usuels associes aux termes de convection. En utilisant des schemas de discretisation 
classiques (explicite ou implicite), on obtient une dispersion de Ia solution 
numerique due a Ia diffusion artificielle introduite par !'approximation du terme 
convectif ( v · VF ). Pour pallier cette dispersion, il faut etablir une meilleure 
approximation de ce terme. Nous citons trois methodes capables de reduire ou 
d'eliminer les effets de cette dispersion artificielle : 

-L'approximation Donneur-Accepteur [HIR 81], [TOR 85] et [KOT 91] utilise 
les informations en amont et en aval des frontieres des volumes de contrOie pour 
estimer Ia forme de Ia surface libre et calculer les flux convectifs. Les equations de 
Navier-Stokes ne sont resolues que dans Ia partie du domaine contenant Ie fluide 
etudie et des conditions aux limites appropriees sont appliquees dans les cellules 
constituant !'interface. Cette methode est explicite et necessite Ia reconstruction de 
!'interface a chaque pas de temps. 

- L' approximation de van Leer [LEE 77] utilise un schema du second ordre pour 
estimer les flux convectifs. Les equations de Navier-Stokes sont resolues dans tout le 
domaine de calcul. 
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-L'approche developpee par Swaminathan et Voller [SWA 94] permet 
d'eliminer le phenomene de dispersion en modifiant l'equation de transport [7]. 
L'idee de base est qu'un volume de controle partiellement rempli ne peut pas 
transmettre de fluide aux volumes de con troles I' entourant. A vee cette hypothese, 
une fois le volume de controle rempli, il ne peut plus se vider. En pratique, dans le 
cas de l'injection des polymeres, cette hypothese est tout a fait justifiee car on n'a 
jamais observe un recut du front de matiere tors de Ia phase de remplissage. Cette 
methode ne necessite aucune reconstruction de l'interface. 

Nous proposons ici une implementation de cette derniere methode dans le cadre 
de Ia methode des elements finis pour des geometries tridimensionnelles. 

2.4. Les conditions aux limites et les conditions initiates 

La resolution des equations de Navier-Stokes necessite des conditions aux limites 
appropriees sur les bords du domaine de calcul n. La figure 1 represente un schema 
illustrant les differentes conditions rencontrees dans Ia phase de remplissage des 
moules. A I' entree du moule r., le debit volumique ou Ia contrainte (i.e. Ia pression) 
est impose. Sur le front mobile rr. les tensions de surface sont negligeables, ce qui 
revient a l'egalite des contraintes normales a travers l'interface ; cette condition est 
satisfaite de maniere faible dans Ia formulation variationnelle (voir § 3.1 ). Sur les 
parois du moule rP en contact avec le polymere, Ia condition de non glissement est 
imposee. La condition physique « correcte » pres de Ia ligne de contact avec le front 
mobile n'est pas encore completement etablie [ZAN 93]. Comme une condition de 
non-glissement dans les parties en contact avec l'air va empecher le polymere 
d'entrer en contact avec les parois du moule, nous avons choisi de supposer l'air 
libre en glissement le long des parois du moule. Ce type de condition est dynamique 
et change avec le mouvement du polymere dans le moule. Ces conditions ont ete 
implementees en utilisant des conditions de Robin ajustables [HAA 97] : 

a = {10
9 

si F ~ 0.5 
0 si F<0.5 

[8] 

L'equation [7] etant de nature hyperbolique, il n'y a done pas de conditions aux 
limites a imposer. Cependant, une condition initiate est necessaire. La fonction de 
pseudo-concentration est initialisee a l'unite sur Ia section r. par ou le fluide entre 
dans le domaine de calcul et a zero ailleurs. Les champs de vitesse et de pression 
soot initialises a zero dans tout le domaine de calcul. 
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re 

Figure 1. Schema tridimensionnel de Ia cavite d'un moule 

3. Formulation element fini - volume de controle 

La resolution numerique du remplissage des moules d'injection est decomposee 
en deux etapes. D'abord, pour une fonction de pseudo-concentration F connue dans 
toutle domaine .U, les equations [2] et [3] sont resolues par Ia methode des elements 
finis. Ensuite, a partir du champ de vitesse v calcule, I' equation [7] est resolue par Ia 
methode des volumes de contrl>Ie. La position de !'interface fr est reperee par 
J'isovaleur Y2 de Ia fonction F. L'interface se situe generalement a l'interieur des 
elements, ce qui nous conduit a definir des proprietes physiques et rheologiques 
moyennes a: pour ces elements par : 

[9] 

ou ex; represente Ia masse volumique p, Ia viscosite 11. Jes parametres rheologiques K, 
n ou toute autre propriete physique du fluide i. 

Dans Jes calculs numeriques, )'air est souvent remplace par un fluide fictif ayant 
Ia meme densite que J'air, mais une viscosite 103 a 106 fois plus petite que ceiJe du 
polymere considere [HAA 98]. Ceci permet de reduire Je nombre de Reynolds dans 
Ia partie du domaine de calcul contenant Je fluide fictif; et ainsi simplifier Je 
probleme en considerant Je meme type d'equation dans tout Je domaine. 

3.1. Formulation variationnelle du probleme 

Soit a resoudre le probleme defini par Jes equations [2] et [3], avec une loi de 
comportement de type [4] pour un fluide newtonien generalise. Nous considerons Jes 
equations de Navier-Stokes sachant que pour Jes problemes d'ecoulement de 
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polymeres, les termes d'inertie sont negligeables. Nous supposons que l'ecoulement 
est isotherme et que le domaine de calcul .Q est fixe. 

Nous definissons deux fonctions tests u E H ~. ur, (.Q) l et q E L2 (.Q) telles que : 

H~.ur, (.Q) 3 = ~ E H1 (.Q) 3 Iu = Osur r. urJ 

H
1
(.Q)

1 
={ue L

2
(.Q)

1
1[Vu:Vud.Q<oo} 

Ll (.Q) = { qll q.qd.Q < oo} 

L'equation de Ia quantile de mouvement [2] est d'abord multipliee par 

ue H~.ur, (.Q) 3
, puis integree par parties. La condition d'incompressibilite [3] est 

multipliee par q e L2 (.Q) et integree sur toutle domaine. Ces operations conduisent 

a Ia formulation variationnelle suivante : 

J-lav +v· Vv)·ud.Q+ f (2T1D(v): D(u)-pV ·uXJ.Q-f ((a 1 -<J 2 )·n)·udr 
l1 ,..l at l1 r, 

'-----..------' 
=0 

= J-pr ·udn [ 10] 
ll 

fqV·ud.Q=O 
ll 

Le terme J ((a 1 -a 2 ) • n )· udr est nul car les tensions de surfaces sont 
r, 

negligeables. 

L'approximation spatiale utilisee est de type Galerkin et !'approximation mixte 
vitesse-pression est adoptee [BRE 91]. Pour les ecoulements 30, on peut utiliser, 
comrne d'ailleurs pour les cas 20, une representation quadratique pour Ia vitesse et 
une representation lineaire (continue ou discontinue) pour Ia pression. Cependant, 
pour des maillages elements finis tres denses, !'element quadratique (figure 2.a) 
s'avere tres cofiteux en terme de temps calcul et d'espace memoire. Nous avons 
choisi d'utiliser !'element introduit par Fortin [FOR 84] qui est plus precis que 
!'element lineaire. Ce mini-element est implemente comrne une correction de 
!'element lineaire : un degre de liberte supplementaire est introduit sur le milieu des 
faces de !'element, mais il ne concerne que Ia composante normale de Ia vitesse 
(figure 2.b). Ceci minimise le cofit de Ia correction et verifie Ia condition de 
Ladyzhenskaya- Babuska- Brezzi (LBB). 
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I 
I 
I 
I 
I 

·------
............. /·· 

a)- element quadratique 
v 

0 + 

b)- mini-element 

• p 

Figure 2. Elements finis utilises 

La discretisation du probleme [10] conduit a un systeme d'equations 
differentielles non-lineaires du premier ordre, de forme generale : 

M(X)X + K(X)X + F(X) = 0 [II) 

ou X est le vecteur des inconnues des vitesses et de Ia pression et X est le vecteur 
des derivees temporelles des vitesses. Les matrices M et K sont generalement 
appelees matrices masse et rigidite respectivement. Le vecteur F correspond aux 
forces volumiques. La discretisation tempore lie du systeme [II] est de type Euler 
implicite et l'algorithme iteratif de Newton (l'algorithme iteratif de Picard dans 
certains cas) est utilise pour les termes non-lineaires. L'application de ces 
algorithmes conduit pour chaque pas de temps ou chaque iteration, a un systeme 
d'equations algebriques lineaires resolu par une methode frontale. Le principe de 
base de cette methode est que I' assemblage de Ia contribution de chaque element est 
suivi d'une elimination de certains termes de Ia matrice globale qui n'interviennent 
plus dans sa construction. Pour Ia methode frontale, on ne stocke en memoire 
centrale que les termes actifs de Ia matrice, conduisant finalement a une matrice 
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triangulaire superieure ; Ia solution du systeme etant obtenue par simple substitution 
[POL 90]. 

3.2. Technique des volumes de controle pour le suivi du front de matiere 

Swaminathan et Voller [SWA 94] ont reecrit !'equation [7) en introduisant une 
deuxieme fonction G(x,t) pour obtenir I' equation suivante: 

aF 
-+V·(Gv)=O at 

{
si F < I alors G = 0 

si F = I alors G > 0 

[ 12] 

[ 13] 

ou Ies fonctions F(x,t) et G(x,t) sont reliees par Ia relation [13] pour traduire le fait 
qu'un volume de controle ne peut pas transmettre de fluide tant qu'il n'est pas 
completement rempli. 

Pour utiliser Ia methode des volumes de controle, chaque nreud du maillage 
element fini est entoure d'un volume de controle centre en ce nreud et delimite par 
Ies milieux des faces et par les centres des elements I'entourant (figure 3). 

Figure 3. Definition d'un volume de controle centre au nc~ud A 
Pour chaque volume de contrOie K, nous ecrivons alors : 

J(aF +V·(Gv)\V=O 
K at J [ 14] 
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En appliquant le theoreme de Gauss, nous obtenons : 

VK aFK +f(ov)·ndS=O 
at ilK 

[ 15] 

oil n represente Ia normale exterieure au bord aK du volume de controle K de 
volume VK. 

A chaque pas de temps n : 

- Le champs Fa I' iteration (m-1) et au pas de temps n-1 etant connu, resoudre 
l'equation [16] pour obtenir 1e champs G a !'iteration (m): 

(p~m-1) - p:-1 )+ ~ i Q:m) = 0 
VK i=l 

[ 16] 

avec: Q:ml = J q:m) ·n;dS et q:ml = G~~~V~ [17] 
ilK, 

(Nr represente Ie nombre de faces du volume de controle et ni Ia normale 
exterieure a Ia face i) 

- Resoudre I' equation [ 18] pour obtenir le champs Fa !'iteration (m): 

(F~m) - p~m-n )+ ~ i o:m) = 0 
VK i=l 

[ 18] 

avec : Q:m) = J q:m) · n;dS tel que q:m) · D; > 0 [ 19] 
ilK, 

- Corriger les champs F et G tels que : 

{
F.cm) = MAX(O, MIN(F~m) ,1 )) 

si F.cm) < 1 alors o~m) = 0 
[20] 

- Verifier Ia convergence de l'algorithme, telle que : 

MAXdRm• - F.m-••1\K=N, < E 
~ K K 'K=I F 

MAX~G1m 1 -G1m-III\K=N, < E 
~ K K 'K=I G 

[21] 

(EF et_fu SOOt generaJement pris egaux a 10'4) 

Tableau 2. Algorithme iteratifpour Ia resolution de /'equation de transport 

En considerant une approximation constante par volume de controle pour chacun 
des champs F et G (notees respectivement FK et GK), I' equation [ 15] est resolue par 
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l'algorithme iteratif resume dans le tableau 2 et l'algorithme general de resolution 
peut etre resume comme suit : 

-La position initiale du front de matiere est connue. 
-A chaque pas de temps : 

- Resoudre les equations de Navier-Stokes pour obtenir les champs de vitesse et 
de pression. 
- Resoudre I' equation de transport pour obtenir Ia nouvelle position du front. 
-Aller au nouveau pas de temps. 

4. Resultats numeriques 

Trois exemples sont presentes dans ce paragraphe, le premier est un cas 
academique pour lequel il existe une solution analytique pour !'evolution du front et 
de Ia pression en fonction du temps. L'influence du type d'element fini utilise, du 
maillage et du pas de temps est examinee a travers cet exemple. Le deuxieme test 
numerique concerne l'ecoulement autour d'un obstacle, il permet de montrer Ia 
capacite de Ia methode a resoudre des ecoulements avec des multifronts. Le dernier 
exemple concerne le remplissage d'un moule pour eprouvette haltere disponible au 
laboratoire. Une comparaison entre les positions des fronts de matiere calculees et 
celles issues des photographies d'eprouvettes incompletes est presentee a des fins de 
validation. 

4.1. Remplissage radial d'un disque 

Dans un ecoulement radial avec une source ponctuelle, le fluide s'ecoule a 
travers Ia source ponctuelle a debit constant. Les valeurs adimensionnelles 
constantes de Ia masse volumique, de Ia viscosite et du debit volumique du fluide 
etudie sont p = I, 11 = I et Q = 2n respectivement. Pour le fluide fictif les valeurs 
Pa = 10·3 et Tla = 10"3 sont utilisees. C'est un probleme unidimensionnel ou seule Ia 
composante radiale de Ia vitesse est non nulle. Cependant, pour l'exemple 3D 
presente, le domaine tridimensionnel autour d'une source lineique d'axe !'axe du 
disque est utilise pour Ia simulation numerique (figure 4). Dans cet exemple, les 
termes d'inertie ne sont pas negliges. En supposant un ecoulement stationnaire entre 
deux pas de temps successifs tn et tn+l [WAN 94b], le probleme admet Ia solution 
analytique suivante (voir Annexe): 

[22] 

[23] 

[24] 
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oil v., r, Ro. R(t) et P(r,t) sont Ia composante radiale de Ia vitesse, Ia distance radiale 
a partir de Ia source ponctuelle, Ia position initiale du front, Ia position du front a 
!'instant t et Ia pression a !'instant tau point situe a Ia position r, respectivement. 

R;= I R..=4 

Figure 4. Domaine de ca/cul pour le remplissage radial d'un disque 

Pour comparer les resultats numeriques a Ia solution analytique, ce probleme a 
ete analyse avec les maillages representes sur Ia figure 5 et dont les caracteristiques 
sont donnees dans le tableau 3. Pour chacun des maillages, deux simulations avec 
des pas de temps differents L\tl = 0.2 s et L\t2 = 0.1 s ont ete effectuees en utilisant 
!'element quadratique et le mini-element de Ia figure 2. 
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MIM etMIQ MIIM et MJJQ 

Figure 5. Maillages d'une tranche du disque 

Type Maillage Nombre No de d.d.l. No de d.d.l. No de d.d.l. 
d'element d'elements pourF pourv pourP 

Mini-element MIM 33 96 726 33 

Mini-element MIIM 126 308 2517 126 

Quadrati que MIQ 33 96 1449 96 

Quadratique MIIQ 126 308 5031 308 

Tableau 3. Caracteristiques des maillages utilises pour Ia simulation numerique du 
remplissage radial d'un disque 

Sur Ia figure 6, Nous avons trace Ia position du front de matiere a differents 
instants. Les solutions numeriques sont confondues avec Ia solution analytique quels 
que soient Ie pas de temps, Ie type d 'element et le maillage utilises. 

Sur Ia figure 7, nous avons represente I' evolution de Ia pression en fonction du 
temps pour un point situe a Ia position r = 1.1 0. Nous montrons que Ia methode 
proposee permet une bonne prediction de Ia pression. Nous notons, au debut du 
remplissage, une dependance de Ia pression par rapport au pas de temps at, au 
raffinement du maillage et au type d'element utilise. La dependance par rapport au 
maillage et au type d 'element utilise est tout a fait classique pour Ia methode des 
elements finis. On observe, en effet, que les resultats obtenus avec )'element 
quadratique sont plus precis que ceux obtenus avec le mini-element ; et que le 
raffinement du maillage permet d'ameliorer Ia solution. L'influence du pas de temps, 
quant a elle, peut etre liee a trois facteurs : 
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-a l'initialisation (les champs de vitesse et de pression sont nuts dans tout le 
domaine au debut du calcul), 

-au schema en temps utilise (schema d'ordre I en temps), 
-a Ia resolution du probleme instationnaire alors que I' hypothese de Ia solution 

analytique suppose un ecoulement stationnaire entre deux pas de temps successifs tn 
et tn+l· 
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Figure 6. Comparaison de Ia position du front de matiere avec Ia solution 
analytique. 
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Figure 7. Comparaison de Ia pression calcutee au point situe a r = 1.10 avec Ia 
solution analytique 
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4.2. Ecoulement autour d'un obstacle 

Nous considerons ici un ecoulement autour d'un obstacle. Cette geometrie 
conduit a Ia separation du tluide en deux fronts distincts, qui se rejoignent au-deJa de 
!'obstacle. Nous avons considere une plaque trouee dont Ia geometrie et les 
dimensions sont donnees sur Ia figure 8. Le polymere utilise est un PMMA (Lucryl 
055 - BASF) dont Ia viscosite en fonction de Ia vitesse de cisaillement a Ia 
temperature d'injection de 220°C est representee sur Ia figure 9. Le modele de Cross 
obtenu par calage numerique de Ia courbe de viscosite est utilise pour Ia simulation 
numerique. L'air est remplace par un tluide fictif obeissant a Ia meme loi que le 
PMMA mais dont les valeurs des parametres rheologiques sont 105 fois plus petits 
que ceux du po1ymere. L'equation [9] est utilisee pour definir Ia viscosite dans 1es 
elements partiellement remplis. 

Les simulations numeriques ont ete effectuees pour un debit Q = 25 cm3/s avec 
les maillages MPTI et MPT2 de Ia figure 10 et dont les caracteristiques sont 
donnees dans le tableau 4. 

30mm 

15 mm 35mm 

Figure 8. Geometrie de Ia plaque trouee 
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I~Or-------------~======~ 
K = 1619.6 Pa.s 

100 

10 o Valeurs experimentales 

-Modele de Cross 

A.= 0.0125 s 
n = 0.812 

10 100 1000 I ~0 I 0~0 
vitesse de cisaillement (s"1

) 

Figure 9. Courbe de viscosite du PMMA (Lucryl G 55- BASF) a 220° C 

MPTJ 

--t-r-­t-r--. ...., 

Figure 10. Maillages de Ia plaque trouee 

MPT2 

Type Maillage Nombre No ded.d.l. Noded.d.l. No ded.d.l. 
d'element d'elements pourF pourv pourP 

Mini-element MPTI 396 900 7614 396 

Mini-element MPT2 2200 3570 34350 2200 

Tableau 4. Caracteristiques des maillages utilises pour Ia simulation numerique du 
remplissage de Ia plaque trouee 
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Des ecoulements de cette nature sont souvent rencontres dans le cas de 
remplissage de moules d'injection possedant des noyaux. La figure II represente 
I'evolution des fronts de matiere et permet de montrer Ia capacite de Ia methode 
presentee a bien simuler des ecoulements avec plusieurs fronts de matieres. 

Sur Ia figure I2, nous avons represente les cartes de pressions obtenues avec le 
maillage MPT2 aux instants t = O.I 0 s et t = 0.22 s. 

Figure 11. Evolution des fronts de matiere (pour le maillage MPTI ). 
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Figure 12. Cartes des pressions (pour le maillage MPT2) 
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4.3. Remplissage d'un moule pour eprouvette 

Cet exemple consiste a etudier Ie remplissage d'un moule d'une eprouvette de 
traction normalisee. Le polymere utilise est de !'amidon de ble thermoplastique 
biodegradable dont Ia viscosite en fonction de Ia vitesse de cisaillement a Ia 
temperature d'injection de 130°C est representee sur Ia figure 13. Le modele pseudo­
plastique obtenu par calage numerique de Ia courbe de viscosite est utilise pour Ia 
simulation numerique. Comme pour l'exemple precedent, l'air est remplace par un 
fluide fictif obeissant a Ia meme Ioi que l'amidon thermoplastique mais dont les 
valeurs des parametres rheologiques sont 105 fois plus petites que celles du 
polymere. 

La simulation numerique a ete effectuee pour un debit Q = 15 cm3/s avec Ie 
maillage de Ia figure 14 constitue de 1272 mini-elements hexaedriques. 

100000 

~ 10000 
~ 
'Q,I .... 
-~ 

Col 
.!!l 1000 ... 

100 

10 

K = 189977 Pa.s"' 1 

n = 0.331 

~ 
o Valeurs experimentales 

-Modele pseudo-plastique 

100 1000 
vitesse de cisaillement (s"1

) 
10000 

Figure 13. Courbe de viscosite de /'amidon de bte thermoplastique a 130° C 
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Figure 14. Mail/age elementftni de l'eprouvette 

Une comparaison avec des resultats experimentaux, obtenus lors d'une 
precedente etude [ABB 98], de Ia position du front de matiere a trois instants 
distincts est representee sur Ia figure 15. Cette comparaison est faite par rapport a 
une photographie d'eprouvettes incompletes realisees en arretant le remplissage du 
moule a des instants predefinis. Nous observons une bonne prediction numerique du 
front de matiere par rapport aux incomplets realises sur une presse a injecter DK­
Codim (NGH 50/100). Sur Ia figure 16, nous avons trace les cartes des pressions 
calculees aux instants t = 0.52 s et t = 0.60 s. 
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Figure 15. Comparaison de Ia position du front de matiere : 
a)- photographie d'eprouvettes incompletes reelles, 
b)-, c)- et d)-: resultats numeriques 
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Figure 16. Cartes des pressions calculees au cours du remplissage de l'eprouvette 
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5. Conclusion 

Dans ce travail, nous avons presente une methode hybride element fini - volume 
de contrOie pour resoudre les problemes de remplissage de moules d'injection 
tridimensionnels. Aucune hypothese n'est faite sur Ia representation geometrique du 
domaine d'ecoulement, comme c'est actuellement le cas dans Ia plupart des logiciels 
industriels ou I'approche coque est utilisee. L'evolution de )'interface polymere/air 
est decrite par une equation de transport de Ia fonction pseudo-concentration qui 
permet d'eviter Ies problemes de remaillage rencontres en utilisant Ies methodes 
Iagrangiennes. Nous avons montre a travers les exemples d'injection 3D presentes 
que Ia methode proposee est capable de bien decrire l'evolution du front de matiere 
et permet une bonne prediction de Ia pression dans les moules. Les procedes de co­
injection et d'injection assistee par gaz, ou Ies effets tridimensionnels sont tres 
importants, sont deux autres applications de cet algorithme de remplissage 3D 
volumique. 

6. Bibliographie 

[ABB 98) ABBES B., AYAD R., PRUDHOMME J.-C. and 0NTENIENTE J.-P., <<Numerical 
simulation of thermoplastic wheat starch injection molding process », Polym. Eng. Sci., 
Vol. 38, W 12, 1998, p. 2029-2038. 

(AGA 96) AGASSANT J.-F., AVENAS P., SERGENT J.-Ph., VERGNES B. et VINCENT M., La mise 
en forme des matieres plastiques, Lavoisier - Technique et Documentation, 1996. 

[BIR 87] BIRD R.B., ARMSTRONG R.C. and HASSAGER 0., Dynamics of polymeric liquids, 
Wiley, New York, 1987 

[BRE 91] BREZZI F. and FoRTIN M., Mixed and hybrid finite element methods, Springer­
Verlag, 1991. 

[DHA 90] DHATT G., GAO D.M. and BEN CHEIKH A., << A finite element simulation of metal 
flow in moulds», Int. J. Numer. Meth. Eng., vol. 30, 1990, p. 821-831. 

[FOR 84] FORTIN A., Methodes d'elements finis pour les equations de Navier-Stokes, These 
de doctorat, Universite Laval, Quebec, 1984. 

[FOR 95) FORTIN A., BELIVEAU A. and DEMAY Y., <<Numerical solution of transport 
equations with applications to non-Newtonian fluids », in M.M. MARQUES and J.F. 
RODRIGUES (Eds.), Trends in Applications of Mathematics to Mechanics, Longman, 
Harlow, 1995, p. 311-322. 

[FRE 81] FREDERIKSEN C.S. and WATTS A.M.,<< Finite element method for time dependent 
incompressible free surface flow», J. Comput. Phys., Vol. 39, 1981, p. 282-304. 

[GAO 91] GAo D.M., Modelisation numerique du remplissage des moules de fonderie par Ia 
methode des elements finis, These de doctorat, Universite de Technologie de Compiegne, 
1991. 

[GER 86] GERMAIN P., Mecanique, Ellipses, Paris, 1986, p. 389-397. 



722 Revue europeenne des elements finis. Volume 8- no 7/1999 

[HAA 971 HAAGH G.A.A.H., ZUIDEMA H., VAN DE VOSSE F.N., PETERS G.W.M. and MEUER 
H.E.H., «Towards a 3-D finite element model for the gaz-assisted injection moulding 
process>>, Intern. Polym. Process. XII, Vol. 3, 1997. 

[HAA 981 HAAGH G.A.A.H. and VAN DE VOSSE F.N., «Simulation of three-dimensional 
polymer using a pseudo-concentration method», Int. J. Numer. Meth. Fluids, Vol. 28, 
1998, p. 1355-1369. 

[HET 981 HETU J.-F., GAO D.M., GARCIA-REJON A. and SALLOUM G., << 3D finite element 
method for the simulation of the filling stage in injection molding », Polym. Eng. Sci., 
Vol. 38, W 2, 1998, p. 223-236. 

[HIR 81 I HIRT C.W. and NICHOLS B.D., <<Volume of fluid (VOF) method for the dynamics of 
free boundaries>>, J. Comput. Phys., Vol. 39, 1981, p. 201-225. 

[KOT 91 I KOTHE D.B., MJOLSNESS R.C. and TORREY M.D., <<RIPPLE: A computer program 
for incompressible flows with free surfaces>>, Technical Report LA-12007-MS, Los 
Alamos National Laboratory- Los Alamos (New Mexico), 1991. 

[LEE 771 VAN LEER B., <<Towards the ultimate conservative difference scheme IV: A new 
approach to numerical convection>>, J. Comput. Phys., Vol. 23, 1977, p. 276-299. 

[LEL 981 VAN DER LELU A.J., <<Simulation of injection moulding using solid elements», 
British Plastics and Rubber, April 1998, p. 24-27. 

[MAS 951 MASHAYEK F. and ASHGRIZ N., «Advection of axisymmetric interfaces by the 
volume-of-fluid method>>, Int. J. Numer. Meth. Fluids, Vol. 20, 1995, p. 1337-1361. 

[NIC 71 I NICHOLS B.D. and HIRT C.W., <<Improved free surface boundary conditions for 
numerical incompressible flow calculations>>, J. Comput. Phys., Vol. 8, 1971, p. 434-448. 

[PIC 981 PICHELIN E. and COUPEZ T., «Finite element solution of the 3D mold filling 
problem for viscous incompressible fluid>>, Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg., Vol. 163, 
1998, p. 359-371. 

[POL 901 PoLYFLOW, Reference Manual, 1990. 

[SCH 981 SCHMIDT L.R., <<Plastics processing technology : Opportunities for the next decade 
in injection molding >>, Plastics Engineering, October 1998, p. 27-31. 

(SWA 941 SWAMINATHAN C.R. and VOLLER V.R., <<A time-implicit filling algorithm>>, Appl. 
Math. Modelling, Vol. 18, 1994, p. 101-108. 

[THO 861 THOMPSON E., << Use of pseudo-concentration to follow creeping viscous flow 
during transient analysis>>, Int. J. Numer. Meth. Fluids, Vol. 6, 1986, p. 749-761. 

[TOR 851 TORREY M.D., CLOUTMAN L.D., MJOLSNESS R.C. and HIRT C.W., << NASA­
VOF2D: A computer program for incompressible flows with free surfaces », Technical 
Report LA-10612-MS, Los Alamos National Laboratory - Los Alamos (New Mexico), 
1985. 

(USM 921 USMANI A.S., CROSS J.T. and LEWIS R.W., «A finite element model for the 
simulations of the mould filling in metal casting and the associated heat transfer >>, Int. J. 
Numer. Meth. Eng., Vol. 35, 1992, p. 787-806. 

[VOL 951 VOLLER V.R. and PENG S., <<An algorithm for analysis of polymer filling of 
molds», Polym. Eng. Sci., Vol. 35, N° 22, 1995, p. 1758-1765. 



Simulation 3D volumique du remplissage 723 

[WAN 94a] WANG K.K., «Twenty years of CIMP research towards CAE for injection 
molding», Adv. CAE Polym. Process., Vol. 49, 1994, p. 1-5. 

[WAN 94b] WANG S.P. and WANG K.K., «A net inflow method for incompressible viscous 
flow with moving free surface», Int. J. Numer. Meth. Fluids, Vol. 18, 1994, p. 669-694. 

[ZAN 93] VANDERZANDEN A.J.J., The thermodynamics of a moving fluid-liquid contact line, 
Ph.D. Thesis, Eindhoven University of Technology, 1993. 

Annexe. Demonstration des relations [22] a [24] 

L'ecoulement est purement radial (i.e. v9=v.=O en coordonnees cylindriques), 
stationnaire, newtonien et incompressible. Les equations de conservation de Ia masse 
et de Ia quantite de mouvement en I' absence de forces exterieures et en presence des 
termes d'inertie, s'ecrivent dans le sous-domaine occupe par le polymere : 

dv, +~=O 
dr r 

[AI] 

dv, dpp 
pv -=--

, dr dr 
[A2] 

A 
L'equation differentielle [AI] s'integre pour donner Ia vitesse radiale v, = 

Pour un debit Q=21t, Ia constante A= I et nous retrouvons Ia relation [22]. 

En utilisant Ia definition de Ia vitesse v, = dr , nous obtenons Ia relation [23] : 
dt 

R(l) 1 

J rdr = J dt' ~ R(t) = ~2t + R ~ 
R 11 0 

L'equation differentielle [A2] peut s'integrer de Ia maniere suivante : 

p (r) = p (R)+£.(_l __ _!_) 
p p 2 R 2 r 2 

r 

Pour determiner !'expression de pp(R), nous utilisons Ia relation [A3] 
representant Ia condition d' equilibre de I' interface polymere/air ( <J p · n = <J. · n ) : 

(- pPI + 211PD )·n = (- p.J + 211.0 )· n 
D'une part, comme Ia viscosite de I' air Tla est tres faible devant celle du polymere Tlp• 
nous pouvons negliger les termes visqueux pour l'air. D'autre part, Ia pression qui 
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regne dans le sous-domaine occupe par I' air est egalement negligeable (i.e. P. ""0 ). 

Nous pouvons alors ecrire : 

(J 0 nl = (-p + 211 dv r J "" 0 ~ 
p r=R(I) p p dr 

r=R(I) 

[A3] 

Finalement, nous retrouvons Ia relation [24] qui donne l'evolution de Ia pression en 
fonction du temps dans le sous-domaine occupe par le polymere (i.e. r:::; R(t)): 

tandis que Ia pression dans Ia region occupee par I' air (i.e. r > R(t)) est nulle : 

P.(r,t)=O 

Nous remarquons qu'il y a une discontinuite de Ia pression a travers l'interface (i.e. 
pour r=R(t)). 




