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RESUME. Les travaux qui font 'objet de la présente publication ont consisté a développer un
modéle de simulation des écoulements a surface libre applicable en mer, en riviére et en lac
sous I'action de sollicitations aussi diverses que les crues, les gradients de densité eau salée-
eau douce, les surcotes marines ou les coups de vents. Ce modéle basé sur la méthode des
éléments finis repose sur une approche que nous avons dénommée h-s qui privilégie, comme
cela se passe en nature pour les problémes que l'on souhaite étudier, la dimension
horizontale par rapport a la dimension verticale qui subit un traitement particulier. A noter
que la pression peut étre hydrostatique ou non. Elle est basée sur une approximation de type
éléments finis suivant le plan horizontal (x,y) et de type analytique (séries) selon z. Le choix
de la série et le nombre de ses termes dépendent de la physique du probléme et de la
précision souhaitée. Nous avons utilisé un élément hybride T6L pour la discrétisation
spatiale. Pour la discrétisation temporelle, nous avons utilisé deux schémas. Le premier est
celui d’Euler implicite, réputé pour sa stabilité et qui convient bien pour la résolution des
problémes stationnaires, le second est explicite de type Lax-Wendroff qui s'adapte mieux
pour les problémes instationnaires.

ABSRACT. The works that are the object of the present paper consist of developing a model to
simulate free surface flows applicable at sea, river, and lake, under loads as various as
floods, density gradient between salt water - fresh water, marine coast or gales. This model
based upon finite element method, implies an approach that we called h-s. This latter
privileges, as it occurs in nature for the problems that we wish to study, the horizontal
dimension to vertical dimension, which under goes a special treatment. We note that the
pressure can be hydrostatic or not. This method is based upon a finite element approximation
along with the horizontal plane (x,y), and upon analytical one along with z. The choice of the
series and the number of its terms depend on the physics of the problem and the required
accuracy. We have used a hybrid element T6L for the spatial discretization. For the time
discretization, we have used two schemes. The first one is that of backward Euler, and the
second is explicit of Lax-Wendroff type which can better fit the non stationary problems.
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1. Introduction

La méthode des éléments finis, apparue & la fin des années 50, s’est
particulierement bien illustrée pour la résolution de problémes de mécanique des
structures. Son extension a la mécanique des fluides pour la résolution
d’écoulements turbulents a commencé dans les années 70 avec les travaux de Taylor
et Hood [TAY 73), Connor et Brebbia [CON 76]. Dans le domaine de la
modélisation de la turbulence, citons, parmi d’autres, les travaux de Launder
[LAU 84], Bouttes [BOU 94] en 2D, Rodi [LES 79] et Jaeger [JAE 90} en 3D.

a

Dans le domaine de I’hydraulique & surface libre, il s’est également avéré
nécessaire de développer des modeles aux éléments finis pour reproduire les
écoulements turbulents mus par la gravité en riviere, forcés par la marée en mer ou
leur jonctions en estuaires. A cet égard nous pouvons citer le premier modele 3D en
couches par éléments finis de Wang [WAN 75] sur la base des travaux de
Leendertse et al [LEE 73] en différences finies. C’est un modéle basé sur
I’hypothése de répartition hydrostatique des pressions ; il est obtenu par une
intégration des équations de Navier-Stokes sur plusieurs couches. King et al.
[KIN 87] ont repris ce modele mais en utilisant une approximation verticale
facilitant alors la mise en ceuvre.

En France, nous citons les travaux de Provost et Poncet {PRO 78}, ainsi que ceux
de Daubert et Cahouet [DAU 84], Hauguel [HAU 86), Hervouet [HER 91] et
Péchon au laboratoire National d’Hydraulique (LNH) de EDF. Le groupe
UTC/STCPMVN appelé (GHN) a également apporté une contribution dans le
domaine de la modélisation en hydraulique a surface libre par éléments finis en 2D
et 3D. Cochet [COC 79], Hubert [HUB 84] et Zhang [ZHA 92] ont développé
différents éléments pour la modélisation 2D horizontale de Saint-Venant. G. Rouas
[ROU 96] a développé un modéle 2DV. Robert [ROB 83], Leclerc [LEC 85],
Heniche [HEN 95] et Frenette [FRE 96] ont proposé chacun un modéle 3D a
pression hydrostatique. Soulaimani [SOU 91] pour sa part, a mis en ceuvre un
modeéle 3D général en représentation eulérienne-lagrangienne.

La condition d’existence et d’unicité d’une solution au probléme mixte de
Stokes a été étudiée par Ladyzhenskaya [LAD 69], Brezzi [BRE 94] et Babuska
[BAB 71]. Elle conduit 4 une condition de consistance entre les espaces de vitesse et
de pression ; il s’agit de la condition de L.B.B. Compte tenu des différents travaux,
il est établi que I'approximation des vitesses doit étre plus riche que celle de la
pression. Le non-respect de cette régle engendre une solution numérique polluée par
des oscillations non physiques notamment en présence des conditions aux limites
séveres [HUG].

De nombreux travaux de recherche ont é€té menés pour développer des éléments
finis en 3D pour les fluides incompressibles. La regle était qu’il fallait prendre soin
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d’enrichir I'approximation des vitesses par rapport a celle de la pression/hauteur
d’eau.

Leclerc a développé le prisme a 15 nceuds (P15) avec une approximation
quadratique en vitesse et linéaire en hauteur d’eau. La également apparaissent des
oscillations (cas de I'écoulement dans un coude). Hubert et Jaeger ont développé le
cube A huit nceuds (HB) linéaire en vitesse et constant en pression. Le H8 se
comporte suffisamment bien s’il n’est pas trop distordu, d’aprés Jaeger. Hubert a
développé le H8N en ajoutant un degré de liberté supplémentaire (vitesse normale)
sur chaque face du cube. Soulaimani a développé le tétragdre A 4 neeuds (T4) avec
des approximations linéaires en pression et enrichies par une fonction bulle en
vitesse. Heniche a développé le prisme 2 6 neeuds (P6) linéaire en vitesse et en
pression en utilisant une formulation de type Pétrov-Galerkin et moindres carrés.

Si tous les modeles bidimensionnels verticaux ou tridimensionnels donnent des
réponses satisfaisantes dans des cas schématiques, ils sont loin d’étre robustes,
fiables et utilisables dans un contexte opérationnel. Par ailleurs, la demande
s’oriente vers des modeles assez génériques mais modulables qui puissent traiter 2
la fois du 1D, du 2D ou du 3D (hydrostatique ou non), des écoulements en mer
(courant, houle, estuaire), en riviere (longs linéaires ou localement) ou en lac
(courants de densité, recirculations dues au vents).

Dans la premitre partie, nous avons développé un modele bidimensionnel
vertical basé sur une approche dite h-s. Dans cette seconde partie, nous étendons
I’expression du champ de vitesse pour construire un modele tridimensionnel
complet. Rappelons que I’approche h-s consiste en une approximation de type
€léments finis dans le plan (x,y) et de type analytique (séries) selon z. Le choix de
la série ainsi que le nombre de ses termes dépendent de la physique du probléme et
de la précision souhaitée.

2. Généralités
2.1. Systéme de coordonnées

Considérons deux reperes donnés par la figure 1, 1’un fixe (X,Y,Z) ayant pour
base (1.J,K) I'autre mobile (x,y,z) attaché 2 la terre, et ayant pour base (i,j,k), il
tourne avec une vitesse angulaire @ =ak , @ est la vitesse angulaire de la terre. 11
est courant de choisir :

x=Est y = Nord z = Zénith
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X
Figure 1. Systémes de coordonnées

¢ étant la latitude. En choisissant Z-X et z-y coplanaires (Figure 1), le vecteur de
rotation @ de la terre s’exprime dans le repere (x,y,z) comme suit :
& = wfcos(9)] +sin(@)k ] [
Le rayon vecteur d’un point M quelconque dans le repere (x,y,z) s’écrit
F=xi+y +2k 2]
La vitesse matérielle au point M dans le repere (x,y,z) s’écrit :
\7=ul"+v7+wl? 3]

L’accélération matérielle au point M dans le repére (x,y,z) s’exprime par :

a=

&%

+ 5con’ali.r + é [4]

g est 'accélération de la pesanteur qui a pour valeur 9.81m/s*.

Geortohs = 20 AV = 20 sin(@)(vi —uf) (5]
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2.2. Surface libre
La surface libre (Figure 2) est présentée sous la forme :
D(x,y,t) =h(x,y,t) -z, =0 [6.a]

Sous forme différentielle :

oh dh ok

=+ = v —w.= 6.b
a"'axu:"'ayVJ W, 0 [ ]

L’indice ‘s’ est relatif A la surface libre.

z A Surface libre

Fond

zZs

Figure 2. Représentation du fond et de la surface libre

2.3. Fond
La surface du fond (Figure 2) s'écrit sous forme différentielle :

d a
Tyt =Ly ~ws =0 (71

o dy
3. Ecritures fortes
3.1. Lois de Conservation

Les problemes de fluides incompressibles sont caractérisés par les relations de
la conservation de la masse et celle de la quantité de mouvement.
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Divi =0 (8]

&N = 1 2 .= = =

E+(v.V)v +-5(Vp— DivT)— Fext =0 [9]

Fex = Giconns— gk [10]
3.2. Lois de comportement

3.2.1. Contraintes

Le tenseur des contraintes est de la forme [FRE 96, ROB 83]

2 Vin u,x Vin (u,x + v,y) Vrz (u.z + W,I)
? = P Vin (u,x + V,y) 2 VaVy Ve (V,Z + W.y) [1 1]
Vel +ws) ve(vetwy)  2vew,

3.2.2. Viscosité

La viscosité horizontale vy, est supposée constante, alors que la viscosité
verticale v, qui est simulée par le concept de la longueur de mélange [FRE 96,
HEN 95, ROB 83], s’exprime par la relation :

Vie = l?nl%' [12]

I= €st la longueur de mélange verticale. Sa distribution suit une forme parabolique
dissymétrique puisque les fluctuations turbulentes sont plus amorties par le fond
que par la surface libre. Cette représentation a permis de reproduire correctement
les profils de vitesses dans les écoulements a surface libre :

= ’_i
Im =Kz J1 I (13]

ol x est la constante de Von Karman et H la profondeur d’écoulement.

3.3. Nature de la pression

A l'instant t, en un point donné, la pression p est égale 4 :

P(x,y,zyt) = pann +phy&allu+pp
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o p,, estla pression atmosphérique, p, ., 1a pression due au poids de la
colonne d’eau au niveau z et pp'est la pression supplémentaire générée par le

mouvement de I'eau.
phyn'ro:ra(-x'yvzvt) = Pg(h(x,y.l)— Z)

P(x,9,2,8) = pg(h(X,¥,8) = 2) + P + PP (X,¥,2,1) (14]

3.4. Conditions aux limites

Pour un fluide visqueux, les conditions aux limites sont, soit de type vitesse
appliquées sur une surface §,, soit de type contrainte appliquées sur §, (Figure

3.a).
—- Conditions sur u ( dite condition de Dirichlet)

U=y, sur S, [15]

— Condition sur 7; (dite condition de Cauchy-Neuman)

F,=TH sur S, [16]

S

S ’

Figure 3.a. Conditions aux limites

En hydraulique, le domaine V est délimité par plusieurs frontieres (Figure 3.b).
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V V
L Paroi 5, Surface libre S, (
Surface d'entrée Se w e
Q /
AL s s 277 1007248077720
Q
. - >
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Figure 3.b. Contour du domaine

S =(9V = SjUS;USpUSmrUS.mr

La surface libre §; est délimitée par les frontieres suivantes (Figure 3.c).

Frontitre d'entrée Coe

hA

Q

/\/

Frontidre de sortie C,.,

.

—QP

T e —

Figure 3.c. Contour de la surface libre

3.4.1. Surface libre

C=%: = Cenl w C.vor (o Cp

Condition cinématique
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-3; +Divg=0 [17]
h h

g, = Judz q,=|vdz (18]
Zr Zr

Condition mécanique
La pression est €gale A la pression atmosphérique.
P=Pum=p =0 {19]

La surface libre peut €tre aussi sollicitée par le vent dont la force a pour
expression [HEN 95, LEC 85] :

7= "‘C10Pa|W1o|W§o {20]
10 - coefficient de frottement correspondant 3 une vitesse du vent mesurée a2 10 m

au-dessus de la surface du plan d’eau.
P, : masse spécifique de I’air.

wio : composante i de la vitesse du vent 2 10 m.
3.4.2. Fond
Sur le fond, nous utilisons d'une part, 1a condition d'imperméabilité selon 7 :
un =0
D'autre part, la contrainte de frottement au fond peut &tre exprimée par :
7 =Py v, [21]

B s’exprime par I'une des trois expressions :

8
B= E [22]
2
B=2 [23]
B= ! [24]




756  Revue européenne des éléments finis. Volume 8 — n° 7/1999

zmin» ks - K SONC respectivement la cote du fond, la rugosité du fond et la constante
de Karmann. C,,nsont respectivement les coefficients de frottement de type
Chezy et Manning.

3.4.3 Parois
De méme pour les parois, nous avons :

Un = 0
T,=—P Cplﬁplﬁp [25]

¢p est le coefficient de frottement sur les parois.

4. Ecritures faibles

Dans cette approche, nous allons affaiblir juste les deux équations de la
conservation de la quantité de mouvement selon (x,y) et celle de la cinématique de
la surface libre. L'équation de conservation de la quantité de mouvement selon z et
celle de continuité sont utilisées au sens fort. L.a forme variationnelle associée aux
équations [9] et [17] s'écrit :

W=Wys+W, [26]
Was = j[au(u,, +(.V).U +gVh)-V&U.p + %vau.? - F‘é.‘”]dv [27.a)

v
1 ,
-§—08U7,dS +$8U,pdS
sp s

Wi = [ (Shh,— Voh.g)ds +§ohq,dC=0; [27.b]
S, ¢

Dans ce qui suit, 7 [/, | désignent les quantités suivantes :

— 2Vlh u_x Vin (u,x + v,y) Vi (u‘z + W,x) u
, U=3 ¢ I= (28]

1
T=p 0
valus+vy)  2vav,  ve(vetwy) 0

S = O
[ N )
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5. Traitement de la surface libre

La difficulté de la modélisation des écoulements 2 surface libre réside dans le
fait que cette derniére constitue a la fois une frontiere du domaine et une inconnue
du probleme. Pour aborder cette question, nous distinguons plusieurs approches.

5.1. Approche lagrangienne

Dans cette approche, les nceuds sont attachés au fluide. Chaque €lément est i€
avec la position d’un élément du fluide A chaque instant. Démarrant d’un maillage
initial, les nceuds se déplacent dans le temps en gardant les connectivités initiales.
Lorsque le maillage devient trop distordu, un remaillage est nécessaire. L’avantage
de cette méthode est qu’elle permet de déterminer avec précision la position de la
frontiere mobile dans le cas de petits déplacements. Par contre, dans le cas de
grandes déformations de la frontitre mobile, le maillage devient trés distordu.
L’ajustement du maillage au voisinage de cette frontiere est trés complexe, ce qui
peut étre une cause d'instabilités numériques.

5.2. Approche eulérienne

Dans cette approche, le maillage est fixe dans tout le domaine et les éléments
peuvent étre entiérement ou partiellement occupés par le fluide ou completement
secs. L’avantage est que le calcul donne une bonne précision méme dans le cas ou
la frontiere mobile subirait de grandes déformations. La difficulté réside dans le
développement d’une technique pour obtenir la frontiere non stationnaire qui évite
la violation de la continuité et de la conservation de la quantité de mouvement.

5.3. Approche lagrangienne-eulérienne

De maniere 2 éviter les phénomenes de distorsion, Daubert et Cahouet [DAU
84] et Soulaimani [SOU 91] utilisent la méthode eulérienne-lagrangienne ou le
domaine de calcul, obtenu au moyen d'une transformation géométrique du
maillage, reste fixe. Cette méthode est trés précise dans le suivi de la surface libre
et en autorise de fortes cambrures. De plus, elle conserve son aspect eulérien dans
le calcul des champs de vitesses et de pression. Contrairement & la méthode a
maillage fixe, cette méthode, d'une part, n'est pas en mesure de simuler les
écoulements A surfaces libres multiples, d'autre part, elle est difficile 3 mettre en
ceuvre pour les terrains complexes.
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5.4. Notre approche h-s [MEF 98]

Pour remédier au probléme de distorsion qui peut étre la principale cause
d’instabilité, et compte tenu du fait que pour les écoulements fluviaux et maritimes,
la dimension horizontale est trés dominante par rapport 2 la dimension verticale,
nous avons développé une approche qui consiste 2 donner un traitement particulier
aux variables selon z. Notre approche est basée sur une approximation de type
€léments finis dans le plan horizontal (x,y) et de type analytique (séries) selon z,
d’ou I'appellation A-s.

Cette approche consiste d'abord a choisir une forme analytique (série) selon z
des composantes horizontales de la vitesse (u(x,y,z!) et v(x,y,z,1)). Le choix de la
série ainsi que le nombre de ses termes dépendent de la physique du probleme et
de la précision souhaitée. Cette séric peut &tre de nature polynomiale,
logarithmique, hyperbolique, trigonométrique ou autre. Etant choisi la forme de la
vitesse horizontale, nous en déduisons les expressions analytiques de la
composante verticale w(x,y,z,f) et celle de la pression p'(x,y,zf) en utilisant
respectivement 1'équation de continuité et celle de la conservation de la quantité de
mouvement selon z. Pour transformer le modele initialement dépendant de x,y,z en
un modele dépendant de x,y uniquement, nous effectuons une intégration explicite
des équations de Navier Stokes sur la verticale. Nous résolvons le modele
bidimensionnel obtenu par la méthode des éléments finis, puis nous restituons la
forme générale des vitesses selon z au moyen de la forme analytique initialement
choisie. Les avantages de cette approche sont les suivants :

a- Maillage 2DH

Cette approche est capable de mieux capter la variation selon z, car nous
pouvons introduire directement les lois qui correspondent 4 la physique du
probleme. Elle permet un meilleur traitement de la surface libre. En effet, dans
cette approche le maillage est bidimensionnel horizontal, chaque verticale
contenant n nceuds est remplacée par un seul nceud trés enrichi en degrés de liberté
que nous avons surnommé super nceud (Figure 4).
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n¥ n=nombre de nocuds verticaux

m=nombre de termes de la base

U1sU2ye Unm
3 4> o
V1sV25.:Va
2
1 Super nocud
®uv

Figure 4. Maillage 2DH

Par conséquent, la variation de la surface libre est représentée uniquement par
l'actualisation de la hauteur totale de 1'écoulement H se trouvant dans les
coefficients qui résultent de I'intégration explicite des équations de Navier Stokes
sur la verticale (Equation [45]). Le fait d'éliminer le maillage vertical, principale
cause d'instabilité, revient & donner au modele plus de stabilité, d'efficacité et de
robustesse.

b- Orthogonalité

Bien que 1'orthogonalité de la série selon z ne soit pas une condition nécessaire,
elle permet :

—de simplifier le calcul de la matrice masse,

—un meilleur conditionnement de la matrice tangente,

— de faciliter I'introduction des conditions aux limites [MEF 98].

¢- Modeles dégradés

1 est trés intéressant de noter que, dans le cas particulier ol nous choisissons
une approximation constante selon z (vitesse moyennée), nous retrouvons le
modele de Serre-Boussinesq [DUF 97], si en plus, nous supposons un profil
hydrostatique de la pression, notre modele se réduit alors a celui de Saint-Venant
[ZHA 92].

5.4.1. Notation

Afin de réduire la lourdeur des expressions, nous adopterons la notation
d’Einstein.
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5.4.2. Traitement selon z

Pour bien situer notre démarche, nous présentons d’abord le traitement des
termes selon la verticale. Notre objectif consiste a transformer le modele en (x,y,z)
en un modele en (x,y).

a- Expression de 1a composante horizontale de la vitesse.
Nous proposons la forme suivante du champ de vitesse :

u(X,y,Z,I)=¢,~(Z) ui(x1y9t) i=1,m [29]
v(x,y.2,0)=9,(2) vilx,3,t) i=1lm (30}

—¢,(z) représente le terme de la base, son choix dépend de la physique du
problkme. Elle peut &tre de nature polynomiale, logarithmique, hyperboligue,
trigonométrique ou autre.

—m est le nombre des termes de la base, il permet de représenter la variation
selon z avec la précision souhaitée.

b- Expression de la composante verticale de la vitesse

La vitesse verticale w(x,y,z,f) s’obtient en intégrant I'équation de continuit€ du
fond a une cote z :
b4

j?ﬁ.;.i.{.é!. z=0

ox & &

z

w(x, y,2,0) = wr(x, ,8) + Wi (D wi(x, y,0) [31]

D’apres [7] :
d 0
w, (X 9,0) =§¢.. (2, wi+ aiy’q),- ()

_ (2w, 9w

wi(2) = (ax + ay) 1321
Z

¥i(2) = J¢ i(2)dz (331

¥
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¢- Expression de la pression non hydrostatique

Considérons 1’équation de conservation de la quantit€é de mouvement selon z
en négligeant les contraintes visqueuses, cette derniere se réduit 2 :

M. W W ow 1ap+g=0

—tU—FV— Wt ——
&k po

a  x dy

En tenant compte de la relation [14], I’équation précédente devient

[34]

[35]

En remplagant u, v et w par les expressions [29], [30], [31] et en intégrant
I’équation [35] de z A A, nous obtenons ;
: J u; s
L Y.2,8) = — +(h- —ui+—v
p(x,y.z1) at[ 6.(z > &yJ ( z)¢(z;)[ u v)]
oW (a“" + M iui+§—v—’-D [36]

+5;(z Wi, 0w (i,

Si_, Ui—— ax Vi @ ax @, ax ay

+8:(2)9; (Zf)&f( %— ,-%‘;i u,-%+w?;)

o av : @ Qu_, ;
+8,(2)¢,(zp) ay( 5 U vig +u; 3x]
avec
h

6.(2) = [ W(2)dz 37
{38]

h
8,(2) =-W¥i(2)+ [ (2)dz
2y
5 ()= }dn(z) ¥;(2)dz [39]

5.4.3. Intégration explicite sur la verticale

Nous choisissons les fonctions de pondération &«,év de la méme forme que u
etv.

&‘(xr )’, z) = ¢i (z)aux (xr y) [40]

ov(x, y,2) = 9,(2) vi(x, ) (41]
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Reprenons la forme faible {27.a] et remplagons 6u,év,u,v,w, p' respectivement

par les relations [40], {41], [29], [30), [31], [36]. En intégrant du fond 2 la surface
libre et en divisant le tout par H, nous obtenons :

Termes de domaines

a;—" +buk ku,+ *v, + Cik kuj+—kuj
X x =
WDl= &lt

a
+d,-,-kuj(%zxiuk+%yiv*)+eiju,-+m(ggh— :u)

(3&4. i, ddui 3u-]

dx & dy dy
26 [ (o ), (% oy
e R T e 0

ou, |[(owe . ow oy, & Y o, M
__gx_q#-(—ax—ul"’ ay Vj)"‘(ax +ay)[ ay)]

a,;?j-f b,-,-k[%;’iuj+%£vj)+cak(%vj+%vj)
Wo, = {&'i

+dﬁkvj(%“k+%yz‘vk)+eﬂj +0n(8%— FZ;:)

(aav,- vi . Ibv; av,)
il 3. T 3 oo

ox ox oy oy
ol (), (%
Py a[”(ax ay)+ ( " )] o
o [(owe , om i Yo, m
ay qyk.[;—urf‘ ay )+[§+W ax+3y)]

o ibatgos

dy &,(Vavk o, &4j+ ﬂ)
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a.-,-—;w(zm @z, by = ; }¢i(z)¢,-(z)¢k<z)dz 145.a]
Zs
en =L T00 22w, oz, d.,k=—¢k(z,>J¢(z) KD 4y 45.0)
H Zr az
1 } &z ;; Z, Dy= J.¢1(Z)9j(2)dz [45C]
i = ¢*;j” 92)g, (e, vy = 229, (z;)J¢(z)(h Dz [45.d)
2
=7 I¢(z)si,(z)dz,m—ﬁf¢(z)dz [45.¢)

Zr

Dans le calcul intégral précédent, le domaine d’intégration est l'intervalle
lzs -1, or h est une variable du probléme, et par conséquent nous sommes obligés
de calculer ses intégrales pour chaque pas temps (ou pour chaque itération
éventuellement) et surtout pour chaque élément, ce qui alourdit considérablement
le modele. Pour contourner cet inconvénient, nous choisissons nos fonctions, dans
la mesure du possible, de telle sorte qu'aprés changement de variable, ces
fonctions ainsi que le domaine d’intégration ne dépendent plus des variables de
notre probléme.

Le calcul des coefficients ci-dessus peut se faire d'une maniére complittement
analytique dans la mesure ol les fonctions choisies sont faciles 2 intégrer, mais
elles doivent présenter une relation de récurrence permettant de calculer chaque
groupe de coefficients. Si le calcul s'avere fastidieux, nous pouvons utiliser
I'intégration numérique de Gauss.

Termes de contour

— Fond
o
-1
p_H 514de5= f,'jsui ujdA [46.3]
o
Sy A
od
-1
o SutndS= 1 f.6vv;dA (46.b]
o
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£y =%¢,- (209, G| JuF+vi 147
— Surface libre

.

1

i | 3 - ¢(") St dA [48.2]
o
S, A
o

1

= iAW)

1| weas J [48.b]
o
S, A

Dans le cas du vent, 7! est donnée par l'équation [20]
— Parois
il O Tw dS =My | Suncpuy |uafdC [49]
pH

P

1 h
Ny = E I¢,(Z) ¢j (Z)'¢k (Z)|dz [50]
2y
t est la direction tangentielle.

6. Choix des éléments

L'élément utilisé dans cette étude est I'élément T6L. C'est un triangle 3 six
nceuds composé de 4 sous-triangles a trois nceuds (Figure 5.a) ou I'approximation
des vitesses est linéaire dans chaque sous-triangle, et I'approximation du niveau
d'eau est linéaire dans le triangle principal.

eUvN
oUuv

Figure 5.a. Elément de domaine T6L
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Il en résulte un €lément de frontiere L3L a 3 nceuds, composé de 2 sous-
€léments L2 (Figure 5.b).
@ u,h

@ O @

O u

Figure 5.b.. Elément de frontiére L3L

7. Schéma de discrétisation temporelle

Pour pouvoir résoudre notre systtme d'équations, il nous faut une méthode
d'approximation des dérivées temporelles qui soit simple, performante et qui ne
dégrade pas l'approximation spatiale. Nous avons opté pour deux types de
schémas, le premier est celui d'Euler implicite qui s'adapte bien aux problémes
stationnaires. Pour les problémes transitoires, nous avons opté pour un schéma
explicite de type Lax-Wendroff.

7.1. Schéma d’'Euler implicite

La dérivée temporelle est approximée par :

U= U|+A1—U1| [51]
At 1+ At

La forme variationnelle mixte W, aprés discrétisation spatiale et introduction
des conditions aux limites, se présente sous la forme matricielle :

G I GRGIR 521

[M] : La matrice masse

[K@W)] : La matrice de rigidité

{F}  :Le vecteur des sollicitations

U}  :Le vecteur global des degrés de liberté u,h

(8U)  : Le vecteur global des degrés de liberté virtuels Su, &v, &

La matrice masse [M] est donnée par la relation [67].

En injectant la relation {51] dans [52], nous obtenons le systéme algébrique [53]
non linéaire, que nous résolvons par la méthode de Newton-Raphson.
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[MK{UHAI} - {U:}) + At[K(UHAl)]{UHAI} - {F} = 0 [53]
Méthode de Newton Raphson

Le systeme a résoudre est donné par :

[k:KAaU} ={Ra} [54]
[&:]=[M]+ Ak (UEL)] [55]

{Ru} = Mi({Fra} -[K(UELUELY) - M {UELY - {U.)) 1561

La matrice tangente [k} est obtenue par discrétisation de AW [52]. La
solution est calcul€e par des accroissements successifs :

{UHAI} {UH-A[ +{AU1} [57]
La convergence de la méthode est quadratique. La solution est atteinte lorsque

la norme {AU‘} est inférieure ou égale a la précision souhaitée.

Le schéma implicite d’'Euler est réputé stable mais souffre d'un handicap
sérieux pour les problémes instationnaires a savoir :

— la diffusion importante de la solution pour les grands pas de temps,

— le coiit élevé du calcul, du stockage et de la décomposition de la matrice
tangente.

7.2. Schéma de Lax-Wendroff

Soient les équations de Navier-Stokes intégrées sur la verticale et €crites sous
forme conservative :

%(U +Div(p, D)+ Div(ij‘ +§*+p, 1) +f=0 [58]

Ces équations peuvent &tre déduites des relations [43], [44] et [17].

aijUj
h

a3 d & &
p= p,,( a’: a;l) X &(Bxiu,+§jv,) [59.b]
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ow ou; ;Yo  ov
p2=qijt[(%u1+ ayk W) (:?x—l+3yi Ek j)]
& du ou; o, du
+ryg[§f(uj§"-—uk?—ukg’+vjjﬂ [59.¢]
% 0 o; ou; o
+ryk[-§y—f-(vjj—vk-j—vk—éxi+ f a;]]
by uju +0:8h b Vi
q:.= b u;ve 4, ={bpv,n+oigh [60.a}
Hu HvV
ou; ([ ou;)
R K T [60.b]
0 0

M o, & )
Cijk(__kui +—£ui)+dijkuj[§‘ziuk +—jvk)+eijuj —0iFi

ox dy ox dy
ou Y oz &
1= (’5;“7]*" [E’"sy‘]"p  ts1]
0

La discrétisation temporelle se fait de la maniere suivante :
U™+ Div(p, Iy"*' = U™+ Div(p, I)" - A:(Div(q‘)"*f +Div(§*+p, 1) + f") [62]

L’écriture faible associée  la relation [58] s’€crit aprés intégration par parties :
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(6uau - Veu(ap, 1)+ AU )

= - . dA [63]
4 —AtVSU((q")" "T+(3°+p, 1)")
+ At§ JU[(ﬁc )M% + (('I’d +D, I)":!iids =0
i | baujmtoigh M%_‘ bauve "
(qc) ‘= biu;vi i +{bjpvjni+toigh f [64]
Hw HvV

La valeur de U ™7 est obtenue sur chaque point de 1'élément ou sur chaque
point d’intégration numérique.

U’H% =y"- —A2—tDlV(qc)n [65]

La discrétisation par éléments finis conduit au systeme algébrique

[MKAU} = {R} [66]
M]=  Zlm.] [67]
{R}={r*}+{Rs:} [68]
{r}=_z{r} [69]
{re:}= = {rs} 1701

Eléments L3L

[rm] est la matrice masse élémentaire associée a la forme faible :
Wh = IA'(&!AU -Vsu(a p, 1))dA [71}

{r‘} est le résidu élémentaire de domaine associé 2 la forme faible :

WA = —As L{w - éa{(gc)"*i +(¢*+p, I)")}dA (72}
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{r?z} est le résidu de contour associé 2 la forme faible :

ws. =—At§50[(a° )“’+(q"+ . I)n]ﬁds (73]

52

La valeur de U”*? est donné par la relation [65].

La valeur de [" est calculée sur I'élément de frontiere L3L. Par contre, la
quantité p;y (q‘)" est calculée sur I’élément de domaine T6L adjacent. Au niveau

informatique, il faut donc identifier I'élément du domaine touchant I'élément de
frontiere. La résolution du systtme algébrique [66] s’effectue par la méthode
itérative de Jacobi.

Algorithme pour le schéma de Lax-Wendroff

Boucle sur les pas de temps
Boucle sur les éléments de domaine (€léments T6L)
- Calculer la masse élémentaire associée A la forme Wi, (relation [71]).
- Calculer ™1 ( relation [65] ).
- Calculer (qc)”% ( relation [64]).
- Calculer le résidu {rA} associé 2 la forme w 4« ( relation [72]).
- Assembler la matrice masse et le résidu.
Fin de la boucle sur les éléments de domaine
Boucle sur les éléments de frontiére
- Identifier I’ élément de domaine correspondant.
- Extraire la quantité p;y (‘-I-f _
- Calculer le résidu {,Sz} associé 2 la forme WS ( relation [73] ).
- Assembler la matrice masse et le résidu.
Fin de la boucle sur les éléments de frontiére
- Résolution itérative du systéme algébrique [ Kau}={r}.
- Application des conditions aux limites.
- Mise 2 jour de la solution {,n+1}= )+ vy
Fin de la boucle sur les pas de temps
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8. Organigramme de I'approche h-s
— Choisir une forme analytique(séries) selon z pour les composantes
horizontales de la vitesse (€quations [29], [30]).

— En déduire I’expression de la composante verticale de la vitesse (équation
31D

— En déduire I'expression de la partie non hydrostatique de la pression
(€quation [36]).

— Intégrer explicitement la forme faible sur la verticale.
— Résoudre le modele en (x,y) obtenu par la méthode des éléments finis,

— Restituer les valeurs des variables hydrodynamiques selon z.

9. Tests de validation

9.1. Ecoulement dans un coude
Description du cas test
Objectif du cas test

Le but de ce cas consiste A tester I’aptitude du modele A reproduire un
écoulement tridimensionnel. De nombreux travaux de recherches sur le théme
conduisent aux conclusions suivantes.

— Sous I'action combinée de la force d’inertie et du frottement, I’écoulement
dans coude a une structure hélicoidale.
— Le début de la recirculation apparait avant I’entrée du coude.
— En surface, les filets liquides sont orientés vers I'extérieur du coude.
— Au fond, les filets liquides sont orientés vers I’ intérieur du coude.
— La surface libre a une pente inclinée vers I'intérieur du coude.

— La distribution de 1a vitesse moyenne est décroissante sur la partie concave
et croissante sur la partie convexe.

— Inversion de 1a tendance 2 1a sortie du coude et sur une bonne distance le
long du canal 2 1a sortie.
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Description du cas test

Js(pente) =310 mfm, z,=-0.045—J s(m), H = 0.06m
Li=6m, L,=3m, B=08m, R,=04m, R,=12m

| ¥

1

Figure 6. Géométrie du canal
Equation/Selution

A linstar de Leschziner et Rodi (1979), nous avons adopté les résultats de
Rozovskii (1965) comme valeurs de référence pour notre modele. Comme nous
n’avions pas la référence originale, nous nous sommes servis des valeurs citées par
les premiers auteurs. Leschziner et Rodi [LES 79] ont utilisé ces résultats pour
développer un modele de turbulence (nodeéle x —-¢ ). Leur modle a été formulé
en coordonnées polaires et un lissage des hauteurs d’eau a été réalisé en post-

traitement en utilisant un modgle laplacien.
Données Physiques
Conditions aux limites

Nous imposons en amont et en aval la cote de la surface libre :

hamons = 0.015, hpa =0.0115
Conditions initiales

Nous choisissons comme conditions initiales :

u=0,v=0,w=0, h=0015
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Nous avons d’abord lancé un calcul sans les termes de convection, le résultat
obtenu sera utilisé comme conditions initiales.

Parametres physiques
viscosité cinématique v=10"m?/ 5*
viscosité verticale : type longueur de mélange
viscosité horizontale . v =0.00085m*/ s*
coefficient de frottement au fond 2 Cr=45m™/s
coefficient de frottement aux parois  : ¢, =0.0048

Le nombre de Reynolds est de 15.6, et le nombre de Froude est de 0.114, ce qui
donne une vitesse moyenne V :

V=026m/s
Maillage
Nombre de nceuds 12761
Nombre d’éléments (domaine) T6L : 1290
Nombre d’éléments (frontieére) L3L. : 186

Figure 7. Peau de maillage 2D

Données Numériques

Ecoulement stationnaire : Euler Implicite
Nombre d’itérations 19 :
Critre de convergence : (AU/U)<10®, U étant la norme du vecteur solution

de composantes (i, v,h).
Choix d’approximation de la vitesse

Nous choisissons une base polynomiale cubique.



Ecoulement tridimensionnel a surface libre

u(x, ¥,2) = u (X, ) + 0,(Du2(x, ) + (D us (x, ¥) + 9, (Dua (%, y)
V(% 9,2) = n(xY)+ ¢, (D2 (%, ¥) + 0, (D)vi(x, ) + ¢, (D va(x, y)

9, =3¢, ¢;(z)=§[3¢’—1} ¢4<z)=g[5¢’—3§} é=%(z—zf)—1

Résultats et commentaires

Nombre de |Nombre |[NNT |NDLT | NEQ Stockage ligne de ciel
pas de temps | d’itération mots réels

1 9 2761 122827 121277 |13 612 004

Méthode de | Norme du résidu | Type de machine | Temps CPU (s)
résolution

Directe 10°° Dec Alpha 300 100.8

Sur les figures (8.a), (8.b) et (8.c), nous avons montré respectivement la
topographie expérimentale de la surface libre, celle simulée par Leschziner et

Rodi, ainsi que la topographie calculée par notre modele.

l

VAV

BRo 2

Experiment (18)
()

1.3 ,// ,
10 |
é ;::'chan

Figure 8.a. Topographie expérimentale de la surface libre
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sl N
H Bn s 13.3%
l BMox 1
i Pragiction

) Fiow
[ rection

Figure 8.b. Topographie simulée par Leschziner et Rodi

Figure 8.c. Topographie simulée par notre modeéle 3D

Les figures (9.a), (9.b) et (9.c) montrent respectivement le champ des vitesses
au fond, moyennes et en surface. Conformément a I’expérience, les vecteurs
vitesses en surface sont dirigés vers I’extérieur du coude, alors qu’au fond, ils sont
dirigés vers I’intérieur.
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0,108
0. 1260
0,155
[0.1790
6.2034

6. 2263
]
-oi2Te2
o8

Figure 9.a. Vitesses au fond

Figure 9.b. Vitesses moyennes

i)

R

Figure 9.c. Vitesses en surface
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Sur la figure 10, nous comparons en 0 =102° les vitesses tangentielles
moyennes V, expérimentales, simulées par Leschziner et Rodi, ainsi que les
valeurs calculées par notre modele 3D. Vest la vitesse moyenne 2 I'entrée,
V =0.26m/ s et y, est la distance transversale.

(] 0.1 02 0.3 0.4 0.5 (X ] QT 0.8 0.8 1
Ya
3

Figure 10. Variation de la vitesse transversale coude pour 8 =102°
Courants secondaires

Les courants secondaires sont constitués par les composantes transversales et
verticales de la vitesse d’eau. La figure 12 illustre ce type de courant.

Sur la figure 11, sont reportées les distributions de la vitesse radiale
expérimentales, calculées par Leschziner et Rodi, ainsi que les distributions
simulées par notre modele 3D.
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771

1 T T T T T T
—  Expérience
—a—  Rodi
08 —— 3D i
0.6 | 9
z
H
04 .
0.2 J
o . N — . .
-08 -06 -04 -02 0 0.2 04 0.6 0.8
|43
Vo

Figure 11. Variation de la vitesse radiale avec la profondeur au milieu

du coude pour 8 =102°

e d - -t —i - —r ot — - —y —
Ead —> - -t — — -3 —» el -~ - ~0.001
— —s e — - — - — - - ~ 70.013
- — — —_ — — - — - — - 0.025
Ead Ead — — — — —_ - - - ~ _o . W
P - - —_ — — - ~ - ~ \ _a‘ 049
> 2 I T T I T o 0061
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ks 1 -~ - - -— - - - - - 02085
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— e — o [— oem — — «— - P

Figure 12. Courants secondaires pour 8 =102°
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9.2. Ecoulement autour d’un épi
Description du cas test
Objectif du cas test

Ce cas test a pour but la reproduction du champ de contraintes au fond ainsi
que le champ de vitesse autour d’un €épi dans un canal droit 2 fond plat.

Description du cas test

pente =0m/m, H =0.19m, z,=0m, L =122m (4f)
L:=1525m (5f), B=0915m (3f1), b =0.152m (0.5f1)

Y

Figure 13. Vue de dessus du canal

Equation/Solution

Nous exploitons les résultats expérimentaux établis par Rajaratham et
Nwachukwu [RAJ 83] pour un nombre de Froude égal 2 0.19.

Données Physiques
Conditions aux limites
Amont
Nous imposons en amont le débit par unité de largeur :

Qanrs = 0.0487(m* / 5/ m)
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Aval
Nous imposons la cote de 1a surface libre :

Ravat = 0.19m
Conditions initiales

Nous choisissons comme conditions initiales :

u=0,v=0,w=0, h=019

779

Nous langons d’abord un calcul sans le terme de convection, le résultat obtenu

sera utilisé comme conditions initiales.

Parametres physiques
viscosité cinématique . V=10"(m*/5)
viscosité verticale : type longueur de mélange
viscosité horizontale . v =0.0009m*/s
frottement au fond ( loi logarithmique) : k, = 7, =0.01H,¢,, =10
frottement aux parois (Chezy) ; € =00157
Nombre de Froude . F,=019
Maillage
Figure 14. Maillage 2D
Nombre de neeuds : 2843
Nombre d’éléments de domaine T6L 11371

Nombre d’éléments de parois L3L : 100
Nombre d’éléments de débit L3L : 17
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Données numériques

Ecoulement stationnaire : Euler Implicite
Nombre d’itérations 110

Critere de convergence : (AU U< 10‘5), U étant la norme du vecteur solution
de composantes (u,v,h).

Choix d’approximation de Ia vitesse
Nous choisissons la forme suivante de la vitesse :

w(x, 3,2} = w1 (%, 9) + 9, (2D u2(x, y) + 9 (D us (x, ) + 9, (D ua (x, y)
v(x,3.2) = (6, )+ @, (D v2 (X, ¥) + 95(D v3(x, ) + @, (D va(x, y)

6,2 = u;g[3o—5k—)/ [og(l 1i)

CisK, CisKy
9,() =3¢, ¢,(z)=§[3¢’—1} ¢4<z>=§[5¢’—3§} ¢=%(z—zf)—1

Résultats et commentaires

Nombre de |Nombre |NNT |NDLT |NEQ |Stockage ligne de ciel
pas de temps | d’itération mots réels
1 10 2843 | 23849 |2239 119 929 054

9

Méthode de | Norme du résidu | Type de machine | Temps CPU (s)
résolution

Directe 107 Dec Alpha 300 ]220

La figure 15 montre la topographie numérique de la surface libre. Le niveau
d’eau est perturbé au voisinage de 1’épi, sa valeur maximale qui atteint 3.2 % se
situe juste en amont. Nous enregistrons un minimum de 2.5 % en aval de I’épi.
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0.185%0
0.18628
0.18747
0.18955
0.18964
0.19072
0.19180
£ 0.19289
: 0, 19397
0.19506
0.19614

Figure 15. Topographie numérique de la surface libre

Les figures (16.a),(16.b),(16.c) montrent le champ des vitesses au fond,
moyennes et en surface. Nous remarquons une grande zone de recirculation en
aval de I’épi. Au fond, nous constatons un courant de retour en amont de 1’épi et
qui peut &tre a I’origine du phénomene d’érosion.

5t e 8 ¥
AN RS
2 s Easnrnt Pt s
= s e FINSS e

— e

Figure 16.a. Vitesses au fond

~0.00174
~0.04010
~0.07846
—0.11682
—0.15519
—9.1955
“g.23181L

0.27027

0.30864
~07B4700
0B5H

Figure 16.b. Vitesses moyennes
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-
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Figure 16.c. Vitesses en surface

Etude de la variation de la vitesse

Si U, est la vitesse moyenne en amont de I’écoulement, et U est 1a vitesse
moyenne pour différentes régions du canal, la variation de U/U, en fonction de
y/b est donnée par les figures (17), (a),(b),(c). Nous remarquons d’aprés
I’expérience que le rapport U/U, augmente apres le passage de I'épi et atteint une

valeur maximale de 1.45. Notre mod@le surestime ce pic, légérement en amont,
avec une erreur de 3 %.
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Figure 17. Distribution des vitesses le long de I’axe du canal
pour différentes valeurs de y/b
Etude des contraintes au fond
Sur la figure (18) nous avons le champ expérimental de contraintes au fond ol

la valeur maximale est concentrée au musoir de I'épi. Sur la figure (19) est
reportée le champ de contraintes au fond calculé par notre modele.

.0 ~
Expt. AV

(b}

N
N Tgm/ Ty 140

¢ L L ! A i i 4
-89 -40 0 [4 0 40 (X4 (1] 00
P2

Figure 18.. Champ expérimental de la contrainte au fond
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0 ! t >
-6 0 4 10

&
Figure 19. Champ numérique de la contrainte au fond

Si 7o est la contrainte au fond en amont et 7, la contrainte au fond en
différentes sections de 1’écoulement, sur les figures (20), (a), (b), (c), nous avons
montré la variation du rapport 7,/70 en fonction de x/b. D’aprés I'expérience, la
contrainte maximale, égale A 4.9 fois la contrainte en amont, se situe 2 I’extrémité
de I'épi. Nous remarquons que les valeurs numériques sont trés proches des valeurs
expérimentales, ce qui prouve le bon comportement de notre modele.

J
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Figure 20. Distribution des contraintes le long de I’axe du canal
pour différentes valeurs de y/b

10. Conclusion

Dans cette étude, nous avons développé un modele tridimensionnel basé sur
une approximation de type €léments finis dans le plan (x,y) et de type analytique
(séries) selon z. Cette approche nommée h-s consiste d'abord a choisir une forme
analytique (série) selon z pour les composantes horizontales de la vitesse u(x,y,z,f)
et v(x,y,z,t) puis A en déduire la forme de la composante verticale w(x,y,z,) et celle
de la pression p’(x,y,z,f). Le choix de la série ainsi que le nombre de ses termes
dépendent de la physique du probleme et de la précision souhaitée. Une intégration
explicite de la forme faible sur Ja verticale permet de transformer le modele
dépendant initialement de (x,y,z) en un mode¢le dépendant de (x,y) seulement.
Cette approche donne un meilleur traitement de la surface libre car elle permet
d’introduire directement des fonctions qui correspondent & la physique du
probleéme. En outre, le maillage bidimensionnel 2DH rend le modele plus stable et
plus robuste.
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Les résultats obtenus par les deux exemples précédents nous démontrent
I’aptitude du modéle a reproduire les principales caractéristiques du champ de
vitesses, du niveau d’eau, et du champ des contraintes de frottement au fond pour un
écoulement a prédominance tridimensionnelle et fortement convectif. Le modéle est
stable, nous atteignons une erreur de 'ordre de 10™ sur le résidu pour moins de 10
itérations. En outre, Le modéle requiert des conditions aux limites relativement
simples a déterminer. Pour le cas test du coude, nous notons avec satisfaction que
nos résultats sont comparables en qualité avec ceux de Leschziner et Rodi [LES 79]
qui ont pourtant appliqué une démarche bien plus sophistiquée et sans doute
beaucoup plus exigeante en terme de durée de calcul. Pour le cas test de I'épi, notre
modele reproduit avec une grande précision les champs de vitesses et de frottement
au fond, et donne de meilleurs résultats par rapport a ce qui existe dans la littérature
[BOU 94, HEN 95].
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