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RESUME. Les travaux qui font /'objet de Ia presente publication ont consiste a developper un 
modele de simulation des ecou/ements a surface fibre applicable en mer, en riviere et en lac 
sous /'action de sollicitations aussi diverses que les crues, les gradients de densite eau salee­
eau douce, les surcotes marines ou les coups de vents. Ce modele base sur Ia methode des 
elements finis repose sur une approche que nous avons denommee h-s qui privilegie, comme 
cela se passe en nature pour les problemes que /'on souhaite etudier, Ia dimension 
horizontale par rapport a Ia dimension verticale qui subit un traitement particulier. A noter 
que Ia pression peut etre hydrostatique ou non. Elle est basee sur une approximation de type 
elements finis suivant le plan horizontal (x,y) et de type analytique (series) seton z. Le choix 
de Ia serie et le nombre de ses tennes dependent de Ia physique du probleme et de Ia 
precision souhaitee. Nous avons utilise un element hybride T6L pour Ia discretisation 
spatia/e. Pour Ia discretisation temporelle, nous avons utilise deux schemas. Le premier est 
celui d'Euler implicite, repute pour sa stabilite et qui convient bien pour Ia resolution des 
problemes stationnaires, le second est explicite de type Lax-Wendroff qui s'adapte mieux 
pour les problemes instationnaires. 

ABSRACT. The works that are the object of the present paper consist of developing a model to 
simulate free surface flows applicable at sea, river, and lake, under loads as various as 
floods, density gradient between salt water -fresh water, marine coast or gales. This model 
based upon finite element method, implies an approach that we called h-s. This latter 
privileges, as it occurs in nature for the problems that we wish to study, the horizontal 
dimension to vertical dimension, which under goes a special treatment. We note that the 
pressure can be hydrostatic or not. This method is based upon a finite element approximation 
along with the horizontal plane (x,y), and upon analytical one along with z. The choice of the 
series and the number of its tenns depend on the physics of the problem and the required 
accuracy. We have used a hybrid element T6L for the spatial discretization. For the time 
discretization, we have used two schemes. The first one is that of backward Euler, and the 
second is explicit of Lax-Wendroff type which can better fit the non stationary problems. 

MOTS CLES : hydrodynamique, surface libre, elements finis, approche h-s, series. 
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1. Introduction 

La methode des elements finis, apparue a Ia fin des annees 50, s'est 
particulierement bien illustree pour Ia resolution de problemes de mecanique des 
structures. Son extension a Ia mecanique des fluides pour Ia resolution 
d'ecoulements turbulents a commence dans les annees 70 avec les travaux de Taylor 
et Hood [TAY 73), Connor et Brebbia [CON 76). Dans le domaine de Ia 
modelisation de Ia turbulence, citons, parmi d'autres, les travaux de Launder 
[LAU 84), Bouttes [BOU 94) en 2D, Rodi [LES 79) et Jaeger [JAE 90) en 3D. 

Dans le domaine de l'hydraulique a surface libre, il s'est egalement avere 
necessaire de developper des modeles aux elements finis pour reproduire les 
ecoulements turbulents mus par Ia gravite en riviere, forces par Ia maree en mer ou 
leur jonctions en estuaires. A cet egard nous pouvons citer le premier modele 3D en 
couches par elements finis de Wang [WAN 75) sur Ia base des travaux de 
Leendertse et al [LEE 73) en differences finies. C'est un modele base sur 
)'hypothese de repartition hydrostatique des pressions ; il est obtenu par une 
integration des equations de Navier-Stokes sur plusieurs couches. King et al. 
[KIN 87) ont repris ce modele mais en utilisant une approximation verticale 
facilitant alors Ia mise en reuvre. 

En France, nous citons les travaux de Provost et Poncet [PRO 78], ainsi que ceux 
de Daubert et Cahouet [DAU 84], Hauguel [HAU 86), Hervouet [HER 91] et 
Pechon au laboratoire National d'Hydraulique (LNH) de EDF. Le groupe 
UTC/STCPMVN appele (GHN) a egalement apporte une contribution dans le 
domaine de Ia modelisation en hydraulique a surface libre par elements finis en 2D 
et 3D. Cachet [COC 79], Hubert [HUB 84] et Zhang [ZHA 92] ont developpe 
differents elements pour Ia modelisation 2D horizontale de Saint-Venant. G. Rouas 
[ROU 96] a developpe un modele 2DV. Robert [ROB 83], Leclerc [LEC 85], 
Heniche [HEN 95] et Frenette [FRE 96] ont propose chacun un modele 3D a 
pression hydrostatique. Soulai:mani [SOU 91] pour sa part, a mis en reuvre un 
modele 3D general en representation eulerienne-lagrangienne. 

La condition d'existence et d'unicite d'une solution au probleme mixte de 
Stokes a ete etudiee par Ladyzhenskaya [LAD 69], Brezzi [BRE 94] et Babuska 
[BAB 71 ]. Elle conduit a une condition de consistance entre les espaces de vitesse et 
de pression ; il s'agit de Ia condition de L.B.B. Compte tenu des differents travaux, 
i1 est etabli que )'approximation des vitesses doit etre plus riche que celle de Ia 
pression. Le non-respect de cette regie engendre une solution numerique polluee par 
des oscillations non physiques notamment en presence des conditions aux limites 
severes [HUG]. 

De nombreux travaux de recherche ont ete menes pour developper des elements 
finis en 3D pour les fluides incompressibles. La regie etait qu'il fallait prendre soin 
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d'enrichir l'approximation des vitesses par rapport ~ celle de Ia pression/hauteur 
d'eau. 

Leclerc a d~velop¢ le prisme ~ 15 n<~:uds (P15) avec une approximation 
quadratique en vitesse et lin~aire en hauteur d' eau. L~ ~galement apparaissent des 
oscillations (cas de l'~oulement dans un coude). Hubert et Jaeger ont d~velop¢ Ie 
cube ~ huit nreuds (H8) lin~aire en vitesse et constant en pression. Le H8 se 
comporte suffisamment bien s'il n'est pas trop distordu, d'apres Jaeger. Hubert a 
d~velop¢ le H8N en ajoutant un degr~ de Iibert~ suppl~mentaire (vitesse normale) 
sur chaque face du cube. Soula1mani a d~velop¢ le ~traMre ~ 4 nreuds (T4) avec 
des approximations lin~aires en pression et enrichies par une fonction bulle en 
vitesse. Heniche a ~velop¢ le prisme ~ 6 nreuds (P6) lin~aire en vitesse et en 
pression en utilisant une formulation de type P~trov-Galerkin et moindres carres. 

Si tous les modeles bidimensionnels verticaux ou tridimensionnels donnent des 
r~ponses satisfaisantes dans des cas scMmatiques, ils soot loin d'etre robustes, 
ftables et utilisables dans un contexte o¢rationnel. Par ailleurs1 Ia demande 
s'oriente vers des modeles assez g~n~riques mais modulables qui puissent traiter ~ 
Ia fois du ID, du 2D ou du 3D (hydrostatique ou non), des ~coulements en mer 
(courant, boule, estuaire), en riviere (longs lin~aires ou Iocalement) ou en lac 
(courants de densit~. recirculations dues au vents). 

Dans Ia premiere partie, nous avons d~velop¢ un modele bidimensionnel 
vertical b~ sur une approche dite h-s. Dans cette seconde partie, nous ~tendons 
I'expression du champ de vitesse pour construire un modele tridimensionnel 
complet. Rappelons que I' approche h-s consiste en une approximation de type 
~I~ments finis dans le plan (x,y) et de type analytique (s~ries) selon z. Le choix de 
Ia ~rie ainsi que le nombre de ses termes d~pendent de Ia physique du probleme et 
de la pr~ision souhai~. 

2. Generalites 

2.1. Systeme de coordonnees 

Consid~rons deux reperes donn~s par Ia figure 1, l'un fixe (X,Y,Z) ayant pour 
base (l,J,K), I' autre mobile (x,y,z) attacM ~ Ia terre, et ayant pour base (i,j,k), il 
tourne avec une vitesse angulaire ro = oJi , m est Ia vitesse angulaire de Ia terre. II 
est courant de choisir : 

x=Est y=Nord z=Unith 
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z 

X 
Figure 1. Systemes de coordonnees 

'~tant Ia latitude. En choisissant Z-X et z-y coplanaires (Figure 1), le vecteur de 

rotation ro de Ia terre s'exprime dans le re~re (x,y,z) comme suit: 

iiJ = m(cos(l{>)] + sin(l{>)k] [1] 

Le rayon vecteur d'un point M quelconque dans le re~re (x,y,z) s'~crit: 

[2] 

La vitesse mat~rielle au point M dans le re~re (x,y,z) s'~crit: 

[3] 

L'acc~l~ration ma~rielle au point M dans le re~re (x,y,z) s'exprime par: 

- dV - -
a = "di + acoriolu + g [4] 

g est l'acc~l~ration de Ia pesanteur qui a pour valeur 9.81 m/ i. 

iicoriolu = 2ro A v = 2msin(l{>)(vf- u]> [5] 
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2.2. Surface lihre 

La surface libre (Figure 2) est presenWe sous Ia forme : 

<l>(x,y,t) = h(x,y,t)- z, = 0 [6.a] 

Sous forme differentielle : 

[6.b] 

L'indice 's' est relatif lla surface libre. 

Surface libre 

Figure 2. Repr~sentation dufond et de Ia surface libre 

2.3. Fond 

La surface du fond (Figure 2) s'ecrit sous forme differentielle : 

[7] 

3. Ecritures fortes 

3.1. Lois de Conservation 

Les probl~mes de fluides incompressibles soot caracterises par les relations de 
Ia conservation de Ia masse et celle de Ia quantite de mouvement. 
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Diw =O 
iJV - 1 - - - -at+ (v. V)v + P (Vp- Div'f)- Fext = o 

Fex = iicorili•- gk 

3.2. Lois de comportement 

3.2.1. Contraintes 

Le tenseur des contraintes est de Ia forme [FRE 96, ROB 83) 

[ 

2 Vrh u... Vrh (u ... + V,y) 

f = p Vrh(U,x + v) 2 Vrh V,y 

Vll(U,t + W, .. ) Vrt(V,t + W,y) 

3.2.2. Viscosite 

vll (u,t + w ... )l 
vll(v,t +w.y) 

2vllw,t 

[8) 

[9] 

[10) 

[11) 

La viscosit~ horizon tale v rh est suppo800 constante, alors que Ia viscosire 
verticale v It qui est simul~e par le concept de Ia longueur de m~lange [FRE 96, 
HEN 95, ROB 83], s'exprime par Ia relation: 

2~ 
vll = lm!JZl [12] 

lm est Ia longueur de m~lange verticale. Sa distribution suit une forme parabolique 
dissym~trique puisque les fluctuations turbulentes sont plus amorties par le fond 
que par Ia surface libre. Cette repr~sentation a permis de reproduire correctement 
les profils de vitesses dans les ~coulements lk surface libre : 

[13) 

ou K est Ia constante de Von Karman et H Ia profondeur d'~oulement. 

3.3. Nature de Ia pression 

A l'instant t, en un point donn~. Ia pression pest ~gale lk: 

I 

p(x,y,z,t) = Pa~m + PhyJrosra + PP 
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oii Pa~m est Ia pression abnospMrique, phydro•la Ia pression due au poids de Ia 
colonne d' eau au niveau z et pp' est Ia pression suppl~mentaire g~n~ree par le 
mouvement de l'eau. 

Phyr;0614 (X,y,z,t) = pg(h(x,y,t)- z) 

p(x,y,z,t) = pg(h(x,y,t)- z) + Pa~m + p p' (x,y,z,t) [14] 

3.4. Conditions aux limites 

Pour un fluide visqueux, les conditions aux limites sont, soit de type vitesse 
appliqu~es sur une surface s 1 , soit de type contrainte appliqu~es sur s 2 (Figure 
3.a). 

-Conditions sur u ( dite condition de Dirichlet) 

u = u. sur St [15] 

-Condition sur 'rij (dite condition de Cauchy-Neuman) 

[16] 

Sz 

t 

n 

/ 

Figure 3.a. Conditions aux limites 

En hydraulique,le domaine Vest d~limit~ par plusieurs frontieres (Figure 3.b). 
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Surface d'entree S., 

Figure 3.b. Contour du do maine 

S = dV = StuS, uSpuS.nruS,or 

La surface libre S s est delimitee par les fronti~res suivantes (Figure 3.c). 

Frontiere d'eotrl!e c. s. 
Q 

Figure 3.c. Contour de Ia surface libre 

3.4.1. Surface libre 

Condition cinematique 

C=dS, =Cent U C,or U Cp 

Fronti~re de sortie C. 

Q 



iJh v·- o 
~+ tvq= 

h 

qx = Judz 
z, 

Condition mecanique 
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h 

qy=Jvdz 
Zt 

La pression est egale a Ia pression atmospherique. 

p = pohn::::) p" = 0 

755 

[17] 

[18] 

[19] 

La surface libre peut etre aussi sollicitee par le vent dont la force a pour 
expression [liEN 95, LEC 85] : 

[20] 

c10 : coefficient de frottement correspondant a une vitesse du vent mesuree a 10m 

au-dessus de Ia surface du plan d' eau. 
Pa: masse specifique de l'air. 

w:o: composante ide la vitesse du vent a 10m. 

3.4.2. Fond 

Sur le fond, nous utilisons d'une part, Ia condition d'impermeabilite selon n : 

Un =0 

D'autre part, la contrainte de frottement au fond peut etre exprimee par : 

[21] 

{3 s'exprime par l'une des trois expressions: 

[22] 

[23] 

[24] 
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Zmin• k.,K soot respectivement Ia cote du fond, Ia rugosite du fond et Ia constante 
de Karmann. c1 ,n soot respectivement les coefficients de frottement de type 
Chezy et Manning. 

3.4.3 Parois 

De meme pour les parois, nous avons : 

Un =0 

f, = -pc,~,lu, [25] 

c P est le coefficient de frottement sur les parois. 

4. Ecritures faibles 

Dans cette approche, nous allons affaiblir juste les deux equations de Ia 
conservation de Ia quantite de mouvement selon (x,y) et celle de Ia cinematique de 
Ia surface libre. L'equation de conservation de Ia quantite de mouvement selon z et 
celle de continuite soot utilisees au sens fort. La forme variationnelle associee aux 
equations [9] et [17] s'ecrit : 

w = W N-S + W h (26] 

WN-S = r[ ou(u,, +(v. V).U + gVh)- Vc5U.p + ~ Vou.¥- F~;Y}v [27.a] 

- 1.!.ou:r,dS + 1w. pdS 
sP s 

wh = J (ohh.,- Voh.q)ds + 101lq.dc = o; [27. bl s, c 

Dans ce qui suit, ¥, u, 1 designent les quantites suivantes: 

[28] 
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5. Traitement de Ia surface libre 

La difficulte de Ia modelisation des eooulements ~ surface libre reside dans le 
fait que cette demiere constitue ~ la fois une frontiere du domaine et une inconnue 
du probleme. Pour aborder cette question, nous distinguons plusieurs approches. 

5.1. Approche lagrangienne 

Dans cette approche, les ml!uds sont attaches au fluide. Chaque element est lie 
avec Ia position d'un element du fluide ~ chaque instant. Demarrant d'un maillage 
initial, les nreuds se deplacent dans le temps en gardant les connectivites initiales. 
Lorsque le maillage devient trop distordu, un remaillage est necessaire. L'avantage 
de cette methode est qu'elle permet de determiner avec precision Ia position de Ia 
frontiere mobile dans le cas de petits deplacements. Par contre, dans le cas de 
grandes deformations de Ia frontiere mobile, le maillage devient tres distordu. 
L'ajustement du maillage au voisinage de cette frontiere est tres complexe, ce qui 
peut etre une cause d'instabilites numeriques. 

5.2. Approche eulerienne 

Dans cette approche, le maillage est fixe dans tout le domaine et les elements 
peuvent etre entierement ou partiellement occupes par le fluide ou completement 
sees. L' a vantage est que le calcul donne une bonne precision meme dans le cas oil 
Ia frontiere mobile subirait de grandes deformations. La difficulte reside dans le 
developpement d'une technique pour obtenir Ia frontiere non stationnaire qui evite 
Ia violation de Ia continuite et de Ia conservation de Ia quantite de mouvement. 

5.3. Approche lagrangienne-eulerienne 

De maniere ~ eviter les phenomenes de distorsion, Daubert et Cahouet [DAU 
84] et Soulaimani [SOU 91] utilisent Ia methode eulerienne-lagrangienne oil le 
domaine de calcul, obtenu au moyen d'une transformation geometrique du 
maillage, reste fixe. Cette methode est tres precise dans le suivi de Ia surface libre 
et en autorise de fortes cambrures. De plus, elle conserve son aspect eulerien dans 
le calcul des champs de vitesses et de pression. Contrairement ~ Ia methode ~ 
maillage fixe, cette methode, d'une part, n'est pas en mesure de simuler les 
ecoulements ~ surfaces libres multiples, d'autre part, elle est difficile ~ mettre en 
reuvre pour les terrains complexes. 



758 Revue europeenne des elements finis. Volume 8- n° 7/1999 

5.4. Notre approche h-s [MEF 98] 

Pour remedier au probleme de distorsion qui peut etre Ia principale cause 
d'instabilite, et compte tenu du fait que pour les ecoulements fluviaux et maritimes, 
Ia dimension horizontale est tres dominante par rapport a Ia dimension verticale, 
nous avons developpe une approche qui consiste a donner un traitement particulier 
aux variables selon z. Notre approche est basee sur une approximation de type 
elements finis dans le plan horizontal (x,y) et de type analytique (series) selon z, 
d' ou I' appellation h-s. 

Cette approche consiste d'abord a choisir une forme analytique (serie) selon z 
des composantes horizontales de Ia vitesse (u(x,y,z,t) et v(x,y,z,t)). Le choix de Ia 
serie ainsi que le nombre de ses termes dependent de Ia physique du probleme et 
de Ia precision souhaitee. Cette serie peut etre de nature polynomiale, 
logarithmique, hyperbolique, trigonometrique ou autre. Etant choisi Ia forme de Ia 
vitesse horizontale, nous en deduisons les expressions analytiques de Ia 
composante verticale w(x,y,z,t) et celle de Ia pression p'(x,y,z,t) en utilisant 
respectivement l'equation de continuite et celle de Ia conservation de Ia quantite de 
mouvement selon z. Pour transformer le modele initialement dependant de x,y,z en 
un modele dependant de x,y uniquement, nous effectuons une integration explicite 
des equations de Navier Stokes sur Ia verticale. Nous resolvons le modele 
bidimensionnel obtenu par Ia methode des elements finis, puis nous restituons Ia 
forme generate des vitesses selon z au moyen de Ia forme analytique initialement 
choisie. Les avantages de cette approche sont les suivants: 

a- Maillage 2DH 

Cette approche est capable de mieux capter Ia variation selon z, car nous 
pouvons introduire directement les lois qui correspondent a Ia physique du 
probleme. Elle permet un meilleur traitement de Ia surface libre. En effet, dans 
cette approche le maillage est bidimensionnel horizontal, chaque verticale 
contenant n nreuds est remplacee par un seul nreud tees enrichi en degres de liberte 
que nous avons surnomme super nreud (Figure 4). 
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n=nombrc de nocuds verticaux 

m=nombre de tcrmes de Ia base 

i 
Supcrnocud 

• II,V 

Figure 4. Maillage 2DH 

Par consequent, Ia variation de Ia surface libre est representee uniquement par 
l'actualisation de Ia hauteur totale de l'ecoulement H se trouvant dans les 
coefficients qui resultent de l'integration explicite des equations de Navier Stokes 
sur Ia verticale (Equation [45]). Le fait d'eliminer le maillage vertical, principale 
cause d'instabilite, revient ~ donner au modele plus de stabilite, d'efficacite et de 
robustesse. 

b- Orthogonalite 

Bien que l'orthogonalite de la serie selon z ne soit pas une condition necessaire, 
elle permet : 

-de simplifier le calcul de Ia matrice masse, 

- un meilleur conditionnement de la matrice tangente, 

-de faciliter l'introduction des conditions aux limites [MEF 98]. 

c- Modeles degrades 

ll est tres interessant de noter que, dans le cas particulier oii nous choisissons 
une approximation constante selon z (vitesse moyennee), nous retrouvons le 
modele de Serre-Boussinesq [DUF 97], si en plus, nous supposons un profil 
hydrostatique de la pression, notre modele se reduit alors ~ celui de Saint-Venant 
[ZHA 92]. 

5.4.1. Notation 

Afin de reduire la lourdeur des expressions, nous adopterons la notation 
d'Einstein. 
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5.4.2. Traitement seton z 

Pour bien situer notre demarche, nous pr6sentons d'abord le traitement des 
termes selon Ia verticale. Notre objectif consiste a transformer le modele en (x,y,z) 
en un modele en (x,y). 

a- Expression de Ia composante horizontale de Ia vitesse. 

Nous proposons Ia forme suivante du champ de vitesse : 

u(x,y,z,t) = f/J1(z) u;(x,y,t) i = l,m 
v(x,y,z,t) = f/J1(z) v;(x,y,t) i = l,m 

[29] 
[30] 

-q,1 (z) repr6sente le terme de Ia base, son choix d6pend de Ia physique du 

probleme. Elle peut etre de nature polynomiale, logarithmique, hyperbolique, 
trigonometrique ou autre. 

- m est le nombre des termes de Ia base, il permet de representer Ia variation 
selon z avec Ia pr6cision souhaitee. 

b- Expression de Ia composante verticale de Ia vitesse 

La vitesse verticale w(x,y,z,t) s'obtient en integrant I' equation de continuite du 
fond a une cote z : 

z 

J(:+~+:}z=O 
'ZJ 
w(x,y,z,t) = Wt(x,y,t)+ 'l';(z)w;(x,y,t) [31] 

D' apres [7] : 
dZt dZt 

w1 (x,y,t)= ax f/J1(z1 )u;+ dy f/J1(z,)v; 

W;(Z) =-( ~~ + ~~) [32] 

z 

'I'; (z) = J f/J ;(z)dz [33] 

'ZJ 
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c- Expression de la pression non hydrostatique 

Consid~rons I' ~quation de conservation de la quantit~ de mouvement selon z, 
en n~gligeant les contraintes visqueuses, cette demiere se rMuit ~ : 

iJw iJw iJw iJw 1 Op 
-+u-+v-+w-+--+g = 0 
at iJx iJy ik p ik 

[34] 

En tenant compte de la relation [14], l'~quation pr~cedente devient: 

aw aw aw aw a P 
-+u-+v-+w-+-=0 
at iJx iJy ik ik 

[35] 

En rempla~ant u, v et w par les expressions [29], [30], [31] et en int~grant 
I' ~quation [35] de z ~ h, nous obtenons : 

avec 
h 

lMz) = J '¥;(z)dz [37] 

h 

g1(z)=-'¥;(z)+ jf/J;(z)dz [38] 
z, 

h 

su(z) = J tP;(z)'Pi(z)dz [39] 
• 

5.4.3. Integration explicite sur Ia verticale 

Nous choisissons les fonctions de pond~ration liu,ov de la meme forme que u 
et v. 

Ou(x,y,z) = ~1 (z)oo;(x,y) 
t5v(x, y, z) = ~~ (z) Ovt (x, y) 

[40] 
[41] 
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Reprenons Ia forme faible [27.a] et rempla\r(>ns 6u,Ov,u, v, w,p' respectivement 

par les relations [40], [41], [29], [30], [31], [36]. En integrant du fond a Ia surface 
libre et en divisant le tout par H, nous obtenons : 

Termes de domaines 
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1 h 1 h 

a;i = H J tP;(z)tP/z)dz, b;ik = H J tP1(Z)tP/z)tPk (z)dz 
Zt Zt 

[45.a] 

1 h dfP. (z) 1 h dfP. (z) 
cuk= H ]tP;(z)--J;-'¥k(z)dz, d;ik= HtPk(zf)]tP1(z)--J;-dz [45.b] 

Zt z, 

1 h dtP; dfPj 1 h 

e;i = H J Vtz'""Ji"JZ"dz, Pu =- H J tP1(z)Oi(z)dz [45.c] 
Zt Zt 

tPk(zf) h 1 h 
flik = ~ J tP1(z)g/z)dZ,X;i = H tP/zf) J tP1(z)(h- z)dz [45.d] 

z, z, 
1 h 1 h 

qlik = H J tP;(z)su(z)dz,CJ; = H J tP1(z)dz [45.e] 
z, z~ 

Dans le calcul integral precedent, le domaine d'integration est l'intervalle 
Lzf,hJ, or h est une variable du probleme, et par consequent nous sommes obliges 
de calculer ses integrates pour cbaque pas temps (ou pour cbaque iteration 
eventuellement) et surtout pour cbaque element, ce qui alourdit considerablement 
le modele. Pour contourner cet inconvenient, nous choisissons nos fonctions, dans 
Ia mesure du possible, de telle sorte qu' apres changement de variable, ces 
fonctions ainsi que le domaine d'integration ne dependent plus des variables de 
notre probleme. 

Le calcul des coefficients ci-dessus peut se faire d'une maniere completement 
analytique dans Ia mesure ou les fonctions choisies sont faciles A integrer, mais 
elles doivent presenter une relation de recurrence permettant de calculer chaque 
groupe de coefficients. Si le calcul s'avere fastidieux, nous pouvons utiliser 
!'integration numerique de Gauss. 

Termes de contour 

-Fond 

; J &r.dS= J f,&,u,dA [46.a] 

sf A 

-=!._ffiu d f pH fny S= fuOv;VjdA [46.b] 

sf A 



764 Revue europeenne des elements finis. Volume 8- n° 7/1999 

[47] 

-Surface libre 

-~-I&trru:dS = tP;(h)I J:' . 'dA pH pH uu,r, 

S, A 

[48.a] 

~I lh.,dS = i>:;;) I &v,<)dA 

S, A 

[48.b] 

Dans le cas du vent, 1~ est donnee par l'equation [20] 

- Parois 

[49] 

[50] 

t est Ia direction tangentielle. 

6. Choix des elements 

L'element utilise dans cette etude est l'element T6L. C'est un triangle a six 
n<l!uds compose de 4 sons-triangles a trois nrends (Figure 5.a) oil !'approximation 
des vitesses est lineaire dans chaque sons-triangle, et !'approximation dn nivean 
d'eau est lineaire dans le triangle principal. 

Figure S.a. Element de domaine T6L 

eU,V,h 
oU,V 
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II en resulte un element de fronti~re L3L a 3 nreuds, compose de 2 sous­
elements L2 (Figure 5.b). 

u,h 

··----------~0~--------~·· 0 u 

Figure S.b •. Element de frontiere L3L 

7. Schema de discretisation temporelle 

Pour pouvoir resoudre notre syst~me d'equations, iJ nous faut une methode 
d'approximation des derivees temporelles qui soit simple, performante et qui ne 
degrade pas ]'approximation spatiale. Nous avons opte pour deux types de 
schtmas, le premier est celui d'Euler implicite qui s'adapte bien aux probl~mes 
stationnaires. Pour les probl~mes transitoires, nous avons opte pour un schema 
explicite de type Lax-Wendroff. 

7.1. Schema d'Euler implicite 

La derivre temporelle est approximee par : 

if= u,+A,-u,1 
61 l+lil 

[51] 

La forme variationnelle mixte W, apr~s discretisation spatiale et introduction 
des conditions aux limites, se presente sous Ia forme matricielle : 

[M] 
[K(U)) 

{F} 
v} 
(ou) 

W = (ou){[M~ u} +[K(U)){U} -{F}} = 0 

: La matrice masse 
: La matrice de rigidite 

: Le vecteur des sollicitations 

: Le vecteur global des degres de liberte u, h 

: Le vecteur global des degres de liberte virtuels c5u, c5v, c5h 

La matrice masse [M] est donnee par Ia relation [67]. 

[52] 

En injectant Ia relation [51] dans [52], nous obtenons le syst~me algebrique [53] 
non lineaire, que nous resolvons par Ia methode de Newton-Raphson. 
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[53] 

Methode de Newton Raphson 

Le systeme a r~soudre est donn~ par : 

(Kr){6U;} = {Rn,} [54] 

(Kr] =(M]+ M(K(u:~~)] [55] 

{Rn,} = M({Ft+.v} -[K(u:~~)~u:~~})-[M}{u:~~,}- {u,}) [56] 

La matrice tangente [K r] est obtenue par discr~tisation de 6 W [52]. La 
solution est calcul~e par des accroissements successifs : 

[57] 

La convergence de Ia m~tbode est quadratique. La solution est atteinte lorsque 
Ia norme {\u;} est inf~rieure ou ~gale a Ia pr~cision souhait~. 

Le schema implicite d'Euler est r~pure stable mais souffre d'un handicap 
s~rieux pour les problemes instationnaires a savoir : 

-Ia diffusion importante de Ia solution pour les grands pas de temps1 

- le coot ~lev~ du calcul, du stockage et de Ia dMmposition de Ia matrice 
tangente. 

7.2. Schema de Lax-Wendroff 

Soient les ~quations de Navier-Stokes int~gr~es sur Ia verticale et ~Crites sous 
forme conservative : 

[58] 

Ces ~quations peuvent etre dMuites des relations [43], [44] et [17]. 

[59.a] 

[59.b] 
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p2=Qy{( ~k Uj+ ~kVj)+( ~+~X:+~)] 

+r;i{ ~(ui: -uk ~ -uk ~+vi~)] [59.c] 

+r~[ ~(vi~ -v1 ~ -v1 ~ +ui ~1 )] 

rt= [60.b] 

Cij{ ~k Uj+ ~ Uj)+d 1i1u{ ~ Ut+ ~ Vt)+e;jUj-O'iF:Xr 

f = Cijkc;; Vj + ~ Vj)+dijk v{ ~ Ut+: Vt)+e;jVj-O';Fl,., [61] 

0 

La discretisation temporelle se fait de la mani~re suivante: 

L'ecriture faible associee ala relation [58] s'ecrit apr~s integration par parties: 



768 Revue europeenne des elements finis. Volume 8- no 7/1999 

[63] 

[64] 

La valeur de u•+~ est obtenue sur chaque point de l' ~l~ment ou sur chaque 
point d'in~gration num~rique. 

I !!J D' (-c)" u•+, = u·-2 zv q [65] 

La discr~tisation par ~l~ments finis conduit au systeme alg~brique 

(M){aU} = {R} [66] 

[M]= l:b.] [67] 
IUm .. ts T6L 

{R} = {RA} + { RSz} [68] 

{RA} = L{'A} [69] 
l/lments 6L 

{Rsz} = l: {rs,} [70] 
1UmentsL3L 

[m,] est Ia matrice masse ~l~mentaire associ~e a Ia forme faible: 

~A} est le r~sidu ~l~mentaire de domaine associ~ a Ia forme faible : 

w•· =-AIL {w r-Vw((?r~+(?'+ p, IJ")}dA [72] 
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V'} est le r~sidu de contour associ~ lila forme faible : 

ws: ~ -&~w[( ij" r' +( q' + p, IJ]iid S 
s, 

[73] 

La valeur de U"+~ est donne par Ia relation [65]. 

La valeur de U" est calculee sur I' element de frontiere L3L. Par contre, Ia 

quantit~ Div(it)" est calcul~e sur l'~l~ment de domaine T6L adjacent. Au niveau 

informatique, il faut done identifier I' ~l~ment du domaine touchant I' element de 
frontiere. La r~solution du systeme alg~brique [66] s'effectue par Ia methode 
iterative de Jacobi. 

Algorithme pour le schema de IAx-Wendroff 

Boucle sur les pas de temps 

Boucle sur les elements de domaine (elements T6L) 

- Calculer Ia masse ~l~mentaire associ~e lila forme w~ (relation [71]). 

- Calculer U"+~ (relation [65] ). 

- Calculer (qc r~ ( relation [64]). 

- Calculer le residu ~A} associe lila forme w •' (relation [72]). 

- Assembler Ia matrice masse et le residu. 

Fin de Ia boucle sur les elements de domaine 

Boucle sur les elements de frontiere 

-Identifier I' element de domaine correspondant. 

- Extraire Ia quantite Div (qc )' . 
- Calculer le r~sidu ~s,} associ~ lila forme wSl ( relation [73] ). 

- Assembler Ia matrice masse et le residu. 

Fin de Ia boucle sur les elements de frontiere 

- R~solution iterative du systeme algebrique [M ~U }= {R}. 
- Application des conditions aux limites. 

- Mise it jour de Ia solution i:r+1 }= fr }+ ~U }. 
Fin de Ia boucle sur les pas de temps 
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8. Organigramme de l'approehe h-s 

- Choisir une forme analytique(~ries) selon z pour les composantes 
horizontales de Ia vitesse (~uations [29], [30]). 

-En dMuire I' expression de Ia composante verticale de Ia vitesse (~quation 
[31]) 

- En dMuire I' expression de Ia partie non hydrostatique de Ia pression 
(.Squation [36]). 

- Int.sgrer explicitement Ia forme faible sur Ia verticale. 

- R~soudre le mod~le en (x,y) obtenu par Ia m~thode des ~l~ments finis. 

- Restituer les valeurs des variables hydrodynamiques selon z. 

9. Tests de validation 

9.1. Ecoulement dans un coude 

Description du cas test 

Object if du cas test 

Le but de ce cas consiste ll tester I' aptitude du mod~le lt reproduire un 
.Scoulement tridimensionnel. De nombreux travaux de recherches sur le th~me 
conduisent aux conclusions suivantes. 

- Sous l'action combin~e de Ia force d'inertie et du frottement, l'~coulement 
dans coude a une structure h~licoldale. 

- Le d~but de Ia recirculation apparait avant l'entr~e du coude. 

-En surface, les filets liquides sont orient.ss vers I' ext~rieur du coude. 

-Au fond, les filets liquides sont orien~s vers l'in~rieur du coude. 

-La surface libre a une pente inclinoo vers l'in~rieur du coude. 

-La distribution de Ia vitesse moyenne est d~issante sur Ia partie concave 
et croissante sur Ia partie convexe. 

- Inversion de la tendance ltla sortie do coode et sur one bonne distance le 
long du canal a la sortie. 
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Description du cas test 

h(pente) = 310-4m/m, z1 =--0.045- J1 s(m), H = 0.06m 

Lt=6m, ~=3m, B = 0.8m, Rt = 0.4m, R2 = 1.2m 

B 

Figure 6. Geometrie du canal 

Equation/Solution 

A l'instar de Leschziner et Rodi (1979), nous avons adopt~ les r~sultats de 
Rozovskii (1965) comme valeurs de r~f~rence pour notre m~le. Comme nous 
n'avions pas Ia r~f~rence originale, nous nous sommes servis des valeurs citfes par 
les premiers auteurs. Leschziner et Rodi [LES 79] ont utilis~ ces resultats pour 
d~velopper un mod~le de turbulence (mod~le rc- e ). Leur mod~le a ~It formul~ 
en coordonn~es polaires et un lissage des hauteurs d'eau a ~~ r~alis~ en post­
traitement en utilisant un m~le laplacien. 

Donnees Physiques 

Conditions aux limites 

Nous imposons en amont et en avalla cote de Ia surface libre : 

hamo, = O.ot5, h-I = O.ot 15 
Conditions initiates 

Nous choisissons comme conditions initiales : 

u=O, v=O,w=O, h=0.015 
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Nous avons d'abord lanre un calcul sans les termes de convection, le r~sultat 
obtenu sera utili~ comme conditions initiates. 

Parametres physiques 

viscosi~ cin~matique : v = 10-6 m21l 
viscosit~ verticale : type longueur de m~lange 
viscosi~ horizon tale : v th = 0.00085 m21 s2 

coefficient de frottement au fond : C 1 = 45 m o.s Is 

coefficient de frottement aux parois : c P = 0.0048 

Le nombre de Reynolds est de 15.6, et le nombre de Froude est de 0.114, ce qui 
donne une vitesse moyenne V : 

V=0.26ml s 
Maillage 

Nombre de nreuds : 2761 
Nombre d'~l~ments (domaine) T6L 
Nombre d'~l~ments (fronti~re) L3L 

ro 

~ 

N 

Figure 7. Peau de maillage 2D 

Donnees Numeriques 

Ecoulement stationnaire : Euler Implicite 
Nombre d'i~rations : 9 

: 1290 
: 186 

~ 

ll 

~ 

'(/ 

Cri~re de convergence : (flU I U) < 10-6, U ~tant la norme du vecteur solution 

de composantes (u, v,h). 

Cboix d'approximation de Ia vitesse 

Nous choisissons une base polynomiale cubique. 
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u(x,y,z) = Ut (x,y) + t/J2(z)u2(x,y) + t/J1 (z)ul(x,y) + I/J4 (z)u4 (x, y) 

v(x,y,z) = Vt (x,y) + I/J2 (z)v2(x,y) + I/J3(z)v3(x, y) + t/J4 (z)v4(x, y) 

Resultats et commentalres 

Nombrede Nombre NNT NDLT NEQ Stockage ligne de ciel 
pas de temps d'ittration motsrtels 
1 9 2761 22827 21277 13 612004 

Mtthodede Norme do rtsidu Type de machine Temps CPU (s) 
resolution 
Directe 10-(j Dec Alpha 300 100.8 

Sur les figures (8.a), (8.b) et (8.c), nous avons montrt respectivement Ia 
topographie exptrimentale de Ia surface libre, celle simulte par Leschziner et 
Rodi, ainsi que Ia topographie calculte par notre modele. 

Blh • 1333 

IIIIo • 1.0 

E.-..,..,.r11l 

(•) 

Figure S.a. Topographie experimentale de Ia surface libre 
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8lh • 13.33 
IIIIo. t.O 
Pr..sictfon 

(61 

Figure 8.b. Topographie simutee par Leschziner et Rodi 

Figure S.c. Topographie simulee par notre modele 3D 

Les figures (9.a), (9.b) et (9.c) montrent respectivement le champ des vitesses 
au fond, moyennes et en surface. Conform~ment a I' ex¢rience, les vecteurs 
vitesses en surface soot dirig~s vers l'ext~rieur du coude, alors qu'au fond, ils soot 
dirig~s vers l'int~rieur. 
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Figure 9.a. Vitesses au fond 

Figure 9.b. Vitesses moyennes 

Figure 9.c. Vitesses en suiface 
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Sur Ia figure 10, nous comparons en 9 = 102° les vitesses tangentielles 
moyennes v 8 ex¢rimentales, simul~s par Leschziner et Rodi, ainsi que les 
valeurs calcul~es par notre modele 3D. Vest Ia vitesse moyenne A l'entr~e. 
V = 0.26m/ set y9 est Ia distance transversale. 

r. ,.. 

o.e 

~ ~ u u ~ u " ~ u " 

"" • 
Figure 10. Variation de Ia vitesse transversale coude pour 9 = 102° 

Courants secondaires 

Les courants secondaires soot constitu~s par les composantes transversales et 
verticales de Ia vitesse d'eau. La figure 12 illustre ce type de courant. 

Sur Ia figure 11, soot report~s les distributions de Ia vitesse radiale 
ex¢rimentales, calcul~es par Leschziner et Rodi, ainsi que les distributions 
simul~es par notre modele 3D. 
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H 

1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

0 
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 

Y. 
Yo 

0.2 0.4 0.6 

Figure 11. Variation de Ia vitesse radiale avec Ia profondeur au milieu 
du coude pour 0 = 102° 
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Figure 12. Courants secondaires pour 0 = 102° 

0.8 

""0.001 
'"1l.Olll 
"11.025 
"""ti.Oll1 
\t.ot9 
"'1t.061 
-o':07ll 
---o-:oas 
-oroea 
"'0';~10 
~ 



778 Revue europeenne des elements finis. Volume 8- n° 7/1999 

9.2. Ecoulement autour d•un epi 

Description du cas test 

Objectif du cas test 

Ce cas test a pour but Ia reproduction du champ de contraintes au fond ainsi 
que le champ de vitesse autour d'un tpi dans un canal droit a fond plat. 

Description du cas test 

pente = Omfm,H = O.l9m, z1 =Om, L1 = 1.22m (4ft) 

L2 = 1.525m (5/), B = 0.915m {3ft), b = 0.152m (0.5ft) 

Figure 13. Vue de dessus du canal 

Equation/Solution 

Nous exploitons les rtsultats exptrimentaux ttablis par Rajaratnam et 
Nwachukwu [RAJ 83] pour un nombre de Froude tgal a 0.19. 

Donnees Physiques 

Conditions aux limites 

Amont 

Nous imposons en amont le dtbit par unite de iargeur : 

q- = 0.0487(m3
/ s I m) 
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A val 

Nous imposons Ia cote de Ia surface libre : 

hav., = 0.19m 

Conditions initiates 

Nous cboisissons comme conditions initiales : 

u =0, v =0, w =0, h =0.19 

Nous lan~ons d'abord un calcul sans le terme de convection, le resultat obtenu 
sera utili~ comme conditions initiales. 

Parametres physiques 

viscosit~ cin~matique 

viscosi~ verticale 
viscosi~ horizontale 

frottement au fond ( loi logarithmique) 

frottement aux parois (Cbezy) 
Nombre de Froude 

Maillage 

Figure 14. Maillage 2D 

Nombre de m~uds 

: v = 10-6(m2 1 s) 

: type longueur de m~lange 

: Vth =0.0009m2
/ s 

: k, = Zmio =0.01H,cb= 10 
: Cp =0.0157 

: Fr =0.19 

Nombre d'~l~ments de domaine T6L 
Nombre d'~l~ments de parois L3L: 100 
Nombre d' ~l~ments de d~bit L3L : 17 

:2843 
: 1371 
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Donnees numeriques 

Ecoulement stationnaire : Euler Implicite 
Nombre d'it~rations :10 
Cri~re de convergence :(au /U <10-6

), U ~tant Ia norme du vecteur solution 

de composantes (u, v,h). 

Cboix d'approximation de Ia vitesse 

Nous cboisissons Ia forme suivante de Ia vitesse : 

u(x,y,z) = Ut (x,y) + tP2(z)u2(x, y) + tP3 (z)u](x,y) + tP4 (z)u4 (x, y) 

v(x,y,z) = Vt (x,y) + tP2(z)v2(x,y) + tP3(z)vl(x,y) + tP4 (z)v4(x,y) 

tPt<z> = wg(3o-z-)t wg(11...!!....) 
Cuk, Cuk, 

Resultats et commentaires 

Nombrede Nombre NNT NDLT NEQ Stockage ligne de ciel 
I pas de temJ>s d'ireration mots reels 
1 10 2843 23849 2239 19 929 054 

9 

M~thode de Norme du r~sidu Type de machine Temps CPU (s) 
resolution 
Directe 10-{j Dec Alpha 300 220 

La figure 15 montre Ia topographie numerique de Ia surface libre. Le niveau 
d'eau est pert~ au voisinage de l'~pi, sa valeur maximale qui atteint 3.2% se 
situe juste en amont. Nous enregistrons un minimum de 2.5% en aval de l'~pi. 
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Figure lS. Topographie numerique de Ia surface libre 

Les figures (16.a),(16.b),(l6.c) montrent le champ des vitesses au fond, 
moyennes et en surface. Nous remarquons une grande zone de recirculation en 
aval de l'tpi. Au fond, nous constatons un courant de retour en amont de l'tpi et 
qui peut etre a I' origine du pMnom~ne d' trosion. 

Figure 16.a. Vitesses au fond 

Figure 16.b. Vitesses moyennes 
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Figure 16.c. Vitesses en surface 

Etude de Ia variation de Ia vltesse 

Si U 0 est Ia vitesse moyenne en amont de I' OC<lulement, et U est Ia vitesse 

moyenne pour diff~rentes r~gions du canal, Ia variation de U /U 0 en fonction de 

y/b est donn~ par les figures (17), (a),(b),(c). Nous remarquons d'apr~s 

I' experience que le rapport U /U 0 augmente apres le passage de I' ~pi et atteint une 

valeur maximale de 1.45. Notre mod~le surestime ce pic, l~g~rement en amont, 
avec une erreur de 3 %. 

u 
Uo 

o.~,L----:::---::; .. :-------:;--~---:---t;---' 

(a) 

2 

:-3 
,_ .. _ 

===I 

... 
u ~ 
"• .. 

o.• ... 
-4 -a 0 2 4 • . 

(b) 
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a 

~I I 0 

,._ .. .. 
..• 

0 0 

u 
u. 

0$ .... .. • • .. . .. 
© 

Figure 17. Distribution des vitesses le long de l'axe du canal 
pour dijflrentes valeurs de ylb 

Etude des contraintes au fond 

~· 

• 

Sur Ia figure (18) nous avons le champ ex¢rimental de contraintes au fond ou 
Ia valeur maximale est concentree au musoir de l'epi. Sur Ia figure (19) est 
reportee le champ de contraintes au fond calcule par notre modele. 

Expl. A1 u---..... (bl 

Figure 18 .. Champ explrimental de Ia contrainte au fond 
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y 
b I ...1..5. 

G 
. 

oL---------------~-------------------------r---+ 
-6 0 10 

6 

Figure 19. Champ numerique de la contrainte au fond 

Si Too est Ia contrainte au fond en amont et To Ia contrainte au fond en 
diff~rentes sections de l'~coulement, sur les figures (20), (a), (b), (c), nous avons 
montr~ Ia variation du rapport To/Too en fonction de xlb. D'apres l'ex¢rience, Ia 
contrainte maximale, ~gale a 4.9 fois Ia contrainte en amont, se situe a I' extremi~ 
de l'~pi. Nous remarquons que les valeurs num~riques soot tres proches des valeurs 
ex¢rimentales, ce qui prouve le bon comportement de notre modele. 

(a) 
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!-u ,_o ~I 
.. .. • .. .. 
,. 

.. 
~ ... -a . 

• 
(b) 

~-u 1-o =r-rn.=: I 

.. ·- ... 
... 
•• 
~ -· 

(c) 
Figure 20. Distribution des contraintes le long de l'a.xe du canal 
pour dijferentes valeurs de ylb 

10. Conclusion 

Dans cette etude, nous avons developpe un mod~le tridimensionnel base sur 
une approximation de type elements finis dans le plan (x,y) et de type analytique 
(series) selon z. Cette approche nommee h-s consiste d'abord a choisir une forme 
analytique (serie) selon z pour les composantes horizontales de Ia vitesse u(x,y,z,t) 
et v(x,y,z,t) puis a en deduire Ia forme de Ia composante verticale w(x,y,z,t) et celle 
de Ia pression p'(x,y,z,t). Le choix de Ia serie ainsi que le nombre de ses termes 
dependent de Ia physique du probl~me et de la precision souhaitee. Une integration 
explicite de Ia forme faible sur Ia verticale permet de transformer le mod~le 
dependant initialement de (x,y,z) en un mod~le dependant de (x,y) seulement. 
Cette approche donne un meilleur traitement de Ia surface libre car elle permet 
d'introduire directement des fonctions qui correspondent a Ia physique du 
probl~me. En outre, le maillage bidimensionnel 2DH rend le mod~le plus stable et 
plus robuste. 
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Les n!sultats obtenus par les deux exemples precedents nous demontrent 
l'aptitude du modele a reproduire les principales caracteristiques du champ de 
vitesses, du niveau d'eau, et du champ des contraintes de frottement au fond pour un 
ecoulement a predominance tridimensionnelle et fortement convectif. Le modele est 
stable, nous atteignons une erreur de l'ordre de 10-6 sur le residu pour moins de I 0 
iterations. En outre, Le modele requiert des conditions aux limites relativement 
simples a determiner. Pour le cas test du coude, nous notons avec satisfaction que 
nos resultats sont comparables en qualite avec ceux de Leschziner et Rodi [LES 79] 
qui ont pourtant applique une demarche bien plus sophistiquee et sans doute 
beaucoup plus exigeante en terme de duree de calcul. Pour le cas test de l'epi, notre 
modele reproduit avec une grande precision les champs de vitesses et de frottement 
au fond, et donne de meilleurs resultats par rapport a ce qui existe dans Ia Iitterature 
[BOU 94, HEN 95]. 
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