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RESUME. Nous presentons dans cet article un element fini destine au calcul des contraintes a 
travers une interface plane, dans le cadre d'une approche tridimensionnelle. Le principe 
variationnel utilise ici pour formuler /'element est le principe variationnel mixte de 
Hellinger-Reissner qui permet de prendre en compte Ia continuite des deplacements et des 
composantes transverses du tenseur des contraintes a travers une interface. Le test d'une 
poutre encastree et /'analyse des contraintes dans une plaque sandwich sous chargement 
uniforme permettent de mettre en evidence Ia validite et l'efficacite de /'element ainsi 
developpe. 

ABSTRACT. In this paper we present an interfacial finite element designed for analysing planar 
interfaces in a three-dimensional approach. The element is derived from Hellinger-Reissner's 
mixed variational principle and takes into account the continuity of the displacement and of 
the transverse stress components through the interface. Stress analysis of a sandwich plate is 
made to assess the validity and the effectiveness of the element models, with comparisons to 
closed-form and numerical solutions. 
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1. Introduction 

Les methodes numeriques et plus particulierement les techniques par elements 
finis constituent de nos jours un moyen pratique pour resoudre les equations aux 
derivees partielles, celles-ci representant souvent le modele mathematique d'un 
probleme de physique du milieu continu. Dans le cas particulier des problemes de 
calcul des structures, les elements finis les plus couramrnent utilises sont bases sur 
les formulations variationnelles a un champ ; les elements finis en deplacements 
etant sans doute ceux qui ont fait !'objet du plus grand nombre d'etudes. 

Cependant, un des problemes cruciaux que pose !'usage des methodes par 
elements finis a un champ, est Ia perte d'exactitude dans le calcul des inconnues 
secondaires : c'est le cas du calcul des contraintes par les methodes en deplacements, 
ou du calcul des deplacements dans I' approche en contraintes. En effet, ces 
inconnues sont evaluees par derivation ou par integration des inconnues principales, 
ce qui conduit naturellement a des resultats relativement exacts compte tenu des 
conditions de continuite minimales que respectent les fonctions d'approximation. 
Ainsi, si I' on considere les methodes d'elements finis bases sur les deplacements, les 
contraintes evaluees a Ia frontiere d'elements adjacents peuvent differer de fa~on 
substantielle d'un element a !'autre si l'on utilise un maillage grassier. Cette 
difference diminue dans le cas de solides homogenes avec le raffinement du 
maillage, par contre elle peut augmenter aux interfaces d'elements a discontinuite 
materielle comme dans les materiaux heterogenes (les sandwichs, les assemblages 
colles ... ), ce qui n'est pas sans poser des difficultes au niveau de !'interpretation de 
ces contraintes. Les elements finis bases sur les contraintes, en plus des difficultes 
liees a leur formulation, conduisent a des deplacements qui sont aussi discontinus 
aux frontieres inter-elements. II faut signaler, dans le cas des materiaux heterogenes, 
!'importance que revetent les contraintes d'interface dans leur comportement. Une 
bonne evaluation de celles-ci suppose le respect des conditions de continuite des 
deplacements et du vecteur contrainte aux interfaces. 

Dans ce travail, on presente un element fini mixte tridimensionnel. C'est 
un element a double interface qui est base sur le principe variationnel mixte 
de Hellinger-Reissner. L'element est construit a partir de Ia «procedure 
de relocalisation » suggeree par Aivazzadeh ([AIV 84]). II faut rappeler ici que 
differents elements finis d'interface ont ete developpes suivant cette approche ([BAB 
91], [BIC 90], [BOU 92]) pour decrire des interfaces rectilignes, dans le cadre d'une 
analyse bidimensionnelle. 

Apres avoir indique les equations qui regissent Ia continuite a travers une 
interface, on rappelle brievement le principe variationnel mixte de Hellinger­
Reissner. Nous decrivons ensuite les differentes etapes qui conduisent a Ia 
formulation de !'element. La validation de celui-ci procede en deux etapes : d'abord 
une discussion sur les criteres de convergence suivie de resultats numeriques du test 
d'une poutre en flexion ; enfin une application de calculs de contraintes dans une 
plaque sandwich sous chargement uniforme. 
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2. Relations de continuite a travers une interface et principe variationnel mixte 
de Hellinger-Reissner 

L'hypothese d'interface parfaite est posee ici: c'est-a-dire que deux points situes de 
part et d'autre de celle-ci sont intimement lies. Cette definition suppose Ia continuite 
des deplacements et l'equilibre des contraintes dans une interface (figure I). Si l'on 
considere le cas d'une interface plane parallele au plan (x~o x2), Ia continuite des 
deplacements et l'equilibre des contraintes aux points PI et P2 appartenant 
respectivement au milieux Ml et M2 et qui co"incident en un point P de l'interface 
s'expriment par les relations : 

J Tl +Tz = 0 

1 U(P1) = U(Pz) 

Figure 1. Continuite du vecteur contrainte a travers une interface parfaite 

Une projection sur les axes de reference donne alors: 

[I] 

Ou cr1 et cr2 designent le tenseur des contraintes aux points PI et P2, et les ni les 
cosinus directeurs de Ia normale sortante au point Pl. Pour une interface parallele au 
plan (x~o Xz), les conditions de continuite decrites par le systeme d'equations [1] 
s'ecrivent: 
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1
1 2 

{Jo· = {Jo· 
·'I ·'I 
I 2 U; =U; 

i = 1,2,3 

[2] 

Les variables a 3;, u; (i = 1, 2, 3) sont appelees variables d'interface. Une methode 
par elements finis adaptee a !'analyse d'une telle interface peut s'appuyer sur un 
principe variationnel mixte qui integre ces variables comme arguments. Nous avons 
adopte dans notre approche le principe variationnel mixte de Hellinger-Reissner dont 
Ia fonctionnelle de base est decrite ci-apres : 

V(aii• u;) = J {a;jf.;i(u)- Wc(a;i)- f;" u; }dv- J~ U; ds 
n n 

[3] 

Wc(<Jij) est une densite d'energie de deformation complementaire ; f.ii designent 

les composantes du tenseur des deformations ; /; et t; designent les composantes 

des forces de volume et des forces de surface. r 1 est Ia portion de Ia frontiere du 
domaine Q ou sont imposes les efforts surfaciques. Le principe variationnel mixte de 
Hellinger-Reissner [REI 50] s'enonce comme suit: Parmi tous les champs de 
contraintes et les champs de deplacements cinematiquement admissibles, les champs 
de deplacements u et de contraintes (J solutions des equations d'equilibre de 
l 'elasticite linea ire rendent stationnaire Ia fonctionnelle de Reissner. 

En effet Ia premiere variation de Ia fonctionnelle decrite par l'integrale [3] 
s'ecrit: 

Par symetrie du tenseur des contraintes, une integration par parties donne : 

au; J d<J;j 
fa o-dv =Ja--n ou ds- _____::!..()u.dv 

IJ" a IJ J I a I 
n xi r n xi 

Finalement, Ia premiere variation de Ia fonctionnelle V s'ecrit: 

awe d<J;j - -
'OV = j(£··- --)00·· dv -J<- + f; )Ou· dv + J<a--n ·- t· )Ou · ds IJ :1 IJ :1 I IJ J I I 

n o<J ij n ox i r, 
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u est un champ cinematiquement admissible, OU; est nul sur Ia frontiere ru. Ia 

condition de stationnarite: OV = 0 s'ecrit alors: 

awe 
dans n (i) 1:>=--

•J a oij 

O··+f; =0 IJ.j dans n ( ii) [4] 

O;j·nj =t; sur rl (iii) 

En adjoignant Ia condition limite en deplacements: u = u sur Ia frontiere ru aux 
equations (ii) et (iii) du systeme d' equations [ 4], on retrouve bien les equations 
differentielles de l'elasticite lineaire; les equations (i) expriment, quanta elles, Ia loi 
de comportement. 

3. Principe de construction de l'eh~ment 

On decrit ici les differentes etapes qui conduisent a Ia formulation complete de 
!'element; l'objectif poursuivi est de developper un element fini mixte tridi­
mensionnel adapte a !'analyse des contraintes dans une interface plane et qui 
respecte les conditions de continuite decrites par le systeme d'equations [2]. 
L'element a double interface presente est note HR-48 (figure 2.b), c'est un hexaedre 
a huit nreuds dont les degres de liberte a chaque nreud comprennent trois 
deplacements et les trois composantes transverses o3; du tenseur des contraintes. Les 
faces superieure et inferieure sont considerees ici comme des interfaces. Cet element 
est construit a partir d'un element mixte complet note HR-72 (figure 2.a) ou les 
composantes du tenseur des contraintes non necessaires a l'equilibre des contraintes 
a !'interface sont associees a des nreuds localises dans !'element. Ces nreuds internes 
sont homothetiques des nreuds externes, par une homothetie centree au centre de 
!'element. 

Les variables d'interface U; et o3;, i = I, 2, 3 utilisent les fonctions d'interpolation 
isoparametrique classiques permettant de transformer !'element reel (hexaedre a 
cotes rectilignes) en un element de reference de forme cubique dont les valeurs des 
coordonnees aux nreuds sont egales a ±I. Les fonctions d'interpolation de ces va­
riables sont decrites par !'equation [5]. 

i=l,2,3; 
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avec: 

• noeuds d'interface (u;, cr 3;) 

o noeuds internes (cra~) 

5 

14 ° 

x, 2 

Figure 2.a. Element de declinaison (HR_72) 

I 
Condensation 

+ 

Interfaces 

Figure 2.b. Element a double interface (HR_ 48) 

[5] 

8 

L'approximation des variables statiques excedentaires <Ja13 s'ecrit de maniere 
equivalente : 
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l 
16 

<ra~= L Nj(r,s, t)cr~ . , . 
j=9 , ou 0 

<X,~= 1,2 

I r s t 
N j(r,s,t) =-(I +-)(1 +-)(1 +-). 

8 rj s j t j 
[6] 

Si I'on note k le rapport de cette homothetie, alors les coefficients ri, ti, et si qui 
apparaissent dans I' equation [6] ont pour valeur ±k. La matrice de rigidite-souplesse 
obtenue par Ia discretisation de Ia fonctionnelle de Reissner prend alors Ia forme : 

B designe Ia matrice d'interpolation des deformations, Ia matrice d'interpolation 
des contraintes N0 est determinee par les fonctions polynomiales definies dans les 
equations [5] et [6]. S designe Ia matrice des coefficients de souplesse elastique et 
est definie par : 

I -v -v 
0 0 0 -

E E E 
-v I -v 

0 0 0 -
E E E 
-v -v I 

0 0 0 
S= E E E 

0 0 0 
2(1 +v) 

0 0 
E 

0 0 0 0 
2(1 +v) 

0 
E 

0 0 0 0 0 
2(1 +v) 

E 

La matrice Ke est evaluee par une integration numenque exacte utilisant Ia 
methode de quadrature de Gauss a huit points. Afin d'eliminer les ddls statiques 
internes, le vecteur des composantes du tenseur des contraintes est decoupe en deux 
sous-vecteurs comme suit: 

IT =[~2~] v v ; avec: 
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[
0"33] {0"11] 

Gt = 0"32 • et 0"2 0"22 · 
0"31 0"21 

En adoptant le meme decoupage pour le vecteur des contraintes nodales, Ia 
matrice de rigidite de I' element HR_72 se presente alors sous Ia forme: 

Ktul 
K2u 
0 

Les sous-matrices K1 et K2 sont des matrices carrees de dimension 24. 

Les equations d'Euler relatives aux contraintes nodales d'interface, aux 
contraintes nodales excedentaires et aux deplacements s'ecrivent alors: 

Nous rappelons que Ies equations d'Euler ci-dessus sont ecrites au niveau 
elementaire. En eliminant Ie vecteur des contraintes nodales excedentaires du 
systeme d'equations precedent, on aboutit au systeme lineaire: 

K:ru][crr] [ 0 J ; ou : 
K:u un = fu 

La matrice K* est Ia matrice de I'element a double interface. Contrairement a Ia 
matrice de l'element mixte complet, cette derniere est pleine, c'est une matrice mal 
conditionnee : le rapport des termes extremes non nuls est de I' ordre du camS du 
module de Young. II faut ensuite passer a Ia validation de l'element par une etude de 
criteres de convergence, c'est I' objet du prochain paragraphe. 
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4. Discussion sur Ia convergence de l'elt!ment 

L'importance et Ia complexite des problemes a resoudre en calcul des structures 
exigent que l'on s'entoure d'un certain nombre de garanties quant a Ia validite et a 
l'exactitude de Ia solution du modele mathematique qui decrit le probleme physique 
etudie. II existe pour cela un certain nombre de criteres qui permettent de dire si Ia 
solution par elements finis converge vers Ia solution exacte du probleme. Parmi ces 
criteres, on peut citer les criteres de completude et de compatibilite lies aux 
conditions de convergence de Ia methode d'approximation de Ritz; on peut aussi 
souligner le critere de compatibilite des interpolations du a Olson et Mirza. Ce 
critere permet dans le cas des formulations mixtes de se premunir de l'apparition des 
modes complementaires a energie de deformation nulle. 

4.1. Critere de completude 

Un element sera dit complet si )'approximation du champ de deplacements 
permet de representer tous les modes de corps rigide et les etats de deformations 
constantes non nulles de I' element. Pour un probleme tridimensionnel, on denombre 
six modes de corps rigide : trois translations et trois rotations, auxquelles 
corresponde un etat de contraintes nul. On peut facilement les identifier par une 
etude de valeurs et vecteurs propres de Ia matrice discretisee qui permet de 
representer l'energie de deformation de )'element. D'un point de vue theorique, il est 
important qu'apparaissent les termes constants de Ia base polynomiale pour decrire 
les mouvements de translation de I' element. 

Une etude des valeurs propres a ete faite sur Ia matrice non condensee (element 
HR_72) obtenue par discretisation de Ia fonctionnelle de Reissner sur un element 
cubique dont Ia longueur d'un cote est egale a 2 mm; le module de Young du 
materiau qui constitue I' element est pris egal a I 0 MPa et le coefficient de Poisson 
ega! a 0.25. Cette etude indique Ia presence de six valeurs propres nulles auxquelles 
correspondent des etats de contraintes et de deformations nuts ; on peut aussi 
remarquer Ia presence de quarante-huit valeurs propres negatives. 

Matrice A...ax Trace 

Hexaedre en deplacements 20 106.667 

Element mixte condense 20 106.667 

Tableau 1. Trace et valeur propre maximale des matrices de rigidite de /'hexaedre 
en deplacement et /'element mixte condense 

Pour ce qui est de Ia rigidite de l'element, nous avons fait une etude comparative 
des valeurs propres de Ia matrice de rigidite de )'element hexaedrique en deplacements, 
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avec celles de Ia matrice de rigidite obtenue par condensation de Ia sous-matrice des 
variables statiques de I' element mixte. Le tableau I donne les valeurs de Ia plus grande 
valeur propre et de Ia trace de ces deux matrices. On constate ici que les deux elements 
ont le meme comportement au niveau energetique (meme trace); d'ailleurs, les valeurs 
propres des deux matrices sont rigoureusement identiques. 

La necessite de decrire les etats de deformations constantes se justifie physiquement 
par le fait que, lorsque le maillage est suffisamment raffine, les deformations sont quasi 
constantes sur chaque element : on peut ainsi representer des champs de deformations a 
variations complexes dans Ia structure. Pour un probleme variationnel d'ordre n, il est 
necessaire que ('approximation polynomiale soit complete jusqu'a l'ordre n afin de 
representer les termes constants de Ia fonctionnelle. 

4.2. Compatibilite des interpolations 

Bien qu'il soit possible d'evaluer independamment les differents champs qui 
interviennent dans les modeles mixtes, il est important de controler l'ordre 
d'approximation des polynomes d'interpolation des champs de contraintes et de 
deplacements. Mirza et Olson [OLS 83] ont etabli une condition sur Ia compatibilite 
des interpolations qui s'enonce comme suit: Le champ de deformation derivant (par 
Ia loi de comportement) de /'approximation des contraintes doit posseder au moins 
tous les modes de deformations du champ de deformations issu du gradient des 
deplacements. 

Plusieurs etudes ([OLS 83], [BIC 90]) ont montre que, quand ce critere est viole, 
Ia matrice de rigidite-souplesse qui permet de definir l'energie de deformation d'un 
element presente des modes parasites. La condition de Mirza et Olson est respectee 
pour nos differents elements. En effet, nous avons utilise le meme ordre 
d'approximation pour I' interpolation des contraintes et des deplacements. Le champ 
de deformations induit par ('approximation des contraintes (au travers de Ia loi de 
comportement) est au moins du meme ordre que le gradient des deplacements. 

D'autres travaux indiquent qu'une condition necessaire pour Ia stabilite de Ia 
solution elements finis bases sur le principe variationnel mixte de Reissner est que le 
nombre de parametres decrivant les contraintes soit superieur au nombre de degres 
de liberte en deplacements, diminue du nombre de modes de corps rigide. La 
condition de stabilite evoquee ici traduit a Ia fois Ia possibilite d'inverser Ia matrice 
globale du systeme lineaire resultant et I' absence de phenomenes de verrouillage qui 
conduiraient dans le cas des elements bases sur le principe variationnel mixte de 
Hellinger-Reissner a des resultats nuls ou divergents en deplacements. Tous les 
elements mixtes que nous avons formules respectent cette condition. 

Pour les elements de deplacements, les criteres de completude et de compatibilite 
determinent Ia convergence de l'element qui est ici monotone. La nature de Ia 
convergence des elements mixtes n 'est pas connue avec certitude. 
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4.3. Test d'une poutre console 

Nous considerons une poutre console encastree sur l'extremite x3 = 0 et soumise 
a une force transversale f sur I' autre. La geometrie de Ia poutre est definie par Ia 
figure 3. La poutre est supposee isotrope de module de YoungE= 150000 MPa et 
de coefficient de Poisson v = 0.25. L'intensite de Ia force Fest de 300 N. 

On compare a travers differents maillages Ia fleche obtenue au point A de Ia 
poutre par !'element mixte a double interface; et par !'element hexaedrique a 
deplacements. La solution de reference dans les differentes comparaisons est celle de 
Ia theorie des poutres de Timoshenko. Les graphiques de Ia figure 4 montrent que 
!'element mixte converge plus rapidement que !'element en deplacements qui utilise 
Ia meme approximation. Ce resultat indique que !'element en deplacements est plus 
rigide que !'element mixte. Les graphiques de Ia figure 5 montrent Ia variation de Ia 
contrainte de flexion le long de Ia face superieure de Ia poutre. Cette contrainte est 
evaluee en faisant une moyenne des contraintes nodales calculees a partir du champ 
de deplacements. Les deux elements donnent sensiblement les memes resultats qui 
sont en accord avec ceux de Ia theorie de Timoshenko. 

En outre, !'element mixte que nous avons developpe donne une reponse tres 
satisfaisante quand le parametre d'allongement Llh devient grand, contrairement a 
!'element hexaedrique en deplacement qui ne donne une reponse satisfaisante que 
pour les poutres epaisses comme le montrent les graphes de Ia figure 6. Les resultats 
qui apparaissent dans Ia figure 6 ont ete etablis pour des maillages respectifs de 
4 X 4 X 20 elements d'interface et 4 X 4 X 40 elements en depJacements. 

II faut aussi souligner que !'element mixte d'interface developpe peut etre 
applique aux materiaux quasi incompressibles (coefficient de Poisson proche de Ia 
valeur 0.5). Dans ce cas, Ia convergence est lente avec une precision qui reste assez 
satisfaisante. 

., 

Figure 3. Geometrie de Ia poutre 

!· 

L = 10 mm 

h = 2mm 

b = 1mm 

F = 300 N 

• x3 

., 
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~--

--ilt!r!a1 firi nixie I 
- ilt!r!a1firi Ill~ 

QS~-----+------~----~----~------~----~------+------+~ 

0 100) 13Xl 1400 110) 

Ncrrba de ctl 

Figure 4. Convergence de Iafleche au point A 

D'autres tests de convergence simples (traction, cisaillement) sur des materiaux 
homogenes donnent des resultats tres satisfaisants. Afin de mettre en evidence 
l'efficacite de l'element developpe pour Je calcul des materiaux heterogenes, on 
donne dans Je paragraphe suivant quelques resultats d'une etude concernant une 
plaque sandwich. 
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Figure 5. Contrainte de flexion sur Ia face superieure de Ia poutre 
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Figure 6./nfluence du parametre d'allongement Uh 
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5. Plaque sandwich sous chargement normal unitaire 

Nous analysons ici une plaque sandwich sous chargement uniforme unitaire sur 
sa face superieure. La figure 7 donne les caracteristiques geometriques des diffe­
rents composants de Ia plaque. 

Les peaux sont identiques et ont un comportement orthotrope avec : 

E1 1 = 175000 MPa, E22 = E33 = 7000 MPa ; 

Gz3 = 1400 MPa, G 12 = G23 = 3500 MPa; 

V12 = V13 = 0.01, V23 = 0.25. 

Alors que le ca:ur est un materiau transverse isotrope ou : 

E 11 = E22 = 280 MPa , E33 = 3000 Mpa ; 

G23 = 1400 MPa, G 13 = G23 = 420 MPa; 

V12 = 0.25 V13 = Vz3 = 0.02. 

Dans cette analyse, nous representons les vanattons dans I' epaisseur des 
contraintes transverses en certains points de Ia plaque ; des comparaisons avec les 
n!sultats de Ia solution tridimensionnelle de Pagano [PAG 70] sont egalement 
etablies. Entin, une comparaison est etablie avec les resultats d'autres analyses pour 
deux valeurs de I' elancement de Ia plaque. 

Figure 7. Plaque sandwich simplement appuyee sur les cotes lateraux 

Pour des raisons de symetrie, seul le quart de Ia plaque est maille et modelise par 
des elements a double interface HR-48. Le tableau I donne le detail du maillage; n~o 
n2 et n3 indiquent Je nombre d'elements dans Jes trois directions de Ia plaque. Les 
conditions aux Jimites et les conditions de symetrie appliquees a Ia plaque sont 
reportees dans Je tableau 3. II existe plusieurs solutions analytiques pour Je probU:me 
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etudie mais on s'interesse ici a Ia solution tridimensionnelle de Pagano pour etablir 
des comparaisons avec les resultats de !'analyse par !'element d'interface developpe. 

Maillage nombre d'elements Nombre total de ddl 
(n1xn1xn3) 

Peau superieure 10x8x2 

Creur 10x8x4 5346 

Peau inferieure 10x8x2 

Tableau 2. Definition du mail/age utilise 

Cinematiques Statiques 

Conditions aux limites u2 = u3 = 0 pour x1 = 0 

u1 =u3 =0pourx2 =0 -
Conditions de symetries u 1 = 0 pour x 1 = a/2 0 13 = 0 pour x1 = a/2 

u2 = 0 pour x2 = b/2 032 = 0 pour x2 = b/2 

Tableau 3. Conditions aux limites et conditions de symetries 

La figure 8 represente les variations de Ia contrainte de cisaillement o31 dans 
l'epaisseur aux points Pl(x1 = a/4, x2 = b/4) et P2(x 1 = a/4, x2 = b/2). On peut 
remarquer Ia bonne concordance des deux approches. Les figures 9 et I 0, quant a 
elles, representent les variations de Ia contrainte o31 aux interfaces superieure et 
inferieure. On peut remarquer ici Ia quasi-symetrie des resultats. On constate 
egalement que cette contrainte est maximale vers le bord de Ia plaque (x 1 = 0 ou 
x1 =a) et a mi-largeur (x2 = b/2) de Ia plaque. Le calcul montre aussi que cette 
contrainte est nulle sur toute Ia section (x2 = 0) : on rappelle que sur cette section les 
deplacements tangentiels sont nuls. Ce resultat est confirme par Ia solution de 
Pagano. Des resultats equivalents sont obtenus pour Ia contrainte de cisaillement o32. 

La figure II represente les variations de cette contrainte dans I' epaisseur en 
differents points de Ia plaque. Comme dans le cas precedent, !'element d'interface 
donne des resultats similaires a ceux de !'analyse de Pagano [PAG 70]. Ce 
cisaillement est moins important que le cisaillement o31 . Entin, Ia figure 12 
represente les variations de Ia contrainte normale o33 dans l'epaisseur aux points 
PI (x l = 5, x2 = 2.5) et P2(x I = 5, x2 = 5). La solution elements finis reste en bonne 
concordance avec Ia solution de Pagano. Les graphes de cette figure montrent 
egalement Ia bonne satisfaction des conditions aux limites portant sur Ia contrainte 
normale ; plus generalement les conditions aux Iimites affectant les contraintes 
transverses sont respectees. 
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1.2 

Dans le tableau 4 sont representees Ia fleche au centre de Ia plaque, point 
Pl(xl=a/2,x2=b/2,x3=hl2) et les contraintes de cisaillement cr31 et cr32 au point 
P2(xl=a/4,x2=b/4,x3=t) de !'interface inferieure. Dans ce tableau, on compare a 
travers differents elancements de Ia plaque les resultats obtenus par I' element 
d'interface a ceux de !'etude comparative etablie par Vannucci [VAN 97]. Le 
deplacement u3 et les cisaillements sont rendus adimensionnels en les multipliant 
respectivement par les coefficients c1 et c2 definis par : 

5 h 
c2=lO --

Ezza 

E22 designe le module de Young dans Ia direction x2 des peaux et q une pression 
unitaire s'exer~ant sur Ia surface superieure de Ia plaque. Les resultats des differentes 
analyses sont globalement equivalents, toutefois, !'element Ansys-solid (hexaedre en 
deplacements a huit nreuds) donne des resultats moins precis par rapport a Ia 
solution de Pagano. II faut souligner au passage Ia bonne qualite de l'element DSQ 
de Batoz ([BAT 90]). 
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a/h = 5 Point PI Point P2 

t/h Methode UJ 0"31 0"32 

Pagano 2.473 2.493 1.904 

0.10 element HR-48 2.449 2.444 1.901 

Ansys-solid 2.184 4.163 0.251 

DSQ 2.559 2.425 1.880 

Pagano 9.328 2.949 0.893 

0.01 element HR-48 9.340 2.253 1.072 

Ansys-solid 8.736 4.468 1.560 

DSQ 9.632 2.300 0.908 

a/h = 10 

Pagano 1.647 3.195 1.420 

0.10 element HR-48 1.631 3.223 1.422 

Ansys-solid 1.512 2.990 1.308 

DSQ 1.694 3.282 1.384 

Pagano 8.474 2.314 0.875 

0.01 element HR-48 8.393 2.371 1.009 

Ansys-solid 8.022 2.624 1.456 

DSQ 8.561 2.521 0.838 

Tableau 4. Etude comparative de differentes analyses 

6. Conclusion 

L'element d'interface developpe dans cette recherche presente un inten!t quand 
on veut affiner le calcul des contraintes et en particulier les contraintes transverses a 
travers une interface. En effet, ces contraintes determinent souvent l'endom­
magement (delaminage, fissure interfaciale) aux interfaces des materiaux ou 
structures heterogenes tels les composites, les assemblages colles. L'analyse des 
contraintes dans une plaque sandwich sous chargement uniforme montre Ia bonne 
correlation de nos resultats avec ceux de Ia solution analytique tridimensionnelle de 
Pagano. Une comparaison a ete etablie avec d'autres solutions par elements finis ; 
elle montre egalement Ia bonne qualite de l'element. La formulation de l'element a 
partir d'un principe variationnel mixte permet d'envisager une etude des effets de 
bord dans les composites et stratifies, des travaux de recherche sont en cours dans ce 
sens. 
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