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Ri'SUML Pour prendre en compte I 'elfet de I 'ecoulement, no us ecrivons I 'equation de 
I 'acoustique linea ire en terme de potentiel des vitesses acoustiques pour les ecoulements 
potentiels, obtenue par une linearisation des equations d'Euler. Pour les ecoulements 
quelconques, nous ecrivons I 'equation de I 'acoustique en terme du deplacement acoustique 
lagrangien exprime en fonction des variables euleriennes non perturbees (equation de 
Galbrun ). A Ia premiere son! associees des conditions de continuite de Ia vitesse acoustique 
normale aux interfaces, a Ia seconde son! associees des conditions de continuite du 
deplacement acoustique normallagrangien. Pour resoudre ces equations nous couplons dew: 
methodes numeriques . elements finis et elements finis de frontieres. La premiere est utilisee 
pour les domaines barnes ou I 'ecoulement est non uniforme (probleme de propagation) et Ia 
deuxieme est utilisee pour les domaines non barnes en absence d 'ecoulement. 

ABSTRACT To take in to account the effects of non-uniform mean flow, we have developed the 
linear acoustic equation in terms of acoustic velocity potential when the mean flow in 
potential. This equation is obtained by linearisation of Euler's equations. For non-potential 
mean flow, we developed the linear acoustic equation in terms of lagrangian perturbed 
displacement written in Eulerian variables in association with mean flow: (mixed 
formulation or Galbrun equation). The first equation is associated with the continuity of 
normal component of velocity at the interface discontinuity and the second equation is 
associated with the continuity of normal component of lagrangian acoustical displacement. 
For solving these equations, we couple the two numerical methods: Finite Element Method 
(FEM) and Boundary Element Method (BEM). The first is used in bounded domain where the 
mean flow is non- umform, and the second is used for unbounded domain without flow. 

MOTS-CLJiS : propagation, rayonnement acoustique, ecou/ement, elements finis, elements finis 
de frontiere. 
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1. Introduction 

Dans de nombreuses applications industrielles, en particulier dans le domaine 
aeronautique ou automobile, Ia propagation et/ou le rayonnement acoustique se fait 
a travers un ecoulement non uniforme. La prise en compte de cet ecoulement moyen 
est necessaire dans toute prevision acoustique de telles applications. En effet 
l'ecoulement peut etre Ia source acoustique (aeroacoustique) ou tout simplement le 
support convectif de I' on de acoustique. Ces deux aspects peuvent etre presents 
simultanement (bruit d'ecoulement) comme ils peuvent etre pris separement 
(excitation mecanique d'une structure). Nous nous interessons dans ce travail au 
seul aspect convectif. 

Nous trouvons, dans Ia litterature, un grand nombre de travaux qui se rapportent 
a l'un ou )'autre des aspects de point de vu physique (discussions des equations et 
des approches ), experimental ou numerique. 

1.1. Synthese bibliographique 

Nous presentons dans ce paragraphe un ensemble d'approches numeriques qui 
ont ete proposees pour )'etude du probleme de rayonnement acoustique en presence 
d'ecoulement, et en particulier Ia reponse apportee dans chaque cas a Ia traduction 
de Ia condition d'impedance associee a Ia limitation du domaine acoustique. La 
complexite des applications reelles a etudier (bruit des reacteurs d'avion, discretion 
sous-marine, etc ... ), limite )'utilisation des methodes analytiques a une premiere 
approche du probleme. Ces methodes sont basees dans leur majorite sur I'etude du 
tube semi-infini en utilisant, par exemple, une approche de type Wiener-Hopf ou 
une approche modale. Elles different les unes des autres par les hypotheses 
introduites sur Ia physique du probleme (effet de convection, paroi traitee, 
introduction de baffle, ... ) ou par les hypotheses emises pour prendre en compte Ia 
condition de non-reflexion aux bouts. Johnston et Ogimoto [JOH 80] ont etudie le 
champ de pression rayonne par un tube de longueur finie plonge dans un 
ecoulement uniforme, Osipove [OS! 83], [OS! 85] propose un developpement sur 
les variables geometriques pour )'etude de propagation dans un tube a section a 
variation lente. Beaucoup de travaux sont faits pour Ia propagation du mode plan 
dans des tubes a section variable et en presence d'un ecoulement generalement pris 
unidimensionnel. L. Leep-Apolloni et D. R. Dowling [LEE 97], J.S. Robertson eta!. 
[ROB 89], proposent une approche analytique pour )'etude de l'effet d'un 
ecoulement cisaille sur Ia propagation d'un mode plan. V. Easwaran et Munjal 
[EAS 92], E. Dokumaci [DOC 98] calcule des matrices de transfert pour etudier des 
echappements. Une autre grande famille d' etude est basee sur Ia technique de 
decomposition modale. Cole [COL 78] propose une decomposition modale (en 
fonction des modes locaux) pour l'etude du rayonnement d'un tube a temperature 
variable (variation de Ia celerite du son) P. Elisseeff et H. Schmidt [ELI 97] utilisent 
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une approche modale pour etudier Ia propagation en presence d'un ecoulement 
stratifie a faible nombre de Mach. 

Les premieres approches numeriques etaient surtout appliquees aux problemes 
de propagation dans des tubes de longueur finie et a geometrie complexe. L'etude 
du probleme de rayonnement est venue par Ia suite, dans Ia plupart des cas, comme 
une extension de ces approches. Pour cette raison nous allons, dans un premier 
temps, presenter quelques-unes de ces approches du probleme de propagation. 

Bihhadi et Y. Gervais [BIH 94] proposent une methode de differences finies 
pour etudier Ia propagation en presence d'un ecoulement cisaille (laminaire ou 
turbulent) et d'un gradient de temperature. Abrahamson A.L. [ABR 77] utilise une 
methode d'elements finis avec une condition de non-retlexion en presence d'un 
ecoulement uniforme dans des conduits a geometrie de revolution. Eversman et 
Astley [AST 79], [AST 81], [EVE 81] etudient Ia propagation dans un tube de 
section variable en absence d'ecou1ement moyen par une methode d'elements finis. 
lis prolongent cette etude aux cas de prob1emes axisymetriques en presence d'un 
ecoulement moyen unidimensionnel. La decomposition sur une base tronquee et 
!'introduction de Ia condition d'impedance aux deux bouts du tube 1imitent Ia 
validite de Ia methode. Nayfeh, Shaker et Kaiser [NAY 78], [NAY 80,b], Cabelli 
[CAB 82] etudient Ia propagation dans un tube a section variable en presence d'un 
ecoulement en utilisant une decomposition modale prealable, ils mettent une 
condition de non-retlexion modale aux deux bouts du tube. Kelly, Nayfeh et Warton 
[KEL 82], d'une part, Uenishi et Myers [UEN 84], d'autre part, ont utilise Ia meme 
methode dans le cas bidimensionnel. Redon E. presente une methode d'elements 
finis pour le probleme de propagation en presence d'un ecoulement non isotherme 
[RED 96], il donne un grand nombre de references sur !'etude numerique de Ia 
propagation, particulierement en presence d' ecoulements cisailles. 

Dans leur ensemble, ces approches permettent d'introduire sans grandes 
difficultes une grande variete de conditions aux limites, de variables physiques 
(celerite, ecoulement, impedance ... ) et formes geometriques quelconques, tout en 
donnant une bonne approximation du probleme interne en dehors de certaines 
frequences critiques sensibles a Ia condition de reflexion. lis montrent aussi 
!'influence de l'ecoulement sur Ia propagation en modifiant Ia structure modale, 
particulierement celle des modes proches de Ia frequence de coupure des conduits. 
Cet aspect trouve son importance lorsqu'on passe au probleme de rayonnement 
(probleme exteme en milieu infini). 

Uncertain nombre d'auteur de cette premiere partie ont etendu leurs travaux au 
probleme de rayonnement. Le cas particulier d'un ecoulement uniforme est ramene 
par une transformation geometrique a un probleme sans ecoulement est ne presente 
pas un interet particulier. 

Baumester [BAU 79] utilise une methode de differences finies pour un probleme 
de propagation dans un tube de longueur finie. La condition d'impedance de 
rayonnement est introduite par une technique dite « spatial marching» qui consiste 
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a faire evoluer le domaine de Ia grille de differences finies par iterations successives 
et une adaptation de !'impedance a chaque pas. 

Tyler et Sofrin [TYL 82] utilisent une approche modale pour Ia propagation dans 
un tube fini avec une condition de non-reflexion. L'etude de rayonnement exterieur 
est faite par un modele simple base sur !'approximation d'un piston dans un baffle 
infini. 

Tag et Lumsdaire [TAG 78] utilisent une approche experimentale pour 
determiner !'impedance de sortie du tube pour un mode donne qu'ils exploitent 
ensuite comme condition aux limites pour le probleme interne discretise par 
elements finis. 

Sigman, Majjigi et Zinn [SIG 78] etudient le rayonnement du tube fini a section 
variable avec un ecoulement moyen. lis utilisent !'hypothese de Rice pour 
determiner !'impedance de sortie du tube, qui suppose qu'a !'exception des modes 
proches de Ia frequence de coupure, il n'y ait pas de reflexion a l'interieur du tube. 
Pour ces modes ils introduisent !'impedance correspondante pour un tube uniforme. 
Les auteurs font remarquer que cette determination n' est plus valable dans le cas ou 
Ia section serait rapidement variable, a cause de Ia conversion de modes. 

Kagawa, Yamabuchi et Yoshikawa [KAG 80] ont presente une approche basee 
sur le couplage elements finis - methode analytique pour etudier le rayonnement de 
structures axisymetriques bafflees. La partie interne est modelisee par elements finis 
et partie exterieure est prise en compte par un modele analytique (piston- baffle) en 
ecrivant l'egalite du potentiel acoustique et de sa derivee normale a Ia sortie du tube. 

Horowitz, Sigman et Zinn [HOR 86] utilisent, pour !'etude de rayonnement en 
presence d'un ecoulement moyen non uniforme, !'association des deux methodes 
numeriques : elements finis - equations integrates par collocation. La premiere est 
utilisee pour discretiser Ia zone interne contenant le tube, Ia deuxieme pour Ia zone 
externe loin du tube (infinie). Dans une premiere etape ils mettent une condition de 
non-reflexion sur !'interface des deux zones, ce qui leur permet de resoudre le 
probleme interne. Le potentiel ainsi determine sur !'interface est introduit comme 
une donnee, ce qui leur permet de resoudre le probleme externe. Dans une deuxieme 
etape, ils remplacent Ia condition de non-reflexion (z;) par une impedance (z0 ) 

determinee a partir du premier calcul. Le processus iteratif converge pour zi = Z0 • 

Baumester et Majjigi [BAU 80] utilisent le meme principe pour introduire Ia 
condition d'impedance. lis considerent que l'ecoulement moyen est rotationnel alors 
que Ia perturbation acoustique est irrotationnelle. Baumeister et Horowitz [BAU 84] 
utilisent cette approche pour !'etude d'un turboreacteur (JT15D) et confirment son 
bon accord avec les resultats experimentaux qu'ils obtiennent. Z. L. Ji, Q. Ma et Z. 
H. Zhang [11 94], [11 95] associent une approche par matrice de transfert (mode 
plan) a une methode par representation integrate en utilisant Ia transformation d'un 
ecoulement uniforme a l'exterieur du tube. 
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Le caractere commun a toutes ces etudes est Ia difficulte de prendre en compte 
d'une maniere satisfaisante Ia condition d'impedance au bord du domaine fini a 
etudier. Pour s'affranchir de cette difficulte, plusieurs auteurs proposent le couplage 
direct de methodes numeriques. Si un consensus est etabli pour utiliser Ia methode 
des elements finis a l'interieur, il n'en est pas de meme pour le probleme exteme ou 
plusieurs approches sont proposees: elements infinis, elements d'enveloppe d'onde 
et representations integrales. 

Le concept d'elements infinis a ete introduit pour Ia premiere fois par Bettess et 
Zienkiewicz [BET 77] pour adapter Ia methode des elements finis classique aux 
domaines non bomes. II s'agit d'ajouter aux fonctions d'interpolation classiques, 
une fonction qui traduit le comportement asymptotique a l'infini de Ia variable 
cherchee (Ia condition de Sommerfeld pour un probleme de rayonnement 
acoustique). La dependance de ces fonctions d'une longueur caracteristique 
arbitraire limite !'interet de Ia methode, particulierement pour les problemes 
d'ondes. Astley [AST 83,a] propose une variante de cette methode, qui consiste a 
utiliser comme fonctions tests les fonctions complexes conjuguees des fonctions 
d'interpolation de type elements infinis (elements d'enveloppe d'onde). Astley et 
Eversman [AST 83,b] presentent une etude comparative dans un cas 
unidimensionnel de ces deux approches. lis montrent l'insuffisance de Ia premiere 
pour les hautes frequences. lis portent leur choix sur Ia deuxieme approche qui, 
d'une part, s'affranchit de Ia determination arbitraire d'une longueur caracteristique 
necessaire pour les elements infinis et, d'autre part, presente une meilleure stabilite. 
Ces deux approches sont utilisees en absence d'ecoulement a l'infini. Astley 
[AST 85] fait !'extension de cette approche au cas de rayonnement de structures 
axisymetriques en presence d'un ecoulement moyen. II introduit une phase qui tient 
compte de l'effet de convection de l'onde en se basant sur Ia theorie de rayon. Ce 
qui !'oblige a prendre un maillage qui coincide avec les !ignes de phases constantes. 
Cette technique d'elements d'enveloppe d'onde a ete par Ia suite souvent etudier 
[BET 95], [AST 94], [AST 98] pour differents types d'application. 

Astley et Bain [AST 86] utilisent une representation integrale pour etudier le 
rayonnement acoustique en presence d'un ecoulement uniforme. lis se ramenent au 
moyen d'un changement de variable a un probleme sans ecoulement. lis utilisent 
une methode de collocation avec un element triangulaire constant, ce qui leur 
permet apres transformation de Ia derivee seconde de Ia solution elementaire de 
Green en espace libre de s'affranchir de Ia singularite. Cette representation est 
formee avec un potentiel mixte pour eviter le probleme des frequences irregulieres. 
Ben Tahar [BEN 91] propose une formulation variationnelle pour une 
representation integrale implicite qui prend en compte l'effet de l'ecoulement 
comme une source acoustique volumique. Cette formulation implicite est resolue 
par un processus iteratif La convergence n' est assuree que pour des faibles nombres 
de Mach. Cette approche a ete validee experimentalement dans [LAZ 97]. Une 
demarche similaire est proposee par LEE eta! [LEE 94]. 
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En conclusion de cette revue bibliographique, que nous avons limite a Ia 
presentation de l'aspect numerique propose pour Ia resolution d'un probleme de 
propagation et lou de rayonnement acoustique, nous pouvons degager les deux 
remarques essentielles suivantes : 

- Ia premiere est liee a Ia prise en compte de Ia condition de rayonnement a 
l'infini. En effet, elle apparait comme Ia difficulte majeure pour les methodes basees 
sur Ia technique des elements finis qui necessite I' introduction d' une condition 
d'impedance a priori non connue; 

- Ia deuxieme est liee a Ia prise en compte d'un ecoulement non uniforme, qui 
exclu le recours a une methode basee sur les representations integrales qui prennent 
en compte d'une maniere implicite Ia condition de rayonnement. 

Ces deux remarques permettent de conclure a Ia necessite de coupler les deux 
techniques : l'une capable de prendre en compte Ia presence d'un ecoulement non 
uniforme (elements finis), )'autre capable de prendre en compte Ia condition de 
rayonnement a I' infini (modele analytique, representation integrale, ... ). 

Toutefois le couplage de deux techniques pose un nouveau probleme lie a Ia 
maniere de faire ce couplage et a Ia definition de )'interface ou va s'appliquer Ia 
condition de couplage [ATS 85], [AST 86], [BEN 91 ]. 

II reste un probleme tout aussi important dans le cas de l'acoustique en presence 
d'ecoulement, c'est le choix meme de )'equation de propagation. Nous trouvons une 
grande famille d'approche basee sur l'analogie de type Lighthill [BAI 94] et une 
autre basee sur Ia perturbation des equations de conservation [BLO 46], [POI 82]. 

Nous presentons dans cet article deux ecritures de l'equation de I'acoustique 
lineaire, l'une eulerienne et !'autre mixte Lagrange/Euler. Pour Ia resolution 
numerique de ces equations dans le cas d'un probleme de propagation (milieu fini) 
et rayonnement (milieu infini) nous proposons une formulation variationnelle que 
nous discretisons par une methode d'elements finis (FEM) et une methode 
d'elements finis de frontiere (BEM). 

2. Equations de l'acoustique lineaire 

Nous presentons dans ce paragraphe deux formes des equations de l'acoustique 
lineaire : Ia premiere est obtenue par une linearisation des equations d'Euler 
(representation eulerienne) et Ia deuxieme est obtenue par une linearisation des 
equations de conservation en variables lagrangiennes puis transformes en fonctions 
des variables euleriennes associees a l'ecoulement moyen (representation mixte ou 
equation de Galbrun). 
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Figure I. Repartition des domaines 

Nous supposons que le tluide est parfait, isotherme et en absence de forces 
volumiques. 

2.1. Equations de l'acoustique lineaire en representation eulerienne 

Les equations de conservation de Ia masse, de Ia quantite de mouvement et de 
bilan de I'entropie sont donnees par le systeme suivant: 

av 
p

at 

ap + div(pn v) = o 
at 

I -d 2 -- - -d 0 +- gra v + rotv 1\ v + gra p = 
2 

[I] 

Ace systeme d'equation s'ajoute Ia loi d'etat des tluides parfaits: p = g(p,s) 

Les variations elementaires de l'entropie par unite de masse et de Ia masse 
volumique peuvent s'exprimer en fonction de celle de Ia pression par: 

Cpy-1 y 1 C 
ds=--T ~y dp, dp=-dp=-dp ety=__f!_ 

1-' c2 a2 Cv 
[2] 

Oil C P est Ia capacite calorifique a pression constante, Cv est Ia capacite 

calorifique a volume constant, a est Ia celerite du son dans le tluide considere 
isotherme, c est Ia celerite du son dans le tluide pour une transformation adiabatique 

et ~ est le coefficient relatif de pression. 
p 
La linearisation de ce systeme d'equations consiste a supposer que toute fonction 

thermodynamique s'exprime sous Ia forme d'une valeur initiate stationnaire et d'une 
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perturbation non stationnaire : ft (x, t) = fe (x) + Ef(x, t). Les valeurs initiates 

fe (x) et les valeurs instantanees It (x, t) verifient toutes les equations d' equilibre 
[BOL 46]. 

ap d·- 1 - - ) o -+ 1"'\PeV + PVe = 
at 

8V _ _ _ _ _ _ _d(- _) I _d I _ 
-+rotve Av+rotvAVe +gra ve.v +-gra p--gradpe =0 
at Pe p~ [3] 

ds =O 
dt 

p=c2p +hs 

h =(ap) 
as p 

Si no us supposons en plus que Ia transformation est isentropique, et que I' etat 
initial est irrotationnel, nous obtenons Ia forme simplifiee de ces equations 
linearisees suivante : 

ap +div{pev+pve)=O 
at 

8V _ _ _ _d(- _) I _d I _ 
-+rotvAve+gra ve.v +-grap--2 gradpe=O 
at Pe Pe 

p=c2p 

[4] 

Les relations thermodynamiques ci-dessus, nous permettent de dire que Ia 

perturbation de Ia vitesse est aussi irrotationnelle et poser: v(x,t) = -grad<J>(x,t) 

ou <j> (x, t) est le potentiel des vitesses acoustiques. La combinaison des trois 

equations, nous donne )'equation verifiee par le potentiel des vitesses acoustiques 
[BEN 91]: 

M(x,t)-{ a
2

~ (x,t)-4(ve(x)grada<J> (x,t)) 
Ce at Ce at 

-{(ve(x )grad(ve(x )grad<J>(x,t )))+ -1 
(gradpe{x )grad<J>(x,t )) 

Ce Pe 
[5] 

+ ~(ve(x )gradc~(x ))x (a<j> (x,t )+ 2(ve.grad<j>(x,t ))) = 0 
2c at e 
Nous remarquons ace niveau que: 

- Ia premiere ligne de cette equation correspond au cas ou I' on considererait que 
Pe= cte et ce = cte (cas que nous developpons dans toute Ia suite de cet expose); 
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- Ia deuxieme ligne correspond a Ia contribution de Ia compressibilite de l'etat 
initial (cas generalisant le premier sans difficulte particuliere); 

- Ia troisieme ligne correspond a Ia contribution de Ia variation de Ia celerite du 
son, cas que nous negligeons. En effet, pour des vitesses d'ecoulement a nombre de 
Mach inferieur a 0.6, Ia variation de Ia celerite duson dans !'air est inferieure a 4 %. 
Ce qui nous permet de considerer une celerite constante ce= c pour les applications 
qui nous interessent. 

L'equation, verifiee par le potentiel des vitesses acoustiques, ci-dessus devient: 

M(x,t)-~ a
2

~ (x,t)-~(ve(x}grada~ (x,t)) 
c at c at [6] 

-~(ve(x}grad(ve(x}grad~(x,t )))+_I (gradpe(x}grad~(x,t ))= 0 
c Pe 

ace systeme d'equation viennent s'ajouter les conditions aux limites suivantes: 

a~ _ _ ..J,j, c a~ 
-+<v grau'l' >=-at e' ~ an 

[7] 

Au lieu de resoudre ce probleme, nous proposons de chercher Ia solution sous 
forme de variables separees avec une dependance harmonique en temps, ce qui est 
le cas lorsque les excitations le sont elles-memes, ou ce qui revient a faire une 
transformee de Fourier temporelle dans le cas ou les excitations auraient une 

dependance tempore lie quelconque : ( f(x,t) = f(x)e -iwt) 

Sous cette hypothese et a Pe = cte le probleme aux limites verifie par le potentiel 
des vitesses s'ecrit sous Ia forme: 

ll~(x )+ k 2~(x )+ 2ik(M(x }grad~(x ))- (N!(x }grad(M(x }grad~(x )))= 0 

~k~ - (N! e .grad~)]= _I p 
PeC 

a~ -
-= vn sur r2 an et 

. a~ ap 
uupe-=

an an 
ik~- < Me,grad~ >+_!_a~ = o 

~ an 

ou M(x)=~ 
c 

[8] 
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Nous remarquons, ace niveau, que !'hypothese de potentialite, de l'ecoulement 
initial et perturbe, peut etre une hypothese tres restrictive en particulier dans les 
problemes aeroacoustiques. 

Pour s'affranchir de cette restriction, nous presentons une deuxieme approche de 
l'ecriture de !'equation de propagation de l'acoustique lineaire. 

2.2. Equations de l'acoustique lineaire en representation mixte Equation de 
Galbrun 

Dans cette deuxieme approche, nous ecrivons les equations de conservation en 
fonction des variables lagrangiennes. La linearisation de ces equations et leur 
transformation en fonction des variables spatiales euleriennes assoc1ees a 
l'ecoulement moyen, nous donnent !'equation verifiee par le deplacement 
lagrangien perturbe en representation mixte. 

Pour determiner Ia transformation des variables spatiales, nous considerons un 
domaine D0 occupe par !'ensemble des particules qui constitue le milieu etudie a 
!'instant initial t'=O (ce domaine est choisi comme configuration de reference), D, le 
domaine occupe par le systeme dans Ia configuration non perturbee a I' instant t et 
D'". celui occupe par le systeme dans Ia configuration perturbee a !'instant t". Toute 
grandeur perturbee, caracteristique du milieu dans le domaine D,, est Ia perturbation 
de Ia grandeur d'entrainement correspondante dans le domaine D, .. , c'est-a-dire Ia 
somme de Ia grandeur d'entrainement non perturbee connue et d'une petite 
perturbation (au premier ordre ). 

Figure 2. Configuration d'entrainement non perturbee et configuration perturbee 

La position X de Ia particule a !'instant t" s'ecrit, done, comme Ia somme d'une 
position X qu'elle occupait a )'instant t' et d'un deplacement S· De meme, Ia position 
x. de Ia particule a I' instant t est Ia somme de Ia position x qu' elle occupait a 
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!'instant t' et d'un deplacement Se· Ce qui se traduit par Ia relation [POI 82], 
[GOY 98]: 

[9] 

La relation entre les quantites lagrangiennes et euleriennes s'ecrit: 

L E {. L E l 
\jlp =\jlp +~p.Y' }Jfe [I 0] 

En appliquant ces deux relations de transformation, Ia linearisation des equations 
de conservation, nous donnent : 

[II] 

[I2] 

Pour les memes hypotheses retenues ci-dessus pour Ia formulation eulerienne, 
nous avons: 

[ I3] 

La combinaison des equations, linearisees, de conservation de Ia masse et de Ia 
quantite de mouvement nous permet d'obtenir !'equation de Galbrun verifiee par le 
deplacement lagrangien perturbe. 

c2 a SPk + ~-2 v __ a_ aSPi - v _a_ v a~;Pi 
p e e ax ax p e 2 p e e; ax . at p e ej ax . ek ax 

2 L a 2;: L ( L l [ L l 
el ek at e; e; ek 

[I4] 
L 

+ ape aSPj = 0 

axej axei 

Pour le probleme harmonique en temps cette equation avec !'hypothese de 
Pe=cte s'ecrit [GOY 98] : 

[ I5] 

A cette equation sont associees les conditions aux limites suivantes : 
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[ 16] 

Ou Z( w) represente !'impedance acoustique. 

La determination du deplacement lagrangien perturbe permet d'acceder aux 
autres grandeurs acoustiques. En effet, nous avons les relations suivantes : 

et [17] 

Le deplacement lagrangien perturbe prend en compte les deux composantes 
rotationnelle et irrotationnelle, ce qui nous permet de prendre en compte, par Ia 
suite, les effets visqueux au moyen d'un modele equivalent par exemple. 

A Ia difference de Ia representation eulerienne, ou Ia condition aux limites 
naturelle a !'interface est Ia continuite de Ia composante normale de Ia vitesse 
acoustique qui n'est pas generale [POI 82], [MYE 80], Ia representation mixte 
necessite seulement Ia continuite du deplacement lagrangien perturbe normal a 
travers Ia surface de discontinuite dans l'etat non perturbe. 

[ 18] 

Ou L:e est Ia surface de discontinuite dans l'etat non perturbe. 

Cette condition conduit a une discontinuite de Ia vitesse normale. 

[19] 

Ou 11•11 designe le saut d'une fonction a travers une surface de discontinuite. 

Le choix de Ia condition aux limites adequate reste un probleme ouvert. 
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3. Equation de l'acoustique lim!aire dans le domaine extt!rieur (sans 
ecoulement) 

3.1. Equation de Helmholtz 

Pour nSsoudre !'equation de propagation dans le domaine externe Q"' (non 
borne), ou I' ecoulement est consider€ nul, no us conservons les memes hypotheses 
physiques associees au domaine interne. En absence d'ecoulement, les deux 
representations precedentes ( eulerienne et mixte) sont identiques. Le champ de 
pression acoustique, en absence de sources, veri fie I' equation homo gene 
d'Helmholtz a laquelle, en plus des conditions aux limites classiques, nous 
associons Ia condition de rayonnement de Sommerfeld a l'infini. 

{ 
!1p(X )+ k 2 p(X )= 0 pour XED. ext 

+Condition de Rayonnement de Sommeifeld 
[20] 

Dans le cas IR3 cette condition s'ecrit sous Ia forme: 

l 
lim p(r)=O(I/r) 

lim ('J;(r)- ikp(r ))= o(l/ r) 
r-'>~ dr 

[21] 

Ou rest Ia distance du point X a I' origine. 

3.2. Condition de continuite a /'interface des deux domaines 

La determination de limitation du domaine exterieur se faire par un choix 
arbitraire qui satisfait Ia condition d'un ecoulement suppose assez petit (nul) dans ce 
domaine. A !'interface I, des deux domaines interieur et exterieur, nous ecrivons Ia 
continuite de Ia pression et du gradient de pression (equivalente a Ia continuite du 
deplacement normal) : 

3.2.1. Representation eulerienne 

{

aPext = aPint = p iw a¢ surr 
an an e an c 

Pext =Pint = Peiw¢ surrc 
[22] 
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3.2.2. Representation mixte 

[23) 

3.3. Representation integrale du champ de pression 

Pour resoudre I' equation verifiee par Ia pression acoustique, no us utili sons une 
representation integrale de ce champ. Cette representation est obtenue en 
introduisant Ia solution elementaire dans l'espace libre de )'equation de Helmholtz 
qui verifie Ia condition de rayonnement de Sommerfeld G(X,Y): 

{
flG(X ,Y)+ k2 p(X ,Y)= 8(X, Y) 

+CRS 

Dans IR3, G(X ,Y)= __ e_ oil r = XY ikr 1--71 
4nr 

[24) 

La convolution de )'equation de Helmholtz par cette solution elementaire nous 
donne Ia representation integrale suivante de Ia pression acoustique pour XE Q"' : 

p(x )=-I p(Y)ac(x · Y) dr(Y)+ I Jp(Y) c(x r}ir(Y) 
Jn(Y) Jn(Y) ' 

r, r,. 
[25) 

oil Ia normale ii est ici Ia normale rentrante dans le milieu Q"' 

Pour XE I, et Y E 1,, nous avons : 

1 J ac(x,Y) Jap(r) lp(X)+v.p. p(Y) Jn(Y) dl(Ye)- Jn(Y)G(X,Y)ir(Y)=O [26] 

r, r, 

Si Ia singularite de I' integrale de simple couche, est d' ordre inferieur a Ia 
dimension du domaine d'integration ce qui donne des integrales convergentes au 
sens classique, il n' en est pas de me me de Ia singularite de I' integrale de double 
couche qui est de meme ordre que Ia dimension du domaine d'integration et elle a 
prendre au sens d'une valeur principale de Cauchy. 

En Ia cterivant par rapport a Ia normale, nous obtenons Ia representation integrale 
de derivee normale de Ia pression : 
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I op(X) f 8 
2G(X, Y) fop(Y)oG(X, Y) ( )= 

--(-) + P.F. p(Y) ( }3 ( )df(Y)- v.p. ( ) ( ) df Y 0 [27] 
2 on X on X n Y on Y on X 

r, r, 

Dans cette equation integrale, Ia premiere integrale est divergente et est a 
prendre au sens de Ia « Partie Finie de Hadamard». 

En appliquant Ia condition aux limites [22], nous avons : 

-4(x) + v.p. f<J>(Y) oG(1, ;) df(Y)- -. 1- f.op((Y)) G(X, Y~(Y) = 0 [28] 
2 r, on Y lffiPe r, on Y 

En appliquant Ia condition aux limites [23], nous avons : 

[29] 

Dans cette equation integrale, Ia connaissance de !'acceleration sur Ia surface rc 
permet d'acceder a Ia pression sur rc et par Ia representation integrale [25], nous 
accedons a Ia pression en tout point du domaine exterieur. La resolution peut etre 
faite par une faite par une methode de collocation [SA Y79]. 

4. Formulations variationnelles associees aux differents problemes 

Pour resoudre numeriquement ces differents problemes aux limites, nous 
leur associons des formulations variationnelles. Nous supposons dans Ia suite que Ia 

vitesse normale de l'ecoulement initial sur le bord f 3 est nulle: (ve,n~ 1 = 0 et que 
) 

nous avons d'autre part (ve,n~r, = 0 

4.1. Representation eulerienne 

La forme variationnelle associee au probleme de propagation en termes de 
potentiel des vitesses acoustiques, est obtenue en multipliant !'equation [8] par une 
fonction de ponderation quelconque \jl* et en integrant sur le volume n. 

f [M + <!> + 2ik(M e, grad<!>)- (if e, grad(M e, grad<J> ))~*dO = 0 li\jl * [30] 
0 
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L 'utilisation du theoreme de Ia divergence, de I' integration par parties et 
!'application des conditions aux limites nous donne : 

J$k~ *dO+ J2ik <Me, grade!> > \jJ *dO- J(gradcj>, grad\jl * ~o 
0 0 0 

+ J(Me,gradcj> XMe,grad\jl * ~0 
0 

+ f(gradcj>,ii)v*aT- fikc!>(Me,ii~*aT1 - fik~cj>\jl*aT3 V\jl* [31] 
r, 

+ f~(Me,gradcj>~*aT3 
r, 

Ou f 2 et f 3 sont supposees hermetique vis-a-vis de l'ecoulement initial. 

La discretisation par elements finis nous donne le systeme matriciel suivant : 

[zE]{cj>i }+ [H £~(:}}={FE;} [32] 

ap 
La connaissance, aux nceuds du maillage, de Ia valeur de sur Ia surface rc 

an 
permet de determiner Ia solution cj> du domaine interne. 

4.2. Representation mixte 

Nous obtenons Ia forme variationnelle associee au probleme ecrit en 
representation mixte, en multipliant I' equation [ 15] par un vecteur de ponderation 
et W* en integrant sur le volume 0. Afin de ne pas alourdir l'ecriture, nous 
supposant dans Ia suite que Ia pression initiate dans le domaine 0 est constante. 

R 
2 L l 2 a t,pk 2 L • 

PeCe +PeW f,p; W; dQ 
axeiaxek 

0 

R 
L [aLl] . at,p; a E,p; • 

+ 2twpevej---pevej-- vek-- W;d0.=0 
axej axej axek 

0 

[33] 

A vee W;* une fonction de ponderation quelconque. 
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Une integration par parties et I' introduction des conditions aux limites no us 
donne: 

[34] 

= f"Pw/nidll 
r, 

• *I VW /W =0 
I I f, 

Cette ecriture a l'avantage d'introduire d'une maniere naturelle les conditions 
aux limites (pression acoustique, vitesse acoustique et impedance ) accessibles 
directement par une mesure experimentale. 

La discretisation par elements finis de frontiere nous donne le systeme matriciel 
suivant [DIA 99] : 

[35] 

La connaissance, aux nc~uds du maillage, de Ia valeur de p sur Ia surface rc 
permet de determiner Ia solution <P du domaine interne. 

4.3. Domaine exterieur 

La ponderation de Ia representation integrale de derivee normale de Ia pression 
par une fonction test et I' integration sur le contour r"' no us donne Ia formulation 
integrale associee au domaine exteme : 

~ J~(X~ *(x}ir(X)+ v.p. J ~(Y) 0~~~)) a *(x}1r(x}1r(Y) 
~ ~X~ 

--. - J op(Y) G(X,Y~ *(x}ir(x}fr(Y)= 0 
rcope on(Y) 

!,xi, 

[36] 

La discretisation par elements finis de frontiere nous donne le systeme matriciel 
suivant: 

[37] 
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La connaissance, aux nreuds du maillage, de Ia valeur de <j> sur Ia surface rc 

permet de determiner Ia solution {:} sur cette meme surface et Ia representation 

integrate [25] permet d'acceder a Ia pression acoustique en tout point du domaine 
exterieur. 

~ fp*(x)pew 2~p;(xh(x}ir(x) 
r,. 

- f p*(x)8~~t)) Pew 2~p;(r)n;(r}irc(r}irc(x) 
r,xr, 

[38] 

+ f *( ) a 2c(x,r) ( \-1r( \-1r( ) \-1 * 
p X an(x)3n(rt y f-H y JAl X = 0 v p , X E rc et y E rc 

r,xr, 

La discretisation par elements finis de frontiere nous donne le systeme matriciel 
suivant: 

[39] 

La connaissance, aux nreuds du maillage, de Ia valeur de ~ sur Ia surface rc 
permet de determiner Ia solution p sur cette meme surface et Ia representation 
integrate [25] permet d'acceder a Ia pression acoustique en tout point du domaine 
exterieur. 

4.4. Coup/age des deux domaines 

Pour obtenir le systeme d'equations associe a Ia resolution simultanee des deux 
domaines, nous couplons les systemes [32] ou [35] aux systemes [37] ou 
[39] respectivement : 

ZE HE {:+rn CE A 
[40] 

Zc He t+rn Cc D 
[41] 
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La resolution de ces deux systemes couples, par elimination sur l'une ou !'autre 
des variables, permet de determiner Ia solution [DIA 99]. 

5. Exemple d'application 

Figure 3. Geometrie du probleme 

Nous presentons dans ce paragraphe un exemple numerique qui met en evidence 
l'effet de l'ecoulement sur Ia propagation et le rayonnement acoustique. II s'agit 
d'un cylindre avec un corps central (figure 3). Cet ensemble est maille avec 768 
elements finis de volume, 384 elements finis de frontiere et 96 elements finis 
surfaciques de couplage. Le rayon du cylindre exterieur est de lm, sa longueur est 
de 3 m, le corps central est de rayon 0,5 m et de longueur 2 m. Le plan de mesure 
pour le rayonnement est perpendiculaire a !'axe du cylindre et il est situe a 5 m 
(figure 3). 

La masse volumique du flu ide est de I ,25 Kg/m3 et Ia celerite du son est de 
340 m/s (air). 

Pour le calcul de l'ecoulement a l'interieur du cylindre, nous supposons que le 
fluide est incompressible et nous imposons Ia meme vitesse d'entree et de sortie aux 
deux bouts du cylindre. 

Pour le calcul acoustique, nous imposons un deplacement sur une section au 
centre du cylindre (y = 0). L'arriere du cylindre est ferme et !'avant forme Ia surface 
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de coulage entre le milieu interieur (le cylindre) et le milieu exterieur (infini). Les 
calculs sont faits pour une frequence de 270 Hz (ka =5). 

La figure 4 represente Ia composante de I'ecoulement suivant I'axe du cylindre. 

Figure 4. Ecoulement suivant I 'axe du cylindre 

Nous presentons sur les figures 5 a 8 Ia variation de Ia partie imaginaire et du 
module de deplacement acoustique en fonction de I'ecoulement dans differents 
plans. La figure 5 represente ces variations, plus celle de Ia partie reelle, dans un 
plan de coupe a l'interieur du cylindre. La figure 6 represente ces variations dans 
une section situee en amont de I'ecoulement au niveau de Ia pointe du corps central 
(y = I ,25 m). La figure 7 represente ces variations dans une section situee en amont 
de I'ecoulement non loin de Ia section d'excitation (y = 0,75 m). La figure 8 
represente ces variations dans une section situee en a val de I' ecoulement (y = -I ,25 
m). La figure 9 represente Ia variation de Ia partie imaginaire et du module de Ia 
pression acoustique en fonction de I' ecoulement dans un plan situe a y=5m. II est 
dans le domaine exterieur (rayonnement) et en amont de I' ecoulement. 

Tous les resultats presentes ci-dessus sont obtenus par Ia formulation couplee en 
representation mixte. Nous remarquons sur toutes ces figures (Ia partie imaginaire) 
!'influence de I'ecoulement sur Ia phase et une diminution globale de I' amplitude (a 
!'exception du cas de rayonnement pour M=O, I ) lorsque I'ecoulement augmente. 
Dans le cylindre, il y a un changement de Ia structure radiale du champ 
accompagnee d'un Ieger phenomene de refraction vers le centre du cylindre pour Ia 
section y=0,75 (section amont) et d'un Ieger phenomene de refraction vers les bords 
du cylindre pour Ia section y=-1,25 (section avale). 
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Figure Sb. Partie imaginaire du deplacement suivant y (z = 0) 

Figure Sc. Module du deplacement suivant y (z = 0) 
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Figure 6a. Partie imaginaire du deplacement suivant y (y = 1.25) 

Figure 6b. Module du deplacement suivant y (y = 1.25) 

Figure 7a. Partie imaginaire du deplacement suivant y (y = 0. 75) 

Figure 7b. Module du deplacement suivant y (y = 0. 75) 
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Figure 8a. Partie imaginaire du deplacement suivant y (y = -1.25) 

Figure 8b. Module du deplacement suivant y (y = -1.25) 

Figure 9a. Partie imaginaire de Ia pression sur le plan de calcul 

Figure 9b. Module de Ia pression sur le plan de calcul 
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6. Conclusion 

Nous avons presente dans cet article deux formes de )'equation de l'acoustique 
Iineaire et les conditions aux limites qui leurs sont associees en presence d'un 
ecoulement non uniforme localise. La premiere est deduite de Ia linearisation des 
equations d'Euler et ecrite en terme de potentiel des vitesses acoustiques. Elle est 
valable pour les ecoulements potentiels. Elle a l'avantage d'etre scalaire. La 
deuxieme est obtenue par une linearisation des equations lagrangiennes de 
conservation. Elle est valable pour les ecoulements non potentiels. Elle a I'avantage 
d'utiliser des conditions aux limites explicites. A chacune de ces deux 
representations nous avons associe une formulation variationnelle couplee pour 
l'etude d'un probleme de propagation I rayonnement. La discretisation est faite par 
elements finis et elements finis de frontiere. No us avons mis en evidence I' influence 
de l'ecoulement sur Ia propagation et le rayonnement acoustique pour une 
application de type aeronautique. 
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