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RliSUMt. Le probleme de Ia modelisation numerique du coup/age electromecanique se 
manifestant sous forme d 'e./Jet piezoelectrique ou d 'e./Jet electrostrictif est a borde. Dans une 
premiere partie, les bases thermodynamiques conduisant a une formulation similaire des 
equations constitutives de Ia pie::oelectricite et de I 'electrostriction sont rappelees. A partir 
du principe des travaux virtue Is, une formulation variationnelle unique de ces deux e./Jets est 
obtenue pour les problemes statique et dynamique, dans une deuxieme partie. La 
discretisation par elements finis et I 'application du principe variationnel produisent zm 
systeme d'equations couplees lineaire ou non-lineaire suivant les cas. Dezn applications 
illustrent ces developpements dans une troisieme partie : un moteur ultrasonore a base de 
ceramiques PZT pour I 'e./Jet pie::oelectrique, un barre au de ceramique P AfN-PT pour I 'e./Jet 
electrostrictif. 

AIISJRAC"J: Numerical models used to describe the electromechanical coupling due to 
pie::oelectric or electrostrictive effects are analysed In the first section, the thermodynamic 
basis provides constitutive equations of pie::oelectricity and electrostriction in a similar 
form. The principle of virtual works leads to a unique variational formulation of both effects. 
This formulation is derived for static and dynamic problems in the second section. The finite 
element discreti::ation and the application of the variational principle provide linear or non­
linear coupled set of equations. In the third section, two applications are presented: an 
ultrasonic 110/or made of PZT ceramics for pie::oelectricity, a PMN-PT bar for 
electrostriction. 
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I. Introduction a Ia piezoelectricite eta l'electrostriction 

1.1. Description des effets piezoelectrique et electrostrictif 

Dans les materiaux isolants, les grandeurs mecaniques et electriques peuvent 
etre coup lees par I' intermediaire de deux phenomenes physiques distincts : Ia 
piezoelectricite et l'electrostriction [MAS 50], [BER 64], [AUL 90], [WIL 88]. 

Certains materiaux presentent Ia propriete de se polariser electriquement 
lorsqu'ils sont deformes. Ce phenomene est appele effet piezoelectrique direct 
lorsqu'il est lineaire, c'est-a-dire que Ia polarisation est proportionnelle a Ia 
deformation et que le signe de Ia polarisation s'inverse quand Ia deformation change 
de signe (Fig. I a). Au niveau microscopique, le deplacement des atomes d'un solide 
deforme conduit a !'apparition de dipoles electriques microscopiques [AUL 90]. Dans 
certaines structures, les moments de ces dipoles se combinent pour donner 
naissance a un moment dipolaire par unite de volume (ou polarisation 
macroscopique) non nul. Cet effet piezoelectrique direct est toujours accompagne 
d'un effet piezoelectrique inverse pour lequelle solide se deforme lorsqu'il est place 
dans un champ electrique. Cet effet, egalement lineaire, est interprete comme une 
force electrique agissant sur des atomes ionises constituant le reseau cristallin. Cette 
force deplace anions et cations dans des directions opposees, conduisant ainsi a 
!'apparition de dipoles et d'un champ electrique macroscopique. La propriete de 
piezoelectricite est intimement liee aux symetries du materiau sur le plan 
microscopique. Parmi les 32 classes de cristaux existantes, seules les 20 classes 
non-centrosymetriques sont piezoelectriques. Les materiaux piezoelectriques les 
plus utilises sont les cristaux de quartz, les ceramiques PZT (titano-zirconate de 
plomb) et le polymere PVDF (polyfluorure de vinylidene). 

a) 
deformation 

b) 
deformation 

Champ electrique Champ electrique 

Figure I. a) effet piezoelectrique, b) effet e!ectrostrictif 
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Dans un materiau soumis a un champ electrique, I' electrostriction produit une 
deformation qui est une fonction quadratique de Ia polarisation (Fig. I b). Au niveau 
microscopique, le mecanisme, similaire a l'effet piezoelectrique inverse, ne 
necessite aucune propriete de symetrie particuliere. II s'agit d'un effet du second 
ordre qui existe dans tous les materiaux mais qui est souvent negligeable. 
Cependant, le titanate de baryum ainsi que les ceramiques PMN (magno-niobate de 
plomb) presentent un effet electrostrictif important. 

1.2. Equations constitutives de Ia piezoelectricite 

Les equations de Ia piezoelectricite et de l'electrostriction peuvent etre deduites 
des potentiels thermodynamiques [MAS 50], [WIL 88]. Si les effets elastiques, 
electriques et thermiques sont consideres, l'energie interne u verifie : 

[1] 

ou a designe l'entropie et 8 Ia temperature. Tii et Sii sont les termes du tenseur des 
contraintes et du tenseur des deformations. E et D designent respectivement les 
vecteurs champ electrique et deplacement ( ou excitation) electrique. Les indices i, j 
et m varient de 1 a 3. La notation d'Einstein est systematiquement utilisee. La 
fonction de Gibbs G s'ecrit: 

[2] 

La differentielle de I' equation precedente conduit a: 

[3] 

soit: 

sij =- g~~ 
IJ 1;9 

D =- CG I 
m CErn r.e 

a=- aGI ae r.E [4] 

Considerant que G est une differentielle totale exacte, les constantes 
piezoelectriques isothermes sont definies par : 



584 Revue europeenne des elements finis. Volume 8 ~no 5-6/1999 

d9 __ = aoml = ~1 mlJ 8T;j 
9 

8Em 9 [5] 

Sont egalement identifiees, les constantes d' elasticite isothermes a champ 
electrique constant : 

E,9=~1 
sijkl 8T 

kl E, 9 

[6] 

et les rigidites dielectriques isothermes a contrainte constante : 

[7] 

Ainsi, en condition isotherme, les differentielles totales exactes de Ia 
deformation et du deplacement electrique s'ecrivent SOliS Ia forme: 

[8] 

La piezoelectricite est une theorie lineaire qui suppose que les quantites definies 
aux equations [5] a [7] sont constantes. Cette hypothese est adaptee a Ia 
representation de tous les materiaux piezoelectriques sous deformation et champ 
electrique moderes. Une demonstration similaire peut etre faite a partir de Ia 
fonction enthalpie pour definir des constantes piezoelectriques, elastiques et 
dielectriques adiabatiques. Pratiquement, les differences entre constantes isothermes 
et adiabatiques sont faibles [NYE 57] ou meme nulles si le materiau n 'est pas 
pyroelectrique [MAS 66]. Dans Ia suite, Ia difference entre constantes isotherme et 
adiabatique est omise. Les equations constitutives de Ia piezoelectricite s'ecrivent 
en choisissant Ia contrainte et le champ electrique comme variables independantes : 

[9] 
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1.3. Equations constitutives de l'electrostriction 

Dans les materiaux electrostrictifs, le couplage electromecanique, discute plus 
en detail dans le paragraphe 1.4, est determine par le deplacement electrique, plut6t 
que par le champ electrique [MAS 50]. La contrainte, le deplacement electrique et 
l'entropie sont choisis comme variables independantes. L'enthalpie elastique H 1 est 
definie par : 

[I 0] 

Par suite: 

[II] 

et: 

sij =- ~~~~ 
IJ D.cr 

E = 8H,I 
m 8Dm T,cr 

e- a-I,I aa T, D 
[12] 

Quand Ia condition adiabatique est consideree, les variations de Ia deformation 
et du champ electrique sont developpees au second ordre sous Ia forme : 

[ 13] 

[14] 

Dans Ia suite, !'analyse est limitee aux materiaux electrostrictifs isotropes (ce qui 
implique l'annulation de tous les tenseurs de rangs impairs) et lineaires sur le plan 

de leur comportement elastique (8
2 

Sii I 8Tk18Tq, = 0). Les constantes electrostrictives 

sont definies par : 
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[ 15] 

Sont egalement identifiees, les constantes elastiques a deplacement electrique 
constant : 

Dcr=~l siikl aT 
kl D. cr 

[ 16] 

et les impermeabilites dielectriques a contrainte constante : 

[ 17] 

Ainsi, en condition adiabatique, les differentielles totales exactes de Ia 
deformation et du champ electrique s'ecrivent sous Ia forme: 

[ 18] 

Un systeme d'equations similaire peut etre obtenu en condition isotherme a 
partir de Ia fonction elastique de Gibbs. Dans Ia suite, Ia difference de notation entre 
constantes isotherme et adiabatique est omise. Dans Ia theorie de l'electrostriction, 
les quantites definies aux equations [ 15] et [ 16] sont supposees constantes. Les 
materiaux electrostrictifs etant souvent utilises sous deplacement electrique eleve, 
I' impermeabilite dielectrique [ 17] n' est pas con stante. Cette variation est attribuee a 
Ia saturation de Ia polarisation. Les equations constitutives de l'electrostriction 
s'ecrivent en choisissant Ia contrainte et le deplacement electrique comme variables 
independantes : 

[19] 
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1.4. Le coefficient de coup/age electromecanique 

Historiquement, le coefficient de couplage electromecanique a ete defini pour 
evaluer l'efficacite des materiaux piezoelectriques a convertir l'energie electrique 
en energie mecanique ou inversement. Par Ia suite, differentes definitions sont 
apparues suivant le type d'application envisagee. 

A partir des fonctions thermodynamiques, le coefficient de couplage k est defini 
comme le rapport de Ia densite d'energie mutuelle (elasto-dielectrique) par Ia 
moyenne geometrique de Ia densite d'energie elastique et de Ia densite d'energie 
dielectrique [CAD 46], [BER 64] : 

k = U mut 'Jij dmij Em 

/Ue\as udiel JTkl S~Jqr Tqr En C~o Eo 
[20] 

Quand le materiau est utilise comme convertisseur statique d'energie electrique 
en energie mecanique, le coefficient de couplage est defini comme Ia racine carn!e 
du rapport de l'energie mecanique stockee par l'energie electrique foumie a !'entree 
[MAS 50]: 

k= J Uelas 
Ueias + 2Umut + Udiel E T 

Tqr Sqrst Tst + 2 Tqr dmqr Em+ Em Cmn En 
[21] 

Quand le materiau est utilise comme transducteur, !'application d'un champ 
electrique sinusoidal met le transducteur en resonance elastique. Cette resonance 
peut etre decrite mathematiquement comme un pole dans le plan complexe des 
frequences. Le coefficient de couplage represente !'amplitude de ce pole. II est 
determine par les frequences de resonance parallele fP et serie f, qui correspondent 
respectivement aux maxima des parties reelles de !'impedance et de !'admittance 
electriques [MEl 73] : 

k=R [22] 

Une propriete importante des materiaux piezoelectriques, utilisee en particulier 
dans les !ignes a retard, est Ia variation de Ia vitesse de propagation des ondes 
acoustiques avec les conditions aux limites electriques. Si pour un mode considere, 
Ia vitesse de propagation est v0 (resp. vE) quand le deplacement electrique (resp. le 
champ electrique) est maintenu constant, le coefficient de couplage est defini par 
[IKE 66]: 
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k= [23) 

Une discussion complete sur ce sujet peut etre trouvee dans [SMI 78]. II faut 
toutefois noter que toutes les definitions conduisent au meme resultat pour des 
geometries elementaires [WIL 88). 

2. Methode des elements finis appliquee aux materiaux piezoelectriques et 
electrostrictifs 

2.1. Hypotheses, equations fondamentales et conditions aux limites 

Soit un corps 0 piezoelectrique ou electrostrictif limite par une frontiere 1 
orientee vers l'exterieur. Les equations a resoudre sont Ia relation fondamentale de 
Ia dynamique : 

[24] 

et le theoreme de Gauss qui s' ecrit en I' absence de charges electriques 
macroscopiques : 

[25] 

Le tenseur des deformations s'ecrit dans le cadre des petites deformations: 

s = 1 (Elui + auj) 
lj 2 ~ ax; 

[26] 

et le champ electrique dans le cadre de l'electrostatique : 

E =-grad 4> [27) 

ou u est le vecteur deplacement et (j> le potentiel electrostatique. 

A ces equations, il faut associer, dans un milieu piezoelectrique, les equations 
constitutives de Ia piezoelectricite exprimees a partir de [9] en choisissant Ia 
deformation et le champ electrique comme variables independantes : 
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{

T = [c1 S- [e ]' E 

D = [e] S + [c ~ E 
[28] 

T et S sont les tenseurs condenses des contraintes et des deformations. [ cE], [ e] 
et [ E T) designent respectivement (es tenseurs COndenses des rigiditeS e(astiques a 
champ electrique constant, des constantes piezoelectriques et des permittivites 
dielectriques a deformation constante. Dans un milieu electrostrictif, les equations 
de l'electrostriction sont exprimees avec le meme choix de variables 
independantes : 

[29] 

avec: 

L' equation [29] est obtenue a partir de I' equation [ 19] en posant : 

[33] 

puis en inversant le systeme d'equations obtenu. Les equations [30] a [32] sont 
similaires aux relations usuelles entre tenseurs pour un materiau piezoelectrique. 

Les conditions aux limites mecaniques peuvent etre de type deplacement u0 

impose sur ru (type Dirichlet): 

u; = uf [34] 
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ou de type densite surfacique de force f imposee sur fr (type Neumann): 

[35] 

n est le vecteur unitaire normal a Ia surface consideree. Les conditions aux 
limites electriques sont de type potentiel electrique q>11 impose sur r (jl (type 
Dirichlet) : 

[36] 

ou de type densite surfacique de charge electrique q11 imposee sur rq (type 
Neumann): 

[37] 

La condition aux limites [35] est appliquee a !'interface solide-vide en posant 

f; = 0 . Cette condition peut egalement constituer une approximation raisonnable 
pour representer Ia dynamique de solides immerges dans des tluides legers. 

L'application des conditions aux limites [36] et [37] depend du probleme 
considere. Lorsqu 'une electrode est deposee sur le materiau piezoelectrique ou 
electrostrictif, Ia condition [36] est prescrite si !'electrode est mise a Ia masse (q>0=0) 
et Ia condition [37] si elle est en circuit ouvert (q0=0). En !'absence d'electrode, Ia 
densite surfacique de charge electrique est nulle sur Ia surface. Les conditions a 
prescrire sont Ia conservation de Ia composante normale du deplacement electrique 
et des composantes tangentielles du champ electrique a travers Ia surface. Si Ia 
permittivite dielectrique du milieu piezoelectrique considere est grande par rapport 
a Ia permittivite dielectrique du milieu exterieur (cas de !'interface ceramique PZT­
air par exemple), Ia composante du champ electrique normale a Ia surface tend vers 
zero dans le materiau et Ia condition [37] avec q0=0 apparait comme une 
approximation raisonnable. Dans le cas contraire (cas de !'interface PVDF-air par 
exemple), aucune simplification sur Ia condition a !'interface n'est possible et le 
milieu exterieur do it etre considere dans le cadre de I' electrostatique. 

2.2. Formulation variationnelle du probleme statique 

Dans un premier temps, toutes les variables physiques sont supposees 
independantes du temps. En particulier, le premier membre de !'equation [24] est 
mis a zero. Considerant un deplacement arbitraire generalise elementaire ow : 
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8w= G:} [38] 

ou 8u et D<j) sont respectivement des variations elementaires du deplacement et du 
potentiel electrostatique, le principe des travaux virtuels s'ecrit: 

ou sous forme condensee : 

J J fo 8~' e dQ - J fr 8w' 8 dL = o [40] 

~est le vecteur generalise des deformations detini par : 

[ 41] 

e le vecteur generalise des contraintes : 

[42] 

et 8 le vecteur generalise des forces surfaciques agissant sur r : 

[43] 

Les termes de I' integrale de volume representent Ia vanat10n de I' enthalpie 
electrique du domaine considere. Les integrales de surface representent le travail 
des forces exterieures et l'echange d'energie electrique avec les generateurs 
exterieurs. Dans le cas d'un probleme piezoelectrique, les equations [24], [25] et 
[28] et les conditions aux limites [34] a [37] sont respectivement les equations 
d'Euler et les conditions aux limites associees a Ia quantite stationnaire LP detinie 
par [ALL 70], [DEC 84] : 
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-Jf r" (ui - uV n Jii dr- I Ir r ui f dr 

-Jf ('P- 'PJ ni Di dr- I ( <p q
0 

dr 
r~ Jrq [44] 

L'application du principe variationnel a Ia quantite stationnaire LP conduit a 
!'equation [39]. Par ailleurs, !'application de Ia methode des residus ponderes aux 
equations [24] et [25] pour un domaine electrostrictif conduit egalement a 
!'equation [39] [DEB 98]. 

2.3. Formulation variationnelle du probleme dynamique 

La dependance temporelle des variables physiques est consideree. La position de 
Ia surface r est supposee independante du temps. Par contre, les conditions 
imposees sur cette surface peuvent dependre du temps. Parmi tous les deplacements 
generalises admissibles satisfaisant les conditions aux limites spatiales [34] a [37] et 
les conditions aux limites temporelles 8w=O en t=t 1 et en t=t2, Ia solution verifie 
[WAS 75]: 

[45] 

Le terme intervenant dans l'integrale de volume correspond a Ia variation du 
Lagrangien du probleme considere defini comme Ia densite d'energie cinetique 
moins l'enthalpie electrique. L'integration temporelle par partie du terme d'energie 
cinetique et les conditions aux limites temporelles 8u=O en t=t 1 et en t=t2 conduisent 
a: 
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Le choix de t 1 et de t2 etant arbitraire, on obtient finalement : 

Jfi [p 8u a
2

u; + (T 8S - D 8E'\l dQ- If r8u T n +8m D n) dr = 0 [47] 
1 812 \.. IJ IJ 1 Jj r \ 1 IJ J '~' 1 

2.4. Application de Ia methode des elements finis au probleme statique 

Apres discretisation spatiale du domaine Q par elements finis, le deplacement ue 
en un point situe a l'interieur de !'element e est relie au vecteur ue des valeurs 
nodales du deplacement : 

[48] 

ou [N~ est une matrice formee a partir des fonctions d'interpolation. Le tenseur 

condense des deformations se s'ecrit : 

se =[s~ ue [49] 

ou [s~ est une matrice formee a partir des derivees des fonctions d'interpolation. 

Le potentiel electrique <pe est relie aux valeurs nodales du potentiel electrique <l>e : 

[50] 

ou N~ est un vecteur forme a partir des fonctions d'interpolation. Le champ 

electrique Ee s'ecrit: 
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[51] 

ou [s~J est une matrice formee a partir des derivees des fonctions d'interpolation. A 

I' interieur de I' element e, le vecteur generalise [ 41] des deformations s' ecrit : 

e { se} [[s~ 0] {Ue} 
L = - Ee = 0 [s~J <De 

[52] 

Le vecteur generalise des contraintes [42] s'ecrit: 

e {Te} [ [c, -[~'] [ [s~ 0 ] {u\ 0 
= De = a[e] [Ej 0 -[s~ <D1 [53) 

avec a= I pour un milieu piezoelectrique et a=2 pour un milieu electrostrictif. Apn!s 
discretisation, !'equation [39] s'ecrit : 

L Jfl !8ue', 8<D..;\ [[sr 0 
,] [ [c, -[~'] 

e t f 0 [s~J a [~ [Ej 
ne 

[ [s~ 
0 

] {Ue} d~Y _ L Jj f8ue', 8<De\ { [Nj' f} dre = 0 
0 -[s~ <De e re '( J - (N~) qe [54) 

ou encore: 

avec: 
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L'equation [55] etant valable quelle que soit Ia valeur du deplacement arbitraire, 
nous obtenons finalement : 

[61] 

[Kuul, [Ku,pl et [K,P'I'] sont appelees respectivement matrice de rigidite elastique, 
matrice electromecanique et matrice de rigidite dielectrique du solide 
piezoelectrique ou electrostrictif. Ces matrices et les vecteurs U, <1>, F et Q 
resultent de ]'assemblage des matrices et vecteurs elementaires decrits 
precedemment. F est le vecteur des valeurs nodales des forces appliquees et Q le 
vecteur des valeurs nodales des charges electriques. Pour des raisons de commodite, 
le systeme [ 61] peut etre reecrit en separant les potentiels electriques des electrodes 

<l>el ' pour lesquels des charges peuvent etre apportees par les generateurs exterieurs 

des autres potentiels <l>; appeles « internes». Dans Ia suite, les vecteurs du premier 
membre seront appeles « inconnues » et les vecteurs du second membre 
(( reactions )) . 

Pour un domaine piezoelectrique, le systeme d'equation obtenu est lineaire et Ia 
matrice de rigidite est symetrique. Lorsque le domaine etudie est electrostrictif, les 
matrices intervenant dans le premier membre sont fonctions du deplacement 
electrique, lui meme fonction des vecteurs inconnus ue et <l>e . Le systeme 
d' equation a resoudre est non lineaire et Ia matrice de rigidite n' est pas symetrique a 
cause du coefficient a. 
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2.5. Application de Ia methode des elements finis au probleme dynamique 

La discretisation effectuee repose sur une hypothese de separation des variables 
spatiale et temporelle. La discn!tisation spatiale est identique au cas du probleme 
statique. Elle est donnee par les equations [ 48) a [51] et par : 

[62] 

oil ~e et if sont respectivement le vecteur acceleration en un point de l'element e 

et le vecteur des valeurs nodales de ('acceleration. Le report de ces equations dans 
('equation integrate [47] et ('assemblage conduisent au systeme : 

La matrice de masse coherente [M] est definie par : 

[64) 

Le deplacement elementaire generalise etant arbitraire, l'equation [63) conduit au 
systeme: 

[65] 

Le vecteur des valeurs nodales de Ia derivee seconde du potentiel electrique par 
rapport au temps a ete introduit pour uniformiser Ia notation. 

Trois types d'analyses sont considerees: 

- Pour un milieu piezoelectrique, l'analyse harmonique est obtenue en 
supposant que toutes les variables physiques du probleme ont une dependance 
temporelle en e+jrot. Dans ce cas, I' equation [65] devient: 
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[66] 

L' equation [ 66] peut etre egalement obtenue a partir de Ia fonctionnelle [ 44] en 
incluant les termes d'energie cinetique [ALL 70], [DEC 84]. Cette analyse correspond 
a Ia reponse du solide piezoelectrique a une sollicitation exterieure a Ia pulsation w, 
generalement sous forme de force exterieure ou de potentiel electrique applique aux 
electrodes. Dans ce cas, les courants entrant dans les electrodes s'ecrivent: 

[67] 

L'impedance electrique d'entree de chaque electrode est des tors donnee par le 
rapport <1>01 I 101 . Les pertes d' origine mecanique, piezoelectrique ou dielectrique 
associees respectivement aux hysteresis contrainte-deformation, contrainte-champ 
electrique et deplacement electrique-champ electrique, peuvent etre decrites a I' aide 
de constantes physiques complexes [HOL 67]. 

- L'analyse modale d'un milieu piezoelectrique est obtenue en annulant pour 
chaque ligne du systeme [66] soit l'inconnue, soit Ia reaction. La resolution de 
!'equation [66] devient une recherche de valeurs propres et vecteurs propres que 
I' on associe respectivement aux pulsations et modes de resonances du soli de 
piezoelectrique. L' annulation des potentiels electriques associes aux electrodes 
conduit a !'obtention de Ia pulsation de resonance serie w, et des modes associes. 
L'annulation des charges electriques sur les electrodes conduit a !'obtention de Ia 
pulsation de resonance parallele wP et des modes associes. L'association de ces deux 
resultats permet une determination du coefficient de couplage a partir de !'equation 
[22]. 

- L'analyse transitoire correspond au cas d'une dependance temporelle 
quelconque des variables physiques. L'equation [65] peut s'ecrire: 

[Kjx+[~X=R [68] 

L' equation [ 68] est formellement identique a I' equation obtenue pour Ia 
resolution d'un systeme purement mecanique. Les principes de discretisation 
temporelle utilises sont classiques et derivent des principes utilises en mecanique 
lineaire pour les milieux piezoelectriques et en mecanique non lineaire pour les 
milieux electrostrictifs [ZIE 89], [DHA 82], [ZIE 87]. II faut cependant noter le 
caractere non inversible de Ia matrice [M] qui interdit !'utilisation de certains 
algorithmes (difference centrale par exemple). Une solution alternative consiste a 
condenser les degres de libertes electriques dans !'equation [65] : 
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Cette condensation presente I' inconvenient de modifier Ia structure des matrices, 
initialement a caractere bande autour de Ia diagonale, et done d'alourdir le calcul 
numerique. La prise en compte de pertes intrinseques dans le solide piezoelectrique 
implique l'ajout d'un terme d'amortissement visqueux sous Ia forme : 

3. Exemples d'applications 

Cette partie illustre Ia modelisation numerique de dispositifs electromecaniques 
par deux exemples. Le premier exemple, piezoelectrique, est analyse en terme 
d'analyse modale et d'analyse harmonique. Le deuxieme exemple, electrostrictif, 
utilise les analyses statique et transitoire. Les resultats presentes sont obtenus a 
partir des developpements des paragraphes precedents, implantes dans le logiciel 
ATILA [ATI 98]. 

3.1. Moteur ultrasonore a base de ceramique piezoelectrique PZT 

Les moteurs ultrasonores utilisent l'effet piezoelectrique pour deformer une 
piece mecanique appelee stator. Cette deformation entra'ine un rotor par 
I' intermediaire de forces de frottement. Les moteurs les plus efficaces sont 
circulaires et reposent sur Ia creation d'une onde progressive qui induit un 
deplacement elliptique de Ia surface du stator [SAS 85]. La geometrie est a symetrie 
de revolution. La segmentation des electrodes (Fig. 2) produit des modes de 
resonances decales spatialement. L 'application d 'une excitation electrique ayant un 
dephasage tempore! entre electrodes ada pte, engendre I' on de progressive. Celle-ci 
correspond a Ia rotation du mode autour de !'axe de revolution. 

Le stator considere est constitue d'un anneau de ceramique PZT colle sur un 
anneau de bronze [BUC 98]. Sur le plan mecanique, Ia liaison entre les anneaux est 
assimilee a un encastrement parfait. Les surfaces exterieures sont supposees libres 
de toute force. Sur le plan electrique, pour chaque segment, une electrode est mise a 
Ia masse en altemant face superieure et face inferieure. Les autres electrodes sont 
reunies en deux voies A et 8 excitees en quadrature de phase. Ce dispositif est 
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equivalent a !'application sur Ia face supeneure de Ia ceramique d'un potentiel 
electrique d'amplitude identique et de phase donnee a Ia figure 2, !'interface PZT­
bronze etant alors un plan de masse. 

L'analyse modale d'un tel dispositif a pour objet Ia determination de Ia 
frequence de fonctionnement (frequence de resonance) et du coefficient de 
couplage a partir de I' expression [22]. Cette analyse est effectuee en annulant le 
potentiel electrique de Ia voie A et en considerant que les electrode5 connectees a Ia 
voie 8 sont soit a Ia masse (resonance serie), soit en circuit ouvert (resonance 
parallele). Le tableau I compare les valeurs experimentales et mesurees. 

Figure 2. Geometrie du stator du moteur ultrasonore et segmentation des 
electrodes 
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Figure 3. Deformee du stator sous excitation etectrique dephasee. La polarisation 
elliptique du deplacement a Ia surface est mise en evidence. 

f, (Hz) fP (Hz) k (%) 

calcul MEF 51522 51815 10,6 

mesure 49440 49684 9,9 

Tableau 1. Caracteristiques calculees et mesurees du stator du moteur ultrasonore 

L'analyse harmonique est conduite en fixant Ia frequence d'excitation a Ia 
frequence de resonance et en excitant chaque electrode avec Ia phase indiquee a Ia 
figure 2. La figure 3 presente Ia deformee du stator a un instant donne. L' on de 
progressive engendree (mode 7) et le deplacement elliptique de Ia surface sont 
clairement identifies. 

3.2. Barreau de ceramique electrostrictive PMN-PT 

Si I' on considere les ceramiques PMN-PT (solution solide de magno-niobate de 
plomb et de titanate de plomb) dans Ia phase de transition ferroelectrique­
paraelectrique, Ia courbe deplacement electrique-champ electrique ne presente pas 
d'hysteresis important et les equations constitutives [ 19] peuvent etre utilisees a 
temperature constante. Le modele de saturation de Ia polarisation le plus 
communement accepte [HOM 94] s'ecrit: 
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nT = 
8

mn atanh(l~) [71] 
1-'mn k ~~ P, 

ou P designe le vecteur polarisation macroscopique, P, Ia polarisation spontanee 
(correspondant a Ia valeur asymptotique de Ia polarisation a tres fort champ 
electrique), 8ii le symbole de Kronecker et k une nouvelle constante du materiau 
telle que : 

[72] 

La ceramique PMN-PT possede une grande permittivite dielectrique relative, ce 
qui permet d'ecrire P::. D dans Ia relation [71]. 

Dans le cas statique, Ia resolution de !'equation [61] est effectuee par methode 
iterative directe [DEB 98]. L'etape d'evaluation de D au point de Gauss apres 
resolution s'avere etre Ia plus delicate et determine Ia convergence de Ia solution. 
A pres resolution de I' equation [ 61], Ia deformation et le champ electrique peuvent 
etre evalues exactement (a Ia discretisation pres) en tout point d'un element a !'aide 
des expressions [49] et [51]. Par contre, le calcul du deplacement electrique ne peut 
etre qu'approche car il repose sur !'equation non lineaire [53]. Cette equation 
presente ]'inconvenient de pouvoir conduire a des valeurs de deplacement electrique 
superieures a P, qui rendent impossible !'evaluation des tenseurs lors de !'iteration 
suivante. Une methode d'evaluation alternative inversant exactement Ia loi de 
polarisation a contrainte nulle s'avere plus performante [DEB 98]. 

Dans le cas dynamique, une methode de collocation en temps est utilisee. 
L' equation discretisee obtenue devient lineaire. La matrice de rigidite do it etre 
recalculee pour chaque instant de calcul mais aucune iteration n' est necessaire a 
I' interieur de chaque pas de temps. La methode retenue associe Ia methode de 
difference centrale et Ia condensation des degres de liberte electriques. La resolution 
temporelle est classique avec un nouvel assemblage de Ia matrice de rigidite a 
chaque pas de temps. 

Un barreau de ceramique electrostrictive PMN-PT-La etudie au NUWC New 
London a temperature ambiante est considere [MAC 96]. Le barreau est long 
(I Ox2x2 mm) et les electrodes sont situees aux deux extremites. Une contrainte 
statique longitudinale est appliquee a l'echantillon ainsi qu'une tension quasi 
statique (I Hz). La figure 4 presente les variations mesurees et calculees du 
deplacement electrique et de Ia deformation quasi-statique avec le champ electrique 
applique sous differentes precontraintes. La deformation statique due a Ia contrainte 
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appliquee n'est pas representee. L'accord obtenu est globalement satisfaisant et 
valide la loi de comportement choisie pour un probleme unidimensionnel. 

L' etude dynamique de transducteurs electroacoustiques lineaires a vide a 
pour objectif principal de determiner deux grandeurs caracteristiques : la frequence 
de resonance et le coefficient de couplage. Ces notions ne peuvent etre 
rigoureusement detinies dans le cas de systemes vibratoires non lineaires. Sur le plan 
pratique, il reste cependant indispensable de detinir la frequence de fonctionnement 
du transducteur et d' evaluer quantitativement le phenomene de transduction 
electromecanique. C'est pourquoi, nous continuons a evaluer la frequence de 
resonance et le coefficient de couplage pour un transducteur electrostrictif. La 
methode retenue (COU 97] consiste a etudier la reponse du transducteur a des 
echelons de tension et de charge. 

Considerons le barreau de PMN-PT etudie, initialement Soumis a un champ 
electrique Einit· A ['instant t=O, le barreau est Soumis a un echelon de tension 
correspondant a un champ electrique Eech· La figure 5a, qui presente le deplacement 
de l'extremite du barreau calcule par elements finis, montre une oscillation libre du 
barreau. La transformee de Fourier rapide de cette reponse (Fig. 5b) laisse 
apparaitre une frequence predominante fE correspondant au mode de vibration 
naturelle du barreau a champ electrique constant. Cette frequence verifie : 

[73] 

De meme, !'application d'un echelon de charge permet d'obtenir une oscillation 
libre du barreau a excitation electrique constante et la frequence associee : 

[74] 

On remarquera que Ia loi de comportement [ 19] devient lineaire quand 
l' excitation electrique est maintenue constante. Par consequent, la frequence JD est 
independante de !'amplitude de la sollicitation appliquee. A partir des equations 
[73] et [74], le coefficient de couplage peut etre calcule su_ivant la definition d'Ikeda 
[23] comme suit: 

[75] 
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Figure 4. Barreau de PMN-PT sous champ electrique quasi statique pour 
differentes precontraintes statiques. a) deplacement electrique, b) deformation 
Trait plein : mesure, symboles : calcul MEF 

La figure 6a presente I' evolution du coefficient de couplage du barreau de PMN 
en fonction E;";' et Eech en !'absence de precontrainte. Les resultats sont proches de Ia 
courbe obtenue par McLaughlin et a! [MAC 96] en mode quasi-statique a partir de 
!'equation [21]. Le coefficient de couplage varie entre 0 et 45% suivant les champs 
appliques. La figure 6b presente Ia meme courbe sous precontrainte appliquee. 
L'application de Ia precontrainte fait chuter le coefficient de couplage. 
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Figure 5. Vibration du barreau de PMN-PT (£;,;1=0,2 MV/m, Eech=0,2 MV/m, 
Qech=23,8 nC). a) deplacement de l'extremite du barreau en fonction du temps, 
b) transformee de Fourier du deplacement 

Figure 6. Variation du coefficient de coup/age du barreau de PMN-PT avec Ia 
tension initiale et /'echelon de tension (longueur du barreau : lcm). 
a) precontrainte nulle, b) precontrainte de 30 MPa 
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