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RESUME. Ce papier presente une synthese des modelisations et des methodes 
nunuiriques associees pour Ia prevision des vibrations lineaires des svsthnes vibroacoustiques 
tridimensionnels quelconques constituis d'une structure contenant unfluide acoustique interne 
dissipatif et plongee dans wz fluide acoustique externe parfait non borne. On tient compte 
d'impedances acoustiques de parois dans Ia modelisation. Concernant Ia vibroacoustique BF, 
on presente les modeles matriciels riduits basis sur Ia projection de Ritz-Galerkin du modele 
elements finis en utilisant des bases modales adaptees. Enfin en vibroacoustique MF, on presente 
Ia modelisation elements finis et les methodes de resolution, c'est-a-dire, wze methode a deux 
echelles de temps et une methode de construction de modetes matriciels reduits adaptes. 

ABSTRACT. This paper presents a synthesis of modeling and associated numerical methods 
for the prediction of linear vibrations of arbitrary structural-acoustic tridimensional systems 
constituted of a structure containing an internal dissipative acoustic fluid and surrounded by 
an external inviscid acoustic fluid occupying an unbounded domain. The model includes wall 
acoustic impedances. For low-frequency vibroacoustic problems, we present reduced matrix 
models based on Ritz-Galerkin projection of the finite element model using appropriate modal 
basis. Finally, for medium-frequency vibroacoustic problems, we present the finite element 
model and solving methods, i.e. a two time scales procedure and a method of construction of 
appropriate reduced matrix models. 
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1. Introduction 

Nous presentons une synthese concernant les modelisations et les methodes 
numeriques associees pour Ia prevision des vibrations lineaires des systemes 
vibroacoustiques tridimensionnels quelconques. Un systeme vibroacoustique est 
constitue d'une structure tridimensionnelle couplee a un fluide acoustique interne 
dissipatif (gaz ou liquide) occupant un domaine borne de I' espace ( cavite acoustique) 
et couplee a un fluide acoustique externe parfait (gaz ou liquide) occupant un 
domaine non borne de I' espace. Sur une partie de I' interface entre Ia structure et 
Ia cavite acoustique interne, on considere un milieu ayant des proprietes acoustiques, 
modelise par une impedance de paroi. Nous ne considerons ici que des structures 
sans complexite structurale (Ia complexite structurale etant due a Ia presence de 
nombreuses sous-structures secondaires : equipements, etc.) et nous renvoyons le 
lecteur a [OHA 98] pour le cas general d'une structure principale accessible a une 
modelisation deterministe classique couplee a une complexite structurale relevant 
d'une modelisation probabiliste. 

Dans le paragraphe 2, nous rappelons les problematiques basses et moyennes 
frequences pour les systemes vibroacoustiques et nous introduisons Ia strategie 
numerique recommandee pour chacune des deux bandes. II est a noter que Ia bande 
des hautes frequences ne releve pas des methodes numeriques (voir paragraphe 2). 

Puis dans le paragraphe 3, nous presentons le probleme a resoudre en basses 
et moyennes frequences. Le systeme vibroacoustique est soumis a des excitations 
exterieures constituees d'une densite de source acoustique interne, d'une densite de 
source acoustique externe, d'une onde plane incidente dans le milieu exterieur et enfin 
de densites de force mecanique surfacique et volumique appliquees a Ia structure. 

Le paragraphe 4 est consacre au probleme acoustique externe, c'est-a-dire a Ia 
construction de l'operateur de frontiere d'impedance acoustique par une methode 
d, equations integrales de frontiere sans frequences irregulieres et de I' operateur de 
rayonnement acoustique. Le premier est utilise pour ecrire le couplage de Ia structure 
avec le fluide acoustique externe aussi bien pour le domaine BF que pour le domaine 
MF. Le second permet de calculer le rayonnement acoustique dans le fluide exterieur 
en BF et MF des que le probleme couple est resolu. La discretisation par Ia methode 
des elements finis de ces operateurs integraux (methode des elements finis de frontiere) 
conduit a une matrice symetrique complexe sans problemes induits par les frequences 
irregulieres. 

Dans le paragraphe 5, on introduit Ia modelisation du systeme vibroacoustique 
adaptee au domaine BF et nous presentons d'une part, la discretisation par elements 
finis et, d' autre part, le modele matriciel reduit base sur Ia projection de Ritz-Galerkin 
utilisant des bases modales adaptees. 

Enfin, le dernier paragraphe est consacre a Ia modelisation du systeme 
vibroacoustique adaptee au domaine MF et nous presentons Ia discretisation par 
elements finis et no us donnons des indications sur I' obtention de modeles matriciels 
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reduits bases sur Ia projection de Ritz-Galerkin utilisant des bases adaptees au domaine 
MF (bases differentes de bases modales). 

2. Problematique des basses et des moyennes frequences pour les systemes 
vibroacoustiques complexes et strategies numeriques 

Les differents types de comportement vibratoire de systemes vibroacoustiques 
conduisent a introduire trois domaines de frequence (voir Figure I) : domaines des 
Basses Frequences (BF), des Moyennes Frequences (MF) et des Hautes Frequences 
(HF). 

BF MF HF 

Figure 1. Fonction de Reponse en Frequence ( FRF) d'une composante de 
['acceleration en un point de la structure du systeme vibroacoustique : definition 
des trois domaines de frequences 

Le domaine BF (encore appele le domaine modal) est defini classiquement comme 
le domaine pour lequella structure couplee avec Ia cavite acoustique interne presente 
des resonances isolees (faible densite modale). Le domaine MF est defini comme le 
domaine interrnediaire entre les domaines BF et HF, pour lequel Ia structure couplee 
avec Ia cavite acoustique interne ne presente plus de resonances isolees mais presente 
encore de fortes irregularites correspondant a de gran des variations de Ia den site modale 
(localement grande et localement faible dans Ia bande MF), les modes intervenant 
etant de rang eleve. II est a noter que pour le domaine MF, Ia geometrie et les 
conditions aux limites jouent, comme pour le domaine BF, un role fondamental. 
De plus, dans le domaine MF, une bonne modelisation de Ia dissipation au travers 
des lois de comportement est absolument necessaire (il est a noter que s'il y avait une 
complexite structurale, elle induirait en plus une dissipation apparente dans Ia structure 
principale par transfert d'energie mecanique vers les sous-structures de Ia complexite 
structurale, dissipation qui doit etre modelisee). II est important de signaler que Ie 
domaine MF n'existe pas pour des structures de forme geometrique simple telles 
qu'une poutre droite encastree, une plaque rectangulaire simplement appuyee, une 
coque mince cylindrique, etc. 
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Concernant Ia structure couplee avec le fluide acoustique interne les formulations 
pour les domaines BF et MF nc sont pas les memes. Par contre, pour le flu ide externe, 
on utilise Ia meme formulation pour les deux domaines. En BF, Ia strategic numerique 
consiste a ne pas resoudrc frequcnce par frequencc le systeme matriciel provenant de 
Ia discretisation par elements finis mais a construire un modele matriciel symetrique 
reduit en utilisant les modes de Ia structure in vacuo et les modes acoustiques de Ia 
cavite acoustique interne avec parois fixes. L' equation matricielle reduite est resolue 
frequence par frequence dans Ia bande BF. En MF, le systeme matriciel provenant 
de Ia discretisation par elements finis etant de tres grande taille, il ne peut pas 
etre resolu frequence par frequence dans Ia bande MF. On recommande alors une 
methode numerique a deux echelles de temps adaptee au domaine MF. En ce qui 
concerne Ia recherche de modele reduit pour le domaine MF, !'approche BF n'etant 
plus pratiquable, une base de projection de Ritz-Galerkin appropriee doit etre utilisee 
[OHA 98] et fait !'objet de recherches en cours [SOl 98]. 

3. Pose du probleme en basses et moyennes frequences 

On considere les vibrations lineaires au tour d' un etat d' equilibre statique, suppose 
non precontraint pour simplifier, pris comme etat de reference, d'un systeme couple 
tridimensionnel constitue d'une structure elastique dissipative occupant un domaine 
borne !l5 et qui contient un fluide acoustique interne dissipatif (gaz ou liquide, et 
dans le cas d'un liquide avec surface libre, les effets de gravite ne sont pas pris en 
compte) occupant un domaine borne !l. La formulation est ecrite dans le domaine 
frequentiel. Ce systeme est plonge dans un fluide acoustique externe parfait (gaz ou 
liquide) occupant le domaine non borne !lE (voir Figure 2). 

Figure 2. Configuration du systeme vibroacoustique 

La partie r z du bord 8!l = r U r z de !l, a des proprietes acoustiques modelisces 
par une impedance debord Z(x,w) a valeurs complexes et definie en tout point x 
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de r z et pour chaque pulsation w. Les excitations du systeme vibroacoustique sont 
respectivement, une densite de source acoustique interne Q(x, w) pour x dans n, 
une densite de source acoustique externe QE(x,w) pour x dans nE, une onde plane 
incidente dans flE definie par un potentieJ de vitesse '1/Jinc(X, W) = '1/Jo (w) exp{ -i k·x }, 
une densite de forces surfaciques G(x, w) pourx sur le bord ans = rur z ur Edens 
et enfin une densite de forces volumiques g(x, w) pour x dans n 5 . Les inconnues sont 
le champ de deplacement u(x,w) = (u1 (x,w),u2 (x,w),u3 (x,w)) dans Ia structure 
fls, le champ de pression p(x,w) dans le fluide interne net le champ de pression 
PE(X, w) dans le fluide externe nE. 

4. Probleme d'acoustique externe 

4.1. Le probleme de Neumann exterieur relatif a ['equation d'Helmholtz 

La geometric est definie par Ia Figure 3. 

X 

_.,.. x2 r 
E 

Figure 3. Geometrie du domainejluide acoustique externe 

Le fluidc est parfait et est decrit par un champ inconnu scalaire ; on choisit pour 
ce probleme exterieur le potentiel des vitesses 'lj;(x, w) en un point X de nE et a Ia 
frequence angulaire W, relie a Ia fluctuation de pression PE(X, w) par I, equation 

PE(x, w) = -iw p, '1/J(x, w) dans flE [1] 

ou p, est Ia masse volumique con stante du flu ide exterieur a I' equilibrc. En designant 
par c, Ia celerite con stante duson dans le flu ide a I, equilibre et en posant k = w I c,, le 
probleme de Neumann exterieur s'ecrit: 

V 2'1j;(x,w) + k2 'lj!(x,w) = 0 

8'1/J(y,w) = v(y) 
8ny 

dans flE [2] 

sur fE [3] 
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[4] 

avec R = JJxJJ --+ +oo, ou afaR est Ia derivee dans Ia direction radiale et ou v(y) 
est un champ de vitesse normale sur rE qui est donne. L'Eq. [4] correspond a Ia 
condition sortante de rayonnement a I' infini de Sommerfeld. 

4.2. Expression du champ de pression dans le fluide acoustique externe 

Pour tout w -::f. 0 reel, le probleme aux limites defini par les Eqs. [2] a [4] admet 
une unique solution. Le champ de pression PElrE(w) sur Ia paroi rE s'ecrit alors en 
utilisant I'Eq. [1], 

[5] 

ou ZrE (w) est I' operateur de frontiere d'impectance acoustique. Le champ de pression 
PE(x, w) dans le fluide exterieur nE s'ecrit 

PE(x,w) = Zrad(x,w)v [6] 

ou Zrad (x, w) est I' operateur d'impedance de rayonnement acoustique dans le fluide 
exterieur. On introduit I' operateur Br E (w / cf) qui est tel que I 'unique solution 
1/J'01 du probleme de Neumann exterieur defini par les Eqs. [2] a [4] s'ecrit 

rE 

1/Jw1 = BrE(w/c£) v, ce qui montre en utilisant I'Eq. [I], que I' on a 
rE 

[7] 

4.3. Construction de l'operateur de frontiere d'impedance acoustique : Methode 
d 'equations integrales de frontiere symetrique sans frequences irregulieres 

La formulation variationnelle qui permet de construire I' operateur Br E ( w / cr) 
defini par I'Eq. [7] s'ecrit (voir [OHA 98]): 

[8] 

Les operateurs integraux S5 (w/ct), S0 (wjcf) et ST(wjcf) sont definis par les formes 
bilineaires complexes 

<S5 (wjcf.)v,6v>= { { G(x-y)v(y)6v(x) dsydsx. 
lrE lrE 

[9] 

11 aG(x-y) 
<So(wjcf)'I/Jr ,6v>= a 1j;r(y)6v(x)dsydsx. 

E rE rE Dy E 

[10] 
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<ST(wlc£)1/Jr ,r51/Jr >= -k2
{ 1G(x-y)nx·ny1/Jr (y)r51/Jr (x)dsydsx 

E E lrE rE E E 

+ 11 G(x-y) {ny X Vy1/Jr (y)} · {nx X Vxr51/Jr (x)} dsy dsx [11] 
rE rE E E 

ou < . , . > designe classiquement le crochet de dualite entre I' espace des fonctions 
admissibles sur r E et son dual et ou G(x-y) est Ia fonction de Green du probleme qui 
s' ecrit G(x- y) = g( llx- yll) avec g( llx- Yll) = - ( 47r) -l e-i k llx-yll lr. L' operateur 
H(w lc,) apparaissant dans le membre de droite de l'Eq. [8] a Ia propriete de symetrie 
tu(wlc,) = H(wlc,). L'eliminationde1/Jr dansl'Eq. [8]donneuneequationlineaire 

E 

entre 1/J'ol et v qui definit I' operateur Br E ( w I c,). La procedure d' elimination de 1/Jr 
~ E 

est expliquee dans le paragraphe 4.5 relatif au probleme discretise. Cette procedure 
peut etre effectuee pour toute valeur reelle de w. II est a noter que Ia formulation 
proposee, d'une part conduit a un probleme numerique avec matrice symetrique et, 
d'autre part ne presente pas le probleme (dit des frequences irregulieres) rencontre 
dans les formulations par equations integrales (mauvaise construction de I' operateur 
BrE (w lc,) pour un ensemble denombrable de valeurs dew). Concernant le probleme 
des frequences irregulieres, on renvoie le lecteur a [PAN 65] [SCH 68] [BUR 71] 
[ANG 83] [AMI 90] [COL 92] [OHA 98]. 

4.4. Construction de l'operateur de rayonnement acoustique 

Pour tout x dans OE, on a Ia representation integrale 

En introduisant les operateurs integraux Rs (x, w I c,) et Rn (x, w I c,) definis par 

R5 (x,wlc,) v = 1 G(x- y) v(y) dsy 
rE 

1 8G(x- y) 
Rn(x, wlc,J 1/Jr = 1/Jr (y) 

0 
dsy 

E rE E ny 
[13] 

l'Eq. [12] peut etre reecrite 1/J'01 (x,(<.i) = R(x,wlc/Jv avec pour tout X dans OE, 
R(x,wlc,) = R 5 (x,wlc,)-Rn(x,wlc,) BrE(wlc,). Danscesconditions,l'operateur 
d'impedance de rayonnement acoustique Zrad (x, w) s'ecrit 
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4.5. Discretisation des operateurs integraux par elements finis : elements finis de 
frontiere 

On utilise Ia methode des elements finis pour discretiser les operateurs integraux 
Ss(wlc,), Sn(wlc,) et Sr(wlcE) (methode dite des elements finis de frontiere 
[NED 76] [AMI 92] [ANG 92] [BRE 92] [CHE 92] [DAU 92] [HAC 95]). On 
considere un maillage elements finis de Ia surface r E et soient V = (V1 , .. . , VnE) 
et 'lt,E = (w,E,1, ... , w,E,nE) les vecteurs complexes des ne DDL constitues par 

les valeurs de vet 'l/J, aux ncruds du maillage. Soient [Ss(wlc,)], [Sn(wlcc)] et E . 

[Sr(wlc,J] Ies matrices complexes pleines (ne x ne) de Ia discretisation des formes 
bilineaires definies par Ies Eqs. [9] a [II]. Les matrices complexes [ Ss ( w I c,)] et 
[ Sr (w I cr)] sont symetriques. Dans ces conditions, Ia discretisation par elements finis 
de I'Eq. [8] s'ecrit 

[ 
0 ] _ [ -[Sr(wlc,)] 

'It~: - ~ [E]- [Sn(wlc,)] 
[15] 

avec 'lt'01 Ie vecteur complexe des coordonnees generalisees qui correspondent a 
f'E 

Ia discretisation par elements finis de Ia forme lineaire Jv r-+ ~r 'l/;<01 (y)Jv(y) dsy. 
E f'E 

La matrice [E] est Ia matrice reelle non-diagonale (ne x ne) qui correspond a Ia 
discretisation de I' operateur identite 1 L' elimination de 'It, dans I' Eq. [ 15] donne 

E 

une equation Iineaire entre q,.al et V qui definit Ia matrice complexe symetrique rE 
[ErE (wier)] de dimension (ne x ne) qui represente Ia discretisation de I'operateur 
BrE(wlc,). On a 

[16] 

La procedure d' elimination est Ia suivante. Le vecteur 'It, est elimine en utilisant 
E 

I'algorithme d'elimination de Gauss avec pivotage des !ignes. En un w donne, si 
Ia matrice [Sr (w I c,J] est reguliere, alors I' elimination peut etre effectuee jusqu' a Ia 
Iigne ne. Pour un w, si Ia matrice [Sr(wlcr)] est singuliere, on note na < ne Ia 
dimension du noyau qui est inconnue de Ia matrice [Sr(wlc,)] (noyau qui est reel). 
Dans ce cas, I' elimination avec pivotage des !ignes est arretee des que I' on rencontre Ie 
premier pivot nul (zero numerique relatif). L' elimination a done ete effectuee jusqu' a 
Ia ligne ne- na. Les equations qui correspondent aux !ignes ne- na + 1, ... , ne 
sont alors automatiquement satisfaites (resultat prouve theoriquement et constate 
numeriquement). On construit ainsi pour tout w reel Ia matrice symetrique complexe 
[ErE (wier)] (sans problemes de frequences irregulieres). On deduit de l'Eq. [7] 
!'expression de Ia matrice complexe symetrique [ZrE (w)] = -i w Pr [ErE (w lc,)] de 
dimension (ne x ne) qui discretiseToperateur de frontiere d'impedance acoustique 
Zr E (w). Finalement, Ia discretisation correspondante de I' operateur d' impedance de 
rayonnement acoustique Zrad (x, w) defini par l'Eq. [ 14] s' ecrit 

[Zrad(x, w)] = -·i w p, {[Rs(x,wlc,)]- [Rn(x,wlc,J] [Er't: (wlc,)]} [17] 
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4.6. Reponse acoustique pour un champ de deplacement de paroi, une densite de 
source acoustique et une onde plane incidente donnes 

Considerons les excitations acoustiques externes decrites au paragraphe 3 et 
supposons que le champ de vitesse normale sur rE soit donne par v = iwu(w) · os 
ou os designe Ia normale unitaire exterieure a Os. Alors, en utilisant Ia linearite du 
probleme, le champ de pression PEirE(w) sur Ia paroi r E s'ecrit 

[18] 

ou Zr E (w) est l'operateur de frontiere d'impedance acoustique. Le champ de pression 
PE(x, w) dans le fluide exterieur OE s'ecrit 

PE(x, w) = iw Zrad (x, w){ u(w) · os} + Pdonnee(x, w) [19] 

ou Zrad (x, w) est I' operateur d'impedance de rayonnement acoustique dans le flu ide 
exterieur. Dans les Eqs. [18] et [19], 1e champ de pression Pdonneelr (w) sur 1a 

E 

paroi r E et 1e champ de pression Pdonnee (x, w) dans OE s' expriment en fonction des 
excitations acoustiques Q(x,w) et 1f!inc(x,w) et des operateurs ZrE(w) et Zrad(x,w) 
(voir chap. 12 de [OHA 98]). 

5. Modelisatioo, discretisation par elements finis et reduction modale en 
vibroacoustique basses frequences 

On considere le probleme decrit au paragraphe 3 (voir Figure 2). Concernant les 
details des developpements qui sui vent, on renvoie le lecteur au chap. 13 de [OHA 98]. 

5.1. Expression du champ de pression dans le fluide acoustique interne dissipatif 

Rappelons que dans le cas d'un fluide acoustique interne parfait (done non 
dissipatif), si il existe une condition de type p = 0 sur une partie du bord 80, 
alors le champ de pression p( x, w) est relie au potentiel des deplacements 0(x, w) par 
Ia relation classique 

p(x,w) = w2 Po0(x,w) [20] 

ou Po est Ia masse volumique du flu ide a I' equilibre. L' equation correspondante dans 
ce fluide parfait est alors !'equation d'Helmholtz en 0 (ou en p). Pour ce meme 
fluide parfait, s'il n'existe pas une condition de type p = 0 sur une partie du bord 
80 (cas de Ia Figure 2), alors il a ete demontre [OHA 87] [OHA 90] [MOR 95] (en 
particulier pour le calcul des modes elastoacoustiques et Ia construction de modeles 
reduits matriciels par sous-structuration dynamique), que l'Eq. [20] est fausse pour 
une paroi qui se deforme et que cette equation doit etre remplacee par 

p(x,w) = w2 Po0(x,w) + 1r(w; u; 0) [21] 
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ou ;r(w; u; cp) est un champ constant dans n, mais qui depend de u et cp. 

Dans le present papier (voir paragraphe 3), le fluide acoustique interne n'est pas 
parfait mais dissipatif et il y a des sources acoustiques internes ([OHA 98], chap. 
10). II existe un potentiel de deplacement cp detini a une constante additive pres et 
on introduit un champ scalaire cp relie au potentiel de deplacement cp par Ia relation 
[SOl 92] [OHA 98] 

_( ) ( ) ( ) Tc~Q(x,w) cp x, w = 1 + iw T cp x, w - -
2 Po W 

[22] 

ou Co est Ia celerite duson a l'equilibre et ouT est un coefficient qui ne depend que de 
Ia viscosite dynamique rJ et de Ia seconde viscosite ( du fluide, qui peut dependre de 
wet qui s'ecrit 

T = - 1 (~T] + () > 0 . 
p0C~ 3 

[23] 

Dans ces conditions, on montre [OHA 98] que I'Eq. [21] doit etre remplacee par 

p(x, w) = w2 Po cp(x, w) + ;r(w; u; cp) [24] 

ou le champ cp doit etre tel que 

[25] 

et ou ;r(w; u; cp) s'ecrit 

;r(w; u; cp) = ,;(w) { -w2 Po Ir1 (w; cp) - 1r2(u) + Irq (w)} [26] 

Dans I'Eq. [26], ;rl(w; cp ), ;r2 (u) et Irq (w) sont donnes par 

1 cp(x,w) 
;r1 (w;cp)= . Z( )ds(x) 

fz ZW X,W 
[27] 

7r2(u) = r u(x,w) 0 n(x)ds(x) 
lrurz 

[28] 

Irq(w) = __!__ r Q(x,w) dx 0 

Po Jo. ZW 
[29] 

Dans I'Eq. [26], ,;(w) est un nombre complexe donne par 

,;(w) = PoC~ X {1 + PoC~ { ds(x) }-l 
101 101 lrziwZ(x,w) 

[30] 

ou IOI designe le volume du domaine n. 
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5.2. Probleme aux limites pour le systeme vibroacoustique 

Equations pour Ia structure. L'equation d'equilibre dynamique pour Ia structure 
!ls s'ecrit 

-w2 
Ps1Li- O'ij,j(u) = g; dans !ls [31] 

ou p,,(x) est Ia masse volumique de Ia structure. Dans I'Eq. [31], Ia loi de comportement 
pour le domaine BF s'ecrit (voir chap. 4 de [OHA 98]) 

[32] 

ou Ekh (x, w) = ~ ( uk h + uh k) est le tenseur de deformation Iinearise. Les constantes - , , 
aijkh sont independantes de w pour Ia bande BF (ce qui ne sera pas le cas pour Ia 
bande MF). La condition aux Iimites sur rE s'ecrit O';j(u)n] = G;- PEirE n:{, soit 
en utilisant I'Eq. [ 18], 

La condition aux limites sur r u r z s'ecrit u;i (u)ny = G;- p(w) nf = G; + p(w) n; 
ou n = -n8 , soit en utilisant les Eqs. [24] et [26], 

sur rurz. 
[34] 

Equations pour le fluide acoustique interne dissipatif. Concernant le ftuide 
interne, I'Eq. [24] peut s'ecrire 

p(x,w) = p'(x,w) + 1r(w; u; <.p) 

avec 
p'(x,w) = w 2 Pn'P(x,w) 

que ]'on peut reecrire 
1 ' w2 

- p = - 'P dans !1 
PnC~ c~ 

Les champs p' et 'P doivent satisfaire les contraintes 

kp'dx = 0 

k <.pdx = 0 

[35] 

[36] 

[37] 

[38] 

[39] 

II a ete demontre (voir [MOR 95] pour le cas spectral non dissipatif et [OHA 98] 
pour le cas dissipatif avec sources et impedances de parois) que, pour obtenir des 
formulations symetriques pour le couplage de Ia structure avec le ftuide interne, 
permettant le calcul des modes elastoacoustiques par resolution de problemes 
generalises aux valeurs propres du type [A] X = w 2 

[ B] X avec [A] et [ B] 
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des matrices symetriques reelles (a I' aide de modeles elements finis avec matrices 
reelles symetriques conduisant a des modeles modaux reduits avec matrices reelles 
symetriques), il fallait introduire simultanement pour le fluide deux champs inconnus 
scalaires lies au champ de pression et au potentiel de dcplacement. L' equation regissant 
Ia dynamique du fluide acoustique interne dissipatif s'ccrit alors en terme des champs 
scalaires p' et zp, 

2 
1 1 · 2 2 W pl!r;, . ) 1 ( ) [ l - 2 p -lWTp"V i.p- p"V 'P = gQ- --.,-1r1 (w,zp- 2 K7r2 u dans 0, 40 
~ ~ ~ 

ou gQ est une fonction donnee, liee a Ia source acoustique interne Q, qui est definie 
par I'Eq. [44] ci-apres. La condition de Neumann surf s'ecrit 

p"(1+iwr)~: =p"u·n+GQ sur r, [41] 

ou G Q est une fonction don nee, liee a Ia source acoustique interne Q, qui est definie 
par I'Eq. [45] ci-apres. La frontiere fz (voir Figure 2) a des proprietes acoustiques 
modelisees par une impedance acoustique de paroi Z(x,w) a valeurs complexes qui 
est telle que 

p(x,w) = Z(x,w) {v(x,w) · n(x)- iwu(x,w) · n(x)}, Vx E fz, [42] 

ou v(x, w) est Ia vitesse dans le flu ide interne qui s' ecrit v(x, w) = iw V $(x, w) avec 
$( x, w) donne par I' Eq. [22] et ou n = - n5 . La condition de Neumann sur r z s' ccrit 
alors 

ou G Q z est une fonction don nee, liee a Ia source acoustique interne Q, qui est dcfinie 
par I'Eq. [46] ci-apres. La fonction gQ est definie dans 0 par 

1 () 1 21 2 ( gQ(x,w) =- r;, w 1rQ(w)- -:-Q(x,w)- TC" ---:,-V Q x,w) 
c~ lW w-

[44] 

G Q est definie sur r u r z par 

G ( ) 2 1 8Q(x,w) 
Q x, w = TC" w2 8n(x) [45] 

et G Q,Z est definie sur r z par 

[46] 
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5.3. Discretisation par elements finis 

On considere un maillage elements finis de Ia structure !1 5 et du fluide interne 
!1, les deux maillages etant supposes compatibles sur I' interface r U r z. So it 
U = ( U1 , ... , U ns) le vecteur complexe des ns DOL de Ia structure qui sont les valeurs 
nodales du champ de deplacement u. Soient cJ> = ( <P 1 , ... , <Pn) et P' = (p~, ... , p~) 
les vecteurs complexes des n DOL du flu ide qui sont lcs valeurs nodales des champs rp 
et p'. La discretisation par elements finis de Ia formulation variationnelle en U, rp et p' 

du probleme aux limites defini par les Eqs. [31] a [46], conduit au systeme complexe 
symetrique suivant 

[47] 

avec les contraintes correspondant a Ia discretisation par elements finis des Eqs. [38] 
et [39] 

LTP' = 0 [48] 

et ou Lest un vecteur de IRn. La matrice complexe symetrique [A(w)] est definie par 

[OJ 

[49] 

[OJ -b[M] 
Po 

ou [A5 (w)] est Ia matrice complexe symetrique (ns x ns) de raideur dynamique de Ia 
structure (qui n'est singuliere que pour w = 0 de par Ia presence des modes de corps 
rigide) qui s'ccrit 

[50] 

avec [M5 ], [D 5 (w)] et [K5 ]1es matrices (ns x ns) reelles symetriques de masse, de 
dissipation et de raideur de Ia structure in vacuo, Ia matrice [Af5 ] etant definie positive 
et les matrices [D5 (w)] et [K5 ] etant positives (et ayant le meme noyau). La matrice 
(ns x ns) complexe symetrique [AE (w/c1)] qui traduit les effets du fluide exterieur sur 
Ia structure, s' ecrit 

[51] 

ou [Br£ (w/c1 )] est Ia matrice (nE x nE) pleine complexe symetrique definie 
au paragraphe 4.5 et ou Ia matrice creuse rectangulaire (nE X ns) reelle [ e l 
correspond a Ia discretisation JWT [ 8] U par elements finis de Ia forme sesquilineaire 
( u, Jw) r+ 8( u, Jw) = IrE Jw u . n5 ds qui projctte u sur Ia normale a Ia surface r E. 

II est a noter que Ia matrice [ AE ( wjc{) l a des !ignes et des colonnes de zeros pour les 
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n<J:uds gui ne sont pas localises sur r E. La matrice [ J] est une matrice ( ns x ns) 
reelle symetrique qui s'ecrit 

[52] 

ou II2 est le vecteur dans IRns tel que IIf correspond a Ia discretisation de Ia forme 
lineaire 71'2 (u) definie par l'Eq. [28]. La matrice [ J] a des !ignes et des colonnes 
de zeros pour les nreuds qui ne sont pas localises sur r u r z. La matrice ( n X n) 
reelle symetrique positive [ K] correspond a Ia discretisation de Ia forme sesquilineaire 
k(tp, 6tp) =Po In Vtp · V6tp dx. La matrice [Dr(w) est definie par 

[Dr(w)] = T(w) [ K] [53] 

La matrice (n x n) complexe symetrique [S2 (w)] correspond a Ia discretisation 
de Ia forme sesquilineaire s2 (w;tp,6tp) -p~w2 Ir

2
(iwz)- 1 'P 6tp ds + 

w2 ~~:(w)p~7ri(w;tp)7r 1 (w;6tp) et est telle que w- 1 8'm[S2 (w)] est positive. II est a 
noter que Ia matrice [S2 (w)] a des !ignes et des colonnes de zeros pour les nreuds 
qui ne sont pas localises sur r z. La matrice ( n x n) reelle [ M] symetrique 
definie positive correspond a Ia discretisation de Ia forme sesquilineaire m(p', 6p') = 
(Pole~) In p' 6p' dx. La matrice rectangulaire (ns x n) complexe [C(w)] s'ecrit 

[54] 

ou Ia matrice (ns X n) reelle [Co] correspond a Ia discretisation de Ia forme 
sesquilincaire c0 ( tp, 6u) = Po Irur z 'P n · 6u ds et ou II 1 (w) est le vecteur dans 

C" tel que rrl (w) T correspond a Ia discretisation de Ia forme lineaire 71'j (w; 'P) definie 
par l'Eq. [27]. La matrice [C(w)] a des !ignes et des colonnes de zeros pour les nreuds 
qui ne sont pas localises sur r u r z. La matrice ( n X n) reelle symetrique [ c!] s, ecrit 

[C!] = c~ [M] 
Po 

[55] 

et correspond a Ia discretisation de Ia forme sesquilineaire c1 (p', 6tp) = In p' 6tp dx. 
Le lecteur trouvera les expressions (en fonction des donnees) du second membre de 
l'Eq. [ 4 7] dans les chap. II et 13 de [OHA 98]. So it P = (PI, ... , Pn) le vecteur des 
DDL constitues des valeurs de Ia pression p aux nreuds du maillage du fluide interne 
!1. II est calcule par 

[56] 

5.4. Modele reduit matriciel symetrique 

On commence par calculer les modes de Ia structure in vacuo et les modes 
acoustiques de Ia cavite interne avec parois fixes. Les modes de Ia structure sont 
obtenus en resolvant le probleme generalise aux valeurs propres 

[57] 
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qui donne les valeurs propres ,\~ = { w~ F telles que 0 = ,>..f = ... = ,>..g < ,>..f :::; 
,\~ .... Les vecteurs propres U1 , ... , U6 associes aux valeurs propres ,\~ = 0 sont 
les six modes de corps rig ide et les vecteurs pro pres {Ua, o: .2': 7} sont les modes 
elastiques. On ales proprietes d'orthogonalite pour o: 2: 1 et {3 2: 1, 

[58] 

Les modes acoustiques de Ia cavite avec parois fixes sont obtenus en resolvant le 
probleme generalise aux valeurs propres 

[K] <I>=,\ [M] <I> avec LT <I>= 0 , [59] 

qui donne les valeurs propres Aa = {WaF telles que 0 < ,\1 :::; ,\2 .... Les vecteurs 
pro pres { <1> 1 , <1> 2 , ... } sont les modes acoustiques. On ales proprietes d' orthogonalite 

[60] 

Pratiquement, on resoud I'Eq. [59] sans Ia liaison et I' on ne conserve que les vecteurs 
propres associes aux valeurs propres strictement positives (modes acoustiques). Le 
modele matriciel reduit est obtenu en projetant I'Eq. [47] sur les Ns premiers modes 
de structure U 1 , ... , UN 

5 
( comprenant les modes rigides) et les N premiers modes 

acoustiques <I> 1 , ... , <I> N. On introduit Ia matrice ( ns x N s) reelle [ U] et Ia matrice 
(n X N) reelle [ <f> l telles que 

[61] 

On considere alors les changements de base 

U = [U]q5 <l>=[<l>]q, P'=[<l>]r. [62] 

La projection de I'Eq. [47] donne 

[63] 

ou Ia matrice complexe [A(w)] est symetrique et definie par 

[0] 

[64] 

[OJ ~[M] 
Po 

La matrice [A5 (w )] est une matrice complexe (N 5 x N 5 ) symetrique qui s'ecrit 

[65] 
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avec [A-1 5 ]1a matrice de masse generalisee de Ia structure qui est reelle, (Ns x N 5 ), 

diagonale, definie positive, [D 5 ( w) ]Ia matrice generalisee de dissipation de Ia structure 
qui est reelle, (Ns x Ns), pleine, symetrique, positive et [K5 ]1a matrice de raideur 
generalisee qui est une matrice reelle, (Ns x N 5 ), diagonale, positive, telles que 

[M 5 ]atJ=fL;ba/3 , [D5 (w)]=[Uf[D5 (w)][U] , 

[K5 ]a/3 = IL; >.; ba/3 [66] 

La matrice (Ns x N 5 ) complexe symetrique [AE(wjc,)] s'ecrit 

La matrice [J] est une matrice reelle, (Ns x N 5 ), symetrique, positive, qui s'ecrit 

[68] 

Les matrices [M], [K] et [DT(w)] sont des matrices reelles, (N x N), diagonales, 
definies positives, telles que 

[M ]a/3 =/La ba/3 , [K]a/3 =/La Aabn/3 , [DT(w)]a!l = r(w) /La Aabaf] . 
[69] 

La matrice [Sz(w)] est une matrice complcxe (N x N) pleine symetrique qui s'ecrit 
[Sz(w)] = [<I> f [SJw)] [<I>] et qui n'utilise que les valeurs des modes acoustiques sur 
Ia surface rur z. La matrice [ C(w)] est unc matrice complexe, rectangulaire(Nsx N), 
pleine, qui s'ecrit 

La matrice [ C!] est une matrice reelle (N x N) diagonale definie positive telle que 

[71] 

Enfin les forces generalisees s'ecrivcnt F 5 (w) = [UfFs(w) et Fq(w) = 
[<I>jTFQ(w). 

5.5. Calcul de lafonction de reponse enfrequence 

Pour calculer Ia fonction de reponse en frequence (FRF) dans Ia bandc BF, on 
elimine r dans l'Eq. [63] et !'on obtient 

[72] 
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ou Ia matrice complexe [A(w)J est symetrique et est definie par 

[

[A5 (w)J-w2 [AE(wjc,)J+K(w)[JJ -w2 [C(w)J l 
[73J 

-w2 [C(w)f iw3[DT(w)J +w2 [KJ +w2 [S 2 (w)J-w4 [MJ 

Pour tout w i' 0, Ia matrice [A( w) J est inversible et I' on obtient 

[74J 

ou [T(w)J est une matrice complexe, ((Ns+N) x (Ns+N)), symetrique, telle que 

[T(w)J = [A(w)t 1
. Le champ de deplacement dans Ia structure et Ia pression dans 

Ia cavite acoustique sont calcules en utilisant les Eqs. [62] et [56]. 

5.6. Calcul des modes elastoacoustiques 

Les modes elastoacoustiques sont ceux du systeme conservatif associe constitue 
de Ia structure coup lee avec le flu ide acoustique interne, en remplacant K( w) et [ C ( w) J 
par K(O) et [ C(O)J respectivement. Les Eqs. [63] et [64] donnent alors le modele 
reduit matriciel symetrique 

[OJ [OJ [OJ q 
[

[K
5
J +K(O)[JJ [OJ [OJ l [ qsl 

[OJ [OJ -\-[MJ r 
Po 

[C(O)J [OJ l [ qsl 
-[KJ ~[Cl] q 

;:\-[Cl]T [OJ r 
() 

[75J 

qui correspond a un probleme symetrique aux valeurs propres. En eliminant q dans 
I 'Eq. [75], on obtient un probleme symetrique generalise aux valeurs propres dont Ia 
matrice de "masse" est definie po.sitive, 

[76J 

avec 

[77J 

N 1 
[Ml]a{J = Jj~ bap + L -). [C(O)Ja1 [C(O)J~Jr , 

r=l Jj, ' 

1 
[McJaiJ = --,[C(O)Ja~J 

Po A a 
[78J 
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Les modes elastoacoustiques exprimes en termes du champ de deplacement de Ia 
structure et de Ia pression dans le ftuide interne sont calcules en utilisant les Eqs. [62] et 
[56] avec q = [K]- 1 ([C(O)jT q5 + ~ [C1] r) ou [K] et [CI] sont les matrices diagonales 

co 
definies par les Eqs. [69] et [71]. II est a noter que les modes elastoacoustiques (voir 
aussi le chap. 13 de [OHA 98]) tiennent compte des effets de raideur de !'impedance 
de paroi sur r z (effets de raideur non pris en compte dans le chap. 9 de [MOR 95]). 

Ces modes elastoacoustiques peuvent etre utilises pour calculer Ia fonction de 
reponse en frequence en incluant les termes de correction quasi-statique pour accelerer 
Ia convergence de Ia projection modale. II est a noter que le probleme aux limites decrit 
au paragraphe 5.2 est bien pose pour le probleme statique (frequence nulle). Toutefois, 
Ia methode presentee au paragraphe 5.5 est preferable, que le ftuide acoustique interne 
soit un gaz ou un liquide. 

6. Modelisation, discretisation par elements finis, methode de reduction en 
vibroacoustique moyennes frequences 

On considere le probleme ctecrit au paragraphe 3 (voir Figure 2). Contrairement 
au domaine BF, le calcul des modes elastoacoustiques et Ia construction de modeles 
reduits modaux ne sont pas praticables pour le domaine MF. Dans ces conditions, on 
peut choisir pour le couplage de Ia structure avec le ftuide interne une formulation ne 
faisant intervenir qu'un seul champ scalaire inconnu pour le ftuide tout en preservant 
Ia symetrie des matrices globales pour le probleme couple. II a ete ctemontre que pour 
le probleme considere, le champ scalaire pour le ftuide interne dissipatif est un champ 
relie au potentiel des vitesses. Concernant les details des developpements qui sui vent, 
on renvoie le lecteur au chap. 14 de [OHA 98]. 

6.1. Expression du champ de pression dans lejluide acoustique interne 

On introduit alors le champ scal~re 'lj; rel~e a <p introduit au paragraphe 5.1 par 

'lj; = iw t.p. Le potentiel des vitesses 'lj; s' ecrit 'lj; = iw (j5, c' est-a-dire en utilisant I 'Eq. 

[22],~(x,w) = (l+iwT)'Ij;(x,w)+(Tc~/Po)Q~:w). Danscesconditions(voir[OHA 
98]) on a 

p(x, w) = -iw Po 'lj;(x, w) + 1r(w; u; 'lj;) [79] 

ou le champ 'lj; doit etre tel que 

l 'lj;dx = 0 [80] 

et ou 1r(w; u; 'lj;) s'ecrit 

[81] 
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Dans I 'Eq. [81], 1r1 (w; 1/J ), 1r2 ( u) et JTQ (w) sont donnes par 

f. 1/J(x, w) 
1r1 (w; 1,6) = . Z( ) ds(x) 

lz lW x,w 
[82] 

7r2(u)= r u(x,w)·n(x)ds(x) 
Jlulz 

[83] 

JTQ(w) = 2_ r Q(~,w) dx . 
Po Jn lW 

[84] 

Dans l'Eq. [81], K(w) est un nombre complexe donne par 

K ( w) = Po c~ X { 1 + Po c~ r ds (X) } ~ 
1 

IDI IDI },z iw Z(x, w) 
[85] 

ou IDI designe le volume du domaine n. 

6.2. Probleme aux limites pour le systeme vibroacoustique 

Equations pour Ia structure. L'equation d'equilibre dynamique pour Ia structure 
ns s'ecrit 

2 -w p, u; - a;J,J ( u) = g; dans Ds [86] 

ou p,(x) est Ia masse volumique de Ia structure. Dans l'Eq. [86], Ia loi de comportement 
pour le domaine MF s'ecrit (voir le chap. 4 de [OHA 98]) 

aij(x,w) = (aijkh(x,w) +iwbijkh(x,w)) Ekh(x,w) [87] 

ou Ekh (x, w) = ~ ( uk,h + uh,k) est le tenseur de deformation linearise. La condition 
aux limites sur rE s'ecrit a;J(u)nf = G;- PEirE nf, soit en utilisant l'Eq. [18], 

17;j(u)nJ=G;-pdonneelrEnf-iwZ,E(w){u·n5}nf sur fE· [88] 

La condition aux limites sur r U r z s'ecrit a;J (u)nJ = G;- p(w) nf = G; + p(w) n; 
ou n = -n5 , soit en utilisant l'Eq. [79], 

lJij (u) nf = G;+K JTQ n; -iw Po 1/J n; +iwpo K 1Tl (w; 1/J)n;- K 7r2(u)n; sur rur z. 
[89] 

Equations pour le ftuide acoustique interne dissipatif. Le champ 1/J(x,w), qui 
verifie Ia contrainte definie par l'Eq. [80], satisfait !'equation suivante 
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ou 9q est defini par I'Eq. [93] ci-dessous. La condition de Neumann surf s'ecrit 

(1 . ) 81/; . . G 
p" + lWT On = lW p" U · n + lW Q sur r ' [91] 

avec Gq defini par I'Eq. [94] ci-dessous. La frontiere fz (voir Figure 2) a des 
proprietes acoustiques modelisees par une impedance acoustique de paroi Z(x, w) a 
valeurs complexes qui est definie, comme en BF, par I'Eq. [42]. La condition de 
Neumann sur fz en presence de !'impedance acoustique de paroi s'ccrit 

. 81/; . w2p~ 
p"(1 + lWT)-;:;- = lW p" U · D + -. -1/J 

un twZ 
w2 p~Ko iwKop" . . 

--.--7ri(w;1j;)--.-7r2 (u)+twG +twG surfz, [92] twZ twZ q Q.z 

avec G Q.Z defini par I'Eq. [95] ci-dessous. La fonction 9q est definie dans n par 

) _1 ) () 1 ( 21 2 gq(x,w -- Ko(w 7rq w - -:-Q x,w)- TC" ---:;-V Q(x,w) 
c~ tw w-

[93] 

G Q est definie sur r u r z par 

( ) 
2 1 8Q(x,w) 

Gq x, w = TC" w2 8n(x) [94] 

et G Q.Z est definie sur r z par 

[95] 

6.3. Discretisation par elements finis 

On considere un maillage elements finis de Ia structure f1s et du fluide interne 
n, les deux maillages etant supposes compatibles sur I' interface f U f z. So it 
U = (U1 , ... , Uns) le vecteurcomplexe des ns DDL de Ia structure qui sont les valeurs 
nodales du champ de deplacement u. Soit 'It = (w 1 , ... , Wn) le vecteur complexe 
des n DDL du fluide qui sont les valeurs nodales du champ 1/J. La discretisation par 
elements finis de Ia formulation variationnelle en u et 1j; du probleme aux Iimites defini 
par les Eqs. [86] a [95], conduit au systeme complexe symetrique suivant 

[96] 

avec Ia contrainte correspondant a Ia discretisation par elements finis de I'Eq. [80] 

[97] 
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ou L est un vecteur de IR". La matrice complexe symetrique [A( w)] est definie par 

[

[A5 (w)]- w2 [AE(wjc,)] + ~~:(w)[J] 
[A(w)] = 

iw [C(w)f 

iw[C(w)]l 

-[AF(w)] 
[98] 

ou [A5 (w )] est Ia matrice complexe symetrique (ns x ns) de raideur dynamique de Ia 
structure (qui n' est singuliere que pour w = 0 de par Ia presence des modes de corps 
rigide) qui s'ecrit 

[99] 

ou [M5 ], [D5 (w)] et [K5 (w)]Ies matrices (ns x ns) reelles symetriques de masse, 
de dissipation et de raideur de Ia structure in vacuo, Ia matrice [ M 5 ] etant definie 
positive et les matrices [D 5 (w )] et [K5 (w)] etant positives (et ayant le me me noyau). 
On notera que, contrairement a Ia modelisation BF, Ia matrice de raideur depend dew 
en MF. La matrice ( ns x ns) complexe symetrique [ AE ( wjc,)] qui traduit les effets du 
ftuide exterieur sur Ia structure, est celle definie par l'Eq. [51] et Ia matrice (ns x ns) 
reelle symetrique [ J] est celle definie par l'Eq. [52]. La matrice (n x n) complexe 
symetrique [ AF ( w)] est inversible pour tout w -:f. 0 et s' ecrit 

[100] 

Les matrices (n x n) reelles [ M], [ K] et [Dr(w)] et Ia matrice (n x n) complexe 
[S2 (w)] sont les matrices definies au paragraphe 5.3. La matrice rectangulaire (ns x n) 
complexe [C(w)] est definie par l'Eq. [54]. Le lecteur trouvera les expressions (en 
fonction des donnees) du second membre de l'Eq. [96] dans les chap. II et 14 de 
[OHA 98]. Soit P = (p1 , ... ,Pn) le vecteur des DDL constitues des valeurs de Ia 
pression p aux nreuds du maillage du ftuide interne fl. II est calcule par 

6.4. Introduction d'une methode a deux echelles de temps, dite methode MF, pour 
le calcul des fonctions de reponse en frequence dans le domaine des moyennes 
frequences 

Conformement a ce qui a ete indique dans le paragraphe 2, nous presentons ci­
apres une methode a deux echelles de temps [SOl 82] (dite methode MF) qui permet de 
resoudre I'Eq. [96] sans avoir a resoudre le systeme lineaire frequence par frequence, 
ce qui n' est pas praticable. No us en presentons les gran des I ignes et renvoyons le 
lecteur aux chap. 7 et 14 de [OHA 98] pour les details. Soit IBMF Ia bande large MF 
d'analyse definie par 

IBMF = [ w · · ' w fi ] MF,lnit MF, nal [102] 
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On considere une bande etroite MF notee lB., et definie par 

lB., = [ !!, - 6.w /2, !!, + 6.w /2] [103] 

ou !!, > 0 est Ia frequence centrale de Ia bande lB., et 6.w sa largeur de bande telle 
que 0 < 6.w < 2 !!,. On associe a Ia bande lB., Ia bande de meme largeur IB0 telle que 

IBo = [ -6.w/2, 6.w/2] [104] 

Par definition Ia bande lB., est une bande etroite MF si 6.w j!!, « 1. On introduit alors 
deux echelles de temps Tl et T t tel!es que Tl = 2n/6.w et T t = 2n/f!,. ong cour ong cour 

On a Tcourt /Tiong = 6.w ;n, « 1. En consequence, Tcourt represente une echelle de 
temps courte associee a Ia frequence centrale !!, de Ia bande MF et T

1 
represente 

ong 
une echelle de temps longue associee a Ia largeur 6.w de Ia ban de MF etroite lB.,. La 
bande IB0 est appelee Ia bande BF associee a Ia bande MF etroite lB., car elle ne fait 
intervenir que I, echelle de temps longue Tlong. Pour tout w dans IBMF, on a a construire 

Ia FRF [lf(w)] = [A(w)t 1 ou [A(w)] est definie par l'Eq. [98]. Pour construire cette 
FRF, on reecrit les Eqs. [96] et [97] comme suit 

[A(w)] Y(w) = B,(w) B wE lB., avec Y(w) = [~~:~] [105] 

avec Ia contrainte 
wE lB., [106] 

le second membre de l'Eq. [I 05] correspondant a une classe particuliere d' excitation 
relative a Ia bande MF etroite lB.,. Le vecteur complexe Best independant dew et 
B., (w) est une fonction a valeur complexe de carre integrable sur IR telle que 

Bv(w) = 0 Vw tJ. lB., [107] 

Soit B,(t) Ia fonction de IR dans IC definie comme Ia transformee de Fourier inverse 
B,(t) = (2n)- 1 f

13
" eiwt B,(w) dw. On a done e,(w) =fiR e-iwt B,(t) dt. Le signal 

BF B0 (t) associe a B,(t) est defini par 

[108] 

En prenant Ia transformee de Fourier de l'Eq. [I 08], on en deduit que 

Bo(w) = Bv(w + !!.,) Vw E IR [109] 

Par consequent, B0 (w) = 0 pour tout w tJ. IB 0 et done B0 (t) est un signal BF sur Ia 
ban de IB0 qui n 'a que l'echelle de temps longue T

1 
• La matrice symetrique complexe 

ong 

[A(w)] definie par l'Eq. [98] peut s'ecrire 

[A(w)] = -w2 [ft1(w)] + iw [[)(w)] + [IK(w)] [llO] 



Methodes numeriques en vibroacoustique 629 

ou [rM(w)], [[)(w)] et [IK(w)] sont des matrices symetriques complexes definies par 

[IK(w)] = 

avec 

[0] l 
-[M] 

[C(w)] l 
-[Dr(w)] - [s; (w)] 

[
[K5 (w)]+~~:(w)[J] [0] l 

[OJ -[K]- [S:(w)] 

[111] 

[112] 

[113] 

[114] 

ou les matrices [S:(w)] et [s; (w)] sont telles que [S:(w)] = Re [S2 (w)] et 
w [S;(w)] = 'Jm[S2 (w)]. PourconstruirelaFRF,onprendBv(w) = 1pourw E IBvet 
B represente les vecteurs de Ia base canonique de IR" 5 + n. La methode proposee permet 
de calculer Ia reponse pour differents types d' excitations dcterministes et aleatoires, 
des que Ia solution du probleme defini par les Eqs. [I 05] et [I 06] est construite ; nous 
renvoyons le lecteur a [OHA 98] pour les details. Dans Ia methode MF, on remplace 
l'Eq. [105] par I' approximation 

ou les matrices complexes [rMv]. [[)v] et [IKv] dependent de Ia bande IBv mais sont 
constantes a I' interieur de Ia ban de et sont telles que 

On montre, moyennant des hypotheses usuellement verifices par les applications, que 
w H [rM(w)], [[)(w)] et [IK(w)] sont des fonctions lentement variables sur Ia bande MF 
etroite IBv (voir [OHA 98]). On introduit le problcme de Cauchy tempore! 

avec Ia contrainte 

[118] 

et les conditions initiales 

Y 0 (ti ) = 0 , Yo(t ) = 0 , 
I 

[119] 
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ou Y0 (t) est tel que 

y (t) = [Uo(t)] 0 'll'o(t) [120] 

et ou les matrices complexes symetriques [iDv] et [iKv] sont telles que 

[iKv] = -0~ [01v] + i flv [[)v] + [D<v] [121] 

On montre alors que Ia solution du probleme MF defini par les Eqs. [105] et [106) 
peut etre approchee d'aussi pres que l'on veut par 

mf 

Yv(w) ~ l.,Jw) D..t L Y0 (m6.t) e-im~t(w-r2v) Yw E IR [122] 
m=nl. 

I 

avec l.,Jw) = 1 si w E IBv et = 0 si w rt- IBv et ou les entiers mi et mf sont tels 
que ti = mi D..t et tf = mfD..t avec D..t = 21r / D..w. L' en tier negatif mi et I' en tier 
positif mf sont determines avec des criteres precis que I' on trouvera dans le chap. 7 de 
[ OHA 98]. Donnons quelques indications sur le choix de ces parametres. L' experience 
acquise montre que mi = -3 est un bon compromis pour le choix correspondant a 
B0 (w) = I.,

0
(w), c'est-a dire B0 (t) = (1rt)- 1 sin(t D..w/2). En ce qui concerne mf, on 

montre que sa valeur peut etre estimee par Ia formule 

In 10 
[123] 

ou ~v designe le taux de dissipation moyen du systeme mecanique sur Ia bande IBv . 
Typiquement pour D..w/Ov = 1/10 et ~v ~ 0.01, on a mr ~ 4. II est a noter que Ia 
solution MF est calculee directement par I 'Eq. [ 122) a partir de Ia seule connaissance 
de Ia solution Yo ( t) du probleme BF defini par les Eqs. [ 117) a (119), probleme 
qui est rcsolu classiquement a I' aide d'un algorithme d'integration tempore! pas a pas 
implicite inconditionnellement stable du type Newmark. En ce qui concerne le pas 
de temps c5t d'integration d'un tel schema, il doit etre tel que c5t = D..t/p avec p > 1. 
L'experience montre que p = 3 est une valeur appropriee. La tres grande efficacite 
de cette methode provient du fait que, d' une part, I' echelle de temps courte est traitee 
exactement (analytiquement) a coGt numerique nul et que, d'autre part, seule l'echelle 
de temps longue est traitee numeriquement par des algorithmes classiques (resolution 
du probleme BF associe). De plus, pour les bandes MF et meme en presence de 
dissipation faible, plus D..w /Ov sera petit et plus le nombre de pas de temps c5t sera 
faible. Typiquement, on voit done que, pour D..w /Ov = 1/10 et ~v ~ 0.01, toute Ia 
dynamique en module et en phase est obtenue pour tout w dans IBv avec seulement 
7 x p pas de temps, c'est-a-dire de l'ordre de 20 pas de temps pour p = 3. Enfin 
signalons que Ia structure algebrique particuliere des matrices [ J] et [ S2 (w )] permet de 
decomposer Ia matrice [A(w)] definie par I'Eq. [110] comme Ia somme d'une matrice 
creuse avec une matrice de Ia former rT ou r est un vecteur. On peut alors mettre en 
oeuvre une procedure numerique specifique pour diminuer les coOts numeriques (voir 
chap. 14 de [OHA 98]). 
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6.5. Modele reduit matriciel symetrique 

Dans le contexte de Ia construction d'un modCle nSduit en dynamique MF, Ia 
problematique est Ia suivante. Comment peut-on remplacer pour le calcul de Ia 
reponse dans Ia bande MF, Ia base modale de Ia structure (methode de type BF qui 
devient impraticable en MF), par une autre base qui soit calculable et adaptee a Ia 
bande MF? 

On propose [SOl 98] une methode qui consiste a prendre Ia base du sous-espace 
propre dominant de l'operateur d'energie associe a Ia bande MF. Par mesure de 
simplification, nous limiterons !'expose au cas d'une structure non couplee avec des 
fluides acoustiques af1n de presenter simplement les concepts. Pour le cas d'une 
structure in vacuo, I'Eq. [96] se reduit a 

[A5 (w)] U(w) = Fs(w) [124] 

Cette equation correspond a Ia discretisation par elements finis de Ia formulation 
variationnelle du probU:me continu pour Ia structure dont I' equation abstraite s' ecrit 
A5 (w)u(w) = fs(w). On considere Ia bande MF notee IBv (cf. Eq. [103]) et on 
introduit l'operateur d'energie mecanique totale EIBv sur Ia bande IBv des vibrations 
de Ia structure dissipative. On montre que cet operateur est symetrique defini positif, 
qu'il a un ensemble denombrable de valeurs propres positives, que les fonctions 
propres correspondantes forment une base reelle complete de l'espace admissible V 
des champs de deplacement de Ia structure, et enfin que Ia serie des valeurs propres 
est sommable. Cette derniere propriete permet de construire une strategic d'approxi­
mation en considerant le sous-espace vectoriel V N de V engendre par les N fonctions 
propres associees aux N plus grandes valeurs propres (sous-espace propre dominant). 
On obtient le modele matriciel reduit relatif a Ia bande MF consideree en projetant 
I' Eq. [ 124] sur cette base. II est important de noter que, d' une part, Ia base reelle 
uti Iisee tient compte de Ia dissipation du systeme mecanique (propriete essentielle pour 
le domaine MF) et d' autre part, que Ia dimension du sous-espace propre dominant reste 
petite (quelques dizaines en pratique pour des bandes MF etroites). On donne ci-apres 
les grandes !ignes de Ia methode. Pour les details, on renvoie le lecteur au chap. 8 de 
[OHA 98] eta [SOl 98]. 

6.5.1. Introduction de I' operateur d' energie et discretisation par elements finis 

Supposons provisoirement que fs(w) s'ecrive fs(w) = Bv(w) f avec Bv definie 
au paragraphe 6.4, telle que IBv ( -w) I = IBv (w) I et ou f est independant de Ia 
frequence (pour Ia discretisation par elements finis on aura done F5 (w) = Bv(w) F 
avec F un vecteur complexe independant de Ia frequence). Cette hypothese est 
utilisee uniquement pour construire Ia base fonctionnelle de reduction adaptee au 
domaine MF. Une fois le modele reduit MF obtenu avec cette base, Ia reponse 
du systeme mecanique pourra etre calculee avec le modele reduit pour toute 
excitation deterministe ou aleatoire n'utilisant pas cette hypothese restrictive (mais 
necessaire pour Ia construction de Ia base fonctionnelle afin d' obtenir un modele 
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reduit valablc pour tout type d'excitation). Pour tout w fixe dans IBv ut!L, avec 
iBv = [ -0,/- ~w /2, -Ov + ~w /2], le probleme variationnel a une unique solution 
uf ( w) a valeurs dans I' espace admissible v et s, ecrit 

[125] 

ou T 5 ( w) est I' operateur de reponse en frequence dont Ia discretisation par elements 
finis s, ecrit 

[126] 

ou le symbole * designe Ia matrice adjointe et Ia barre designe Ia conjugaison. L' energie 
EIB"(ur) de Ia vibration ur donnee par I'Eq. [125] est definie comme deux fois Ia 
valeur de l'energie cinetique totale de Ia structure, c'est-a-dire en utilisant Ia formule 
de Plancherel, 

[127] 

avec m5 (u,v) = Ins p5 u(x,w) · v(x,w)dx. Soient ur(w) = Bv(w)T5 (w)f 
et ug(w) = Bv(w)T5 (w)g les reponses dues aux excitations Bv(w)f et Bv(w)g 
respectivement, ou f et g sont toujours independants de w. L'operateur d'energie 
EIBv relatif a Ia bande IBv est defini par 

[128] 

On deduit alors que EiBv ( uf) =« EIBv f' f ». II est a noter que I, operateur EIBv depend 
de Ia bande IBv et de ev. mais est independant de f et g. On montre que EIBv est reel, 
symetrique, defini positif, dont !'image est un sous-espace de V ct s'ecrit 

[129] 

ou Re designe Ia partie reelle, ou T 5 ( w) * est I' operateur adjoint de T 5 ( w) et ou M 5 est 
I' operateur lineaire de masse associe a Ia forme sesquilineaire m 5 ( u, v). On demontre 
de plus que l'operateur E 18 " admet un ensemble denombrable de valeurs propres po­
sitives decroissantes, chacune ayant une multiplicite finie, )q 2: ).2 2: ... --+ 0. Les 
fonctions propres correspondantes {en }n;:>l telles que 

[130] 

sont des fonctions en (x) de 0 dans IR3 et constituent une famille complete dans 
I'espace admissible V, orthonormales pour le produit scalaire « u, v»= Ins u(x, w) · 
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v(x, w) dx. De plus Ia serie des valeurs propres est sommable I:~~ .\"' < +oo et sa 
trace s'ecrit 

+oo 

tr EIB" = L A0 < +oo [131] 
n=l 

So it {b1 , ... , bn} une base elements finis relative a un maillage elements finis du 
domaine f1 5 et soit V, le sou>-espace engendre par cette base (nous avons note n et 
non pas ns Ie nombre de DDL de Ia structure afin de simplifier les notations). La 
projection EIBv ,n de I, operateur EIBv sur Vn s, ecrit 

n 

EIBv,nf= L [En]a!J «f,btJ»ba 
a,/J=l 

ou [En] est Ia matrice n~elle ( n x n) symetrique telle que 

[En] = { [en(w)] dw 
JIB" 

[132] 

[133] 

[134] 

6.5.2. Probleme gbu!ralise aux valeurs pmpres de /'approximation de dimensionfinie 
de l'operateurd'energie 

Chaque fonction pro pre e~ telle que EIBv 'n e~ = .\~ e~ s, ecrit e~ = L~= 1 P::, ba. 
En introduisant le vecteur pv= (P{', ... , P;:), on voit que les valeurs propres {.\), ... , 
.\~} et les vecteurs propres associes {P1 , .. . , pn} sont les solutions du probleme 
generalise aux valeurs propres, 

[135] 

avec [ G] et [ H] des matrices relies (n x n) symetriques definies positives telles que 

[ G ]~Ja =« ba , b13 » [H] = [G] [En][G] [136] 

Les vecteurs propres {P1
, . .. , P"} constituent une base de IRn et vcrifient Ies proprie­

tes d' orthogonalite suivantes, « e~ , e~, »= pv' T [ G] pv = 6vv' et pv' T [ H] pv = 
6vv' .\~. 

6.5.3. Construction du nwdele matriciel reduit MF adaptee a Ia band IBv 

Soit [ P ]Ia matrice reelle (n x N) dont les colonnes sont les N vecteurs propres 
{P1

, ... , pN} qui correspondent aux N plus grandes valeurs propres Xi' 2 ... 2 .\!v. 
Le modele matriciel reduit MF de dimension N relatif a Ia bande IBv s'obtient en 
projetant I'Eq. [124] sur {P1 , ... , pN} et s'ecrit 

[137] 
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avec 

q5 (w) = [P]U(w) 

[A~(w)] = [P]T [A5 (w)][P] 

:Fs(w) = [ P]T Fs(w) 

6.5.4. Methode de construction du sous-e space propre dominant 

[138] 

[139] 

[140] 

Nous donnons ci-apres les elements principaux de Ia methode qui permet d'eviter 
Ia construction explicite de Ia matrice [En] (en effet, rappelons que cette matrice de 
dimension (n X n) est pleine dans le cadre de Ia methode des elements finis, alors que 
Ia matrice [A.5 (w)] est creuse). 

On utilise Ia methode d' iteration dans les sous-espaces pour resoudre le probleme 
spectral defini par l'Eq. [ 135]. Soit m Ia dimension du sous-espace pour les iterations, 
qui est telle que N < m « n (en pratique [BAT 76], on prend m = min{2N, N +8} ). 
Comme l'algorithme usuel de Ia methode d'iteration dans les sous-espaces est adapte 
au calcul des plus petites valeurs propres (et non pas des plus grandes), le probleme 
spectral initial defini par l'Eq. [ 135] est reformule comme suit : calculer les N 
plus petites valeurs propres et les vecteurs propres associes du probleme generalise 
symetrique aux valeurs propres, 

[G][5] = [H][5][f] [141] 

ou [ 5 l est Ia matrice reelle ( n X m) et [ r l est Ia matrice diagonale reelle ( m X rn) 
tellesque[5f[H][5] =[I] et [5]T[G][5] = [r]. Onaalorslesrelations 

suivantes [A]= [r]- 1 et [P] = [5] [r]- 112 , ou [A] est une matrice diagonale 
reelle (m x m) et les N plus grandes valeurs propres cherchees sont telles que 

>.;' = [A] 11 ;::: ... ;::: >.'Jv = [A]NN et ou [P] est Ia matrice reelle (nxm) 
dont les N premieres colonnes sont les vecteurs propres P1

, ... , pN qui definissent 
Ia matrice [P]. En examinant l'algorithme d'iteration dans les sous-espaces, on voit 
que Ia matrice [En] n 'est utili see qu' une seulc fois a chaque iteration pour calculer une 
matrice [ W j reelle ( n X m) telle que 

[W] =[En] [X] [142] 

ou [X] est une matrice reelle ( n x rn) connue. La methode presentee ci-apres permet 
de calculer [ W] connaissant [X] sans avoir a calculer explicitement Ia matrice [En]· 

Procedure indirecte dans le domaine frequentiel. La matrice [X] etant reelle, 
Ia matrice [ W] peut s' ecrire 

[W] = ~" Re { [Z(w)]} dw [143] 
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ou [ Z (w )] est une matrice complexe (n x m) qui est Ia solution du systeme lineaire 

[A5 (w)] [Y(w)] = x(w) [X] 

[A5 (w)] [Z(w)] = [M5
] [Y(w)] 

[144] 

[145] 

avec x(w) Ia fonction definie sur IR par x(w) = ~ w2 IBv(wW liBv (w). Cette procedure 
requiert Nrreq » 1 factorisations de Ia matrice [A5 (w)J, ou Nrreq est le nombre de 
points de frequence de Ia bande IBv necessaire pour estimer Ia fonction w H [T5 (w)] 
sur Ia bande IBv. 

Procedure indirecte dans le domaine tempore). La procedure est basee sur 
!'utilisation de Ia methode MF presentee au paragraphe 6.4 pour resoudre les Eqs. 
[144] et [145] sur Ia bande IBv, qui ne requiert alors que Ia factorisation d'une seule 
matrice complexe ( nxn) (qui est ere use dans le cas de Ia methode des elements finis), au 
lieu de Nrreq » 1 factorisations. So it Xo ( t) Ia fonction telle que Xo ( t) = e -ill" t X ( t) 
avec x(t) = (1/27r) f18 " eiwt x(w) dw. On en deduit que Ia transformee de Fourier 

Xo(w) =fiR e-iwt Xo(t) dt est telle que xo(w) = 0 si w ~ IBo ou IBo est Ia bande basse 
frequence associee a Ia bande IBv, definie par l'Eq. [104]. La fonction xo(t) est le 
signal BF associ€ au signal MF x(t). Soient [D~J et [K~] les matrices symetriques 
(n x n) telles que 

[146] 

Alors Ia matrice [ W J telle que [ W J = [En] [X J est don nee par Ia formule 

[WJ = 2H~e{[Zo(O)]} [147] 

ou [Z0 (t)J est Ia solution du probleme d'evolution basse frequence suivant 

[M5
] [:i;o(t)] + [D~] [ta(t)] + [i{~] [}o(t)] = xo(t) [X] [148] 

[M 5
] [Z0 (t)] + [D~] [Z0 (t)] + [K;;] [Z0 (t)] = [M 5

] [Yo( -t)] [149] 

avec [D~] et [K~J les matrices complexes (n x n) symetriques definies par 

II est a noter que les transformees de Fourier [to ( w) J et [ Z0 ( w) J de [Yo ( t) J et [ Z 0 ( t) J 

respectivement, sont telles que [Y0 (w)] = [Z0 (w)] =[OJ quandw ~ 180 . C'est pour 
cette raison que les Eqs. [148] et [149] correspondent a un probleme d'evolution BF 
(associ€ au probleme MF initial dans Ia ban de IBv) et peuvent done etre rcsolues par un 
schema d' integration tempore! implicite inconditionnellementstable du type Newmark 
(voir les commentaires sur Ia methode de resolution a Ia fin du paragraphc 6.4 ). On 
procede done comme suit (on reprend les notations de Ia fin du paragraphe 6.4): 
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Etape 1. Construction de Ia suite finie [Y0 (i x ~t)] pour i = mi, ... , mf en 

resolvantl'Eq. [148]aveclaconditioninitiale[Y0 (ti )] = [17
0 (ti )] = [O](onrappelle 

que mi est un entier negatif). 

Etape 2. Construction de Ia suite finie [Z0 (j x ~t)] pour j = -mf, ... , 0 en 

resolvant l'Eq. [ 149] avec Ia condition initiale [Zo ( -tf)] = [Zo ( -tr)l = [ 0 ]. 

7. Conclusion 

Nous avons presente des modelisations mecaniques et des methodes numeriques 
avancees et innovantes qui permettent de resoudre les problemes de vibrations et de 

vibroacoustique de systemes complexes en basses et en moyennes frequences. Ces 
methodes ont ete conc;:ues et validees en vue du developpement des codes de calcul de 
vibrations et de vibroacoustique de nouvelles generations. 
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