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RESUME Nous presentons ici quelques problemes de coup/age en electromagnetisme. La pre
miere partie de ce papier est consacree au coup/age de modeles physiques (Vlasov-Poisson, 
Vlasov-Maxwell) rendant compte des interactions champ-particules. Dans la deuxieme partie, 
on decrit un nouveau schema hybride differences finies/volumes finis applique a la resolution 
numerique du systeme de Maxwell en domaine tempore/. 

ABSTRACT This paper deals with coupling models and/or methods in electromagnetism. The 
first part of the paper is devoted to the coupling of physical models (Vlasov-Poisson, Vlasov
Maxwell) which describe some field-particle interactions. In the second part, we present a new 
hybrid finite difference/ finite volume scheme applied to the time domain Maxwell equations. 

MOTS-CLES: Electromagnetisme - Equations de Maxwell - Vlasov-Poisson - Vlasov-Maxwell -
Volumes Finis -Differences finies. 

KEY WORDS : Electromagnetism - Maxwell equations - Vlasov-Poisson - Vlasov-Maxwell 
- Finite Volume - Finite Difference. 

Revue europeenne des elements finis. Volume 8- no 5-611999, pages 639 a 658 



640 Revue europeenne des elements finis. Volume 8- no 5-6/1999 

Introduction 

L' accroissement consequent, ces dernieres annees, des performances des ordina
teurs et Je developpement du calcul parallele ont permis une amelioration certaine 
en electromagnetisme numerique. Neanmoins, Ia simulation d 'un dispositif complexe 
(SER d'objets de grande taille, antennes a large bande, tubes hyperfrequences, etc .. ) 
reste tres cofiteuse en temps de calcul et en memoire. Les remedes envisages sont 
nombreux et varies et nous consacrons ce papier a deux types de solutions: interve
nir sur le modele physique (pour accelerer Ia convergence vers I' etat periodique par 
exemple) et/ou hybrider deux methodes numeriques afin d'en combiner les avantages. 

La premiere partie de ce papier est consacree au transport de particules chargees 
dans un champ electromagnetique. Ces interactions sont generalement modelisees par 
le systeme de Vlasov-Maxwell (ou de Vlasov-Poisson dans le cas d'un champ electro
statique). Dans tousles cas, I' analyse theorique du couplage et Ia construction de sche
mas numeriques performants sont des problemes difficiles. La methode numerique 
utilisee ici pour resoudre le systeme couple (Vlasov-Maxwell) combine un schema de 
type volumes finis pour approcher le champ electromagnetique (Maxwell) avec une 
methode particulaire pour calculer Ia distribution des particules (Vlasov). On aborde 
en particulier le probleme de Ia convergence vers un etat periodique du point de vue 
pratique et theorique et on presente une methode d'acceleration de Ia convergence 
appelee methode d' absorption limite. 

Dans Ia deuxieme partie, on s'interesse a Ia resolution numerique du systeme de 
Maxwell dans le domaine tempore!. Les methodes le plus souvent utilisees dans ce 
cas sont de type differences finies (FDTD), elements finis (FETD) et plus recemment 
encore, volumes finis (FVTD). Chacune de ces methodes a ses avantages et ses incon
venients. On peut citer parmi ces derniers, Ia difficulte des differences finies a prendre 
en compte des !ignes (ou surfaces) courbees, Ia presence de matrices de grande taille 
pour les elements finis et le temps de calcul pour cette derniere et pour les volumes 
finis. Plusieurs tentatives d'hybridation de ces differents schemas ont vu le jour recem
ment et on trouvera quelques exemples dans les actes du colloque PIERS [PIE 98]. 
On s' interesse plus particulierement ici a I' hybridation des volumes finis et des diffe
rences finies. On presente un nouveau schema volumes finis et une analyse de stabilite 
de son couplage avec le schema de Yee (FDTD). 

1. Couplage de modeles 

On s'interesse dans cette section a Ia modelisation d'un plasma peu dense en pre
sence d'un champ electromagnetique. Les applications visees sont nombreuses: canon 
a electron, diode a vide, environnement spatial, etc ... On ne detaillera que deux d' entre 
elles par Ia suite. Ce sont celles liees a Ia modelisation des tubes hyperfrequences 
d'une part, et a Ia modelisation de Ia charge electrostatique des satellites soumis au 
vent solaire, d'autre part. Le champ electromagnetique est donne par un champ de 
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vecteur (D,B) E JR3 x JR3 dependant du temps t E lR et de Ia position x E JR3
. 

Maxwell a determine les equations regissant Ia dynamique de ce champ des 1870. Ce 
sont les fameuses equations de Maxwell qui s' ecrivent: 

aD - ~ rot(B) = -j, 
at J.Lo 

[ 1] 

aB 1 ---- + - rot(D) = 0. at Eo 
[2] 

Les constantes physiques s 0 , J.Lo sont respectivement Ia permittivite et Ia permea
bilite du vide. Elles sont reliees a Ia vitesse de Ia lumiere c par Ia relation: 

1 
c----

- y'so J.Lo · 
[3] 

Le champ B est appele champ magnetique, D est le deplacement electrique alors 
que H = ...LB et E = lD sont !'induction magnetique et le champ electrique. 

P.o co 
Le second membre de (1), j, est une densite de courant due au mouvement des 

charges dans le milieu ou se propage I' onde. 
Les equations de Maxwell etaient a plus d'un titre revolutionnaires. Elles sont en 

effet parfaitement coherentes avec Ia mecanique quantique et Ia relativite restreinte. 
Dans Ia hierarchic des modeles, elles ont done le meme statut que les equations de 
Klein Gordon ou les equations de Dirac decouvertes plus de 50 ans apres. 

Une particule non quantique mais relativiste de charge qa de masse ma de position 
X et d'impulsion P dans le champ (D,B) verifie alors: 

dP 
dt(t) = Fa(t,X(t),P(t)). 

La vitesse de Ia particule Va est reliee a son impulsion p par Ia relation: 

cp 
Va(P) = J 2 2 2 

mac + p 

La force de Lorentz est donnee par: 

Fa(t,x,p) = qa (flo D(t,x) + Va(P) A B(t,x)) . 

= qa ( E(t,x) + va(P) A B(t,x)) . 

[4] 

[5] 

[6] 

[7] 

En theorie cinetique des gaz, on decrit le plasma par Ia donnee de fonctions posi
tives fa = fa ( t ,X ,p) appelees fonctions de distribution des particules de type a. Elles 
dependent non seulement des variables d' espace et de temps ( t ,x ), mais aussi de I' im
pulsion p E JR3

. Si n est un domaine de I' espace des phases { (X ,p) E JR3 X JR3 } ' 
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alors In fa(t,x,p)dxdp est le nombre des particules de type a dont Ia position et 

!'impulsion sont au temps t dans le domaine n. 
La densite de charge Pa et Ia densite de courant ja dues aux particules a sont 

donnees par les relations: 

Pa(t,x) = qo: { j(t,x,p)dp , jo:(t,x) = qo: { v(p) j(t,x,p)dp. [8] J JR.3 J JR.3 

La physique statistique montre que Ia fonction de distribution f o: res out une equa
tion de Vlasov-Boltzmann: 

[9] 

La force de Lorentz Fa: ( t,x,p) est donnee par (7) et Co: (f) est un opcrateur integral 
en Ia variable p, I' operateur de Boltzmann, qui mode lise les collisions. Pour un plasma 
peu dense, on peut negliger les collisions et on obtient: 

[ 10] 

[ 11] 

[12] 
0: 0: 

pet j designant Ia densite totale de charge et de courant du plasma. II faut remar
quer que (10) n'exprime rien d'autre que Ia fonction de distribution est constante le 
long des trajectoires verifiant ( 4) et (5). II faut aussi remarquer que (1 0) peut se mettre 
sous forme conservative. 

En effet, Ia divergence divp(Fo: ( t,x,p)) est nulle. En integrant cette derniere equa
tion par rapport a p, on obtient les equations de conservation: 

opo: d. ' 0 op d. . 0 at + IVxJo: = , at + IVxJ = . [ 13] 

Le systeme (1), (2), (6), (7), (10), (11), (12) note (VM) dans Ia suite est le systeme 
couple de Vlasov-Maxwell. 

Ce sont les equations fondamentales de Ia modelisation des plasmas peu denses. 
Parmi les proprietes principales de ce systeme citons en deux. Tout d' abord en prenant 
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Ia divergence en x des equations (1) et (2) et en utilisant (13), on demontre que les lois 
de Gauss 

sont propagees par le systeme. C'est-a-dire que si elles sont verifiees en un temps t0 , 

elles seront verifiees en tout temps t E JR. D'autre part, l'energie totale du systeme 
E ( t) est conservee. Elle est donnee par: 

lin 1 2 1 2 ""In E(t) = ;- -I D(t,x) I +-I B(t,x) I dx + L...- ea.(P)fa.(t,x,p)dxdp, 
2 JR3 to JLo "' IR" 

ou ea. (p)=JmZ, c4 + c2 p2 est l'energie cinetique d'une particule d'impulsion p. On 
a done ftE = 0. Cette conservation est a Ia base, avec les lemmes de regularite en 
moyenne, de Ia theorie d'existence globale de solutions faibles de Diperna et Lions 
pour le probleme de Cauchy, cf [DIL 89]. 

Pour les applications, le systeme (VM) doit etre complete par des conditions aux 
limites. L'existence de solution globale a ete demontree par Y. Guo [GUO 93], voir 
aussi M. Bezart [BEZ 93], pour des conditions aux limites de type conducteur parfait. 
Pour le cas des solutions stationnaires, on se referera a [POU 92]. II reste de nom
breux problemes ouverts concernant les solutions regulieres. On pourra trouver dans 
[SCH 86], [AKU 86], [DEG 86] des resultats d'existence sur des intervalles de temps 
finis mais independants de Ia vitesse de Ia lumiere, c. La limite c/vref --+ +oo ou 
Vref est une vitesse de reference est rigoureusement determinee. On montre que les 
solutions de Vlasov-Maxwell tendent vers les solutions du systeme de Vlasov-Poisson 
(VP) qui s'ecrit: 

[14] 

E(t,x) = -\i'<P(t,x), [15] 

[16] 

II faut remarquer que dans Ia limite classique c/vref --+ +oo, Ia relation reliant 
!'impulsion et Ia vitesse devient p = ma.v. On peut ainsi prendre v comme variable 
dans (I 0). Nous allons detailler main tenant deux applications ou les systemes (VM) 
et (VP) apparaissent. 
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1.1. Tubes hyperfrequences 

Les tubes hyperfrequences sont des dispositifs permettant d' engendrer des on des 
electromagnetiques in tenses. Le principe est le suivant: on envoie des paquets d' elec
trons suivant une frequence v = ~ dans un tube. Des cavites metalliques dont une 
frequence de resonance electromagnetique est justement v sont en regard du tube. Les 
modes propres sont excites par les particules qui transferent leur energie cinetique 
en energie electromagnetique. Cette derniere est collectee en fin de dispositif par un 
guide d'onde. La modelisation est basee sur les equations de Vlasov-Maxwell (VM) 
posees sur IR+ x !1 pour (1) et (2) sur IR+ x !1 x JR3 pour (10) ou !1 est un ouvert 
representant Ia geometric du tube hyperfrequence. Sa frontiere est composee de trois 
parties distinctes : I' entree r e, le bard metallique r m, et Ia sortie r s. Les conditions 
aux limites sur le champ electromagnetique sont de type conducteur parfait sur r,n : 

D(t,x) 1\ n(x) = 0 , x E f m, t E JR, [17] 

ou n(x) designe Ia normale exterieure de r m en X. Sur r e et r,, on prend des condi
tions aux limites absorbantes du premier ordre, les conditions de Silver MUller: 

[18] 

On peut aussi prendre une couche limite absorbante de type Berenger, comme 
dans [BPO 97]. Pour Ia fonction de distribution fa des electrons, on doit imposer une 
valeur pour les vitesses entrantes. On a: 

fa(t,x,p) = g(t,x,p), x E fe , v(p).n(x) < 0, t E IR, [ 19] 

1 
ou g est donne et est une fonction T = - periodique. La distribution g represente 

v 
le paquet d'electrons qu'on injecte dans le dispositif a Ia frequence v. Surles autrcs 
parties du bard, il n, y a pas d, electrons em is et done: 

fa(t,x,p) = 0, x E f m U fs , v(p).n(x) < 0, t E JR. [20] 

Pour resoudre numeriquement ce systeme, no us avons developpe un code volumes 
finis (Maxwell), particulaire (Vlasov), [IPC 95]. La partie volumes finis est discutee 
en detail dans le paragraphe suivant. La methode particulaire consiste a suivre les 
trajectoires (4) et (5) pour des particules numeriques (X~(t),P{'(t)). Le couplage 
s' effectue par une methode, P.I.C, «Particles in Cells». La methode volumes finis exige 

de connaltre ;· j(t,x)dx ou les C; sont les volumes de contr6le. Une discretisation 
c, 

de cette quantite est don nee par: 

L wh v (P{'(t)) 
X~EC; 
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wh etant Ia charge electrique correspondant aux particules numeriques. 

D'autres methodes ont ete developpees comme des methodes d'elements finis, 
particulaires par d'autres equipes, voir [ADS 96]. Une des grandes difficultes de ce 
probleme est que !'on est interesse a !'obtention du regime permanent. Ce regime est 
caracterise comme etant donne par des solutions periodiques en temps, de periode 
T, au probleme (VM) complete par (17)-(20). II n' est pas atteint par les codes nu
meriques d'evolution en temps pour deux raisons. Une premiere raison est que ce 
regime ne peut etre physiquement atteint que pour des temps t tres grands devant T, 
de plus des problemes de cout de calcul ne permettent pas d'atteindre numeriquement 
ce temps. Une autre raison, peut-etre plus importante, est que le probleme de par sa 
non-linearite engendre des hautes frequences. On se rapproche done des limites de 
I' optique geometrique et done aussi des rayons pieges. II en resulte que le probleme 
discretise est tres faiblement dissipatif. 

Une partie de Ia these de M. Bostan [BOS 99], a consiste a chercher une solution 
ace probleme. Nous avons tout d'abord cherche a etablir theoriquement !'existence 
de ces solutions periodiques. Ce probleme est difficile et pourrait ne pas avoir de 
solution dans le cas general. No us I' avons cependant resolu dans une limite non re
lativiste oil Vlasov-Maxwell est remplace par Vlasov-Poisson. La geometrie est alors 
quelconque et on peut demonter !'existence de solutions periodiques sous Ia condi
tion que Ia vitesse d'injection des particules soit assez grande pour qu'elles quittent 
le domaine en temps fini, cf [BOP 97]. Le meme type de resultat peut etre etabli pour 
Vlasov-Maxwell mais uniquement en 1-D, cf [BOS 99]. Cette etude theorique nous a 
donne !'idee d'une methode d'acceleration de Ia convergence vers une solution perio
dique. N ous I' avons appele Methode d' Absorption Limite, M.A.L, car elle a des liens 
evidents avec le principe d' absorption limite de Ia theorie de Ia diffusion. Au niveau 
continu, cette methode consiste a introduire un parametre fictif d' absorption >- > 0. 
Les equations modifiees sont alors : 

an 1 . 
-- -rot(B) +J =-.AD, ot J.Lo 

aB 1 - +- rot(D) = -.AB, at co 

avec les memes conditions aux limites ( 17)-(20). On demontre alors, au mains 
dans un cadre simplifie, qu' on atteint une solution periodique dans un temps de I' ordre 
de t et que cette solution est proche de Ia solution periodique de I' ordre de fi. Cette 
methode, exposee dans [BOS 99] en detail, a donne des resultats numeriques impres
sionnants et tres convainquants, (un article en preparation y est consacre). 



646 Revue europeenne des elements finis. Volume 8 - no 5-6/1999 

1.2. Charges des satellites 

Nous avons depuis un an commence une etude de !a charge electrostatique des 
satellites dans leur environnement spatial (c' est I' objet de !a these d'O. Chanrion). 

Nous nous contenterons ici d'exposer les grandes !ignes de !a modelisation. Si !a 
geometrie du satellite est representee par un domaine D c IR3 , le but est de determi
ner sa charge surfacique Ps sur le bord aD. A I 'exterieur du satellite dans D = IR 3 \D, 
on deer it le plasma par les equations de Vlasov-Poisson (VP) stationnaires. L' origina
lite du modele reside dans les conditions aux limites. On suppose tout d' abord qu' a 
l'infini le plasma est a l'equilibre thermodynamique. On impose done: 

lim <I>(x) = 0, 
lxl~+oo 

lim fa(:c,v) = Na 3 exp (- v
2 

2 ) , 
lxl~+oo (VaJ21f) 2Va 

[21] 

[22] 

avec La qaNa = 0 ( neutralite a l'infini). Les vitesses thermiques Va sont don

nees par Va = {kT ou k est !a constante de Boltzmann et T !a temperature du vm:: 
plasma a I' infini. Au niveau du satellite et en premiere approximation (on neglige les 
re-emissions), on a: 

fa(x,v) = 0 pour x E aD, v.n(x) > 0, [23] 

ou n(x) est !a normale exterieure a !a surface du satellite. II n'y a par contre aucune 
condition sur le potentiel sur le bord aD. Celui-ci est determine de maniere indirecte 
par une condition de flux. A I' equilibre, le flux de charge arrivant sur le satellite do it 
en et'fet etre nul. On a done: 

L qa r v !a(t,x,v) dv = 0 pour X E aD. 
a } JR3 

[24] 

Le systeme de Vlasov-Poisson (VP) stationnaire avec les conditions aux limites 
(21 )-(24) est vraiment non standard. Son etude theorique est en progres. On recupere 
Ia charge surfacique Ps du satellite par !a relation: 

a <I> 
Ps =-Eo-a sur aD. 

n 
[25] 

Nous orientons notre recherche vers deux buts: modeliser l'effet d'un moteur a 
plasma et obtenir des modeles reduits plus simples a resoudre. II faut remarquer que les 
codes existants actuellement sont bases sur !'hypothese que !a longueur de Debye est 
tres grande devant Ia longueur du satellite. De plus, par analyse monodimensionnelle 
on peut reduire (24) a une relation donnant le potentiel sur aD. Par exemple, dans le 
cas d'un plasma compose d'electrons a et d'une espece d'ions (3 on a: 

Ur (mf3) <I> laD = -- In - ' 
2 ma 
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ou Ur = kT est le potentiel thermique et ou 1n(3 > > Ina. 
q 

Ce type de modele n' est malheureusement pas valable a toutes les altitudes orbi-
tales et ne ticnt pas compte d'un eventuel plasma cree par le moteur du satellite. 

Comme illustration numerique, on presente ici, un modele de charge d'une sphere 
permettant de se passer de !'hypothese de faible dimension du satellite devant Ia lon
gueur de Debye. Le plasma est toujours decrit par les equations de Vlasov-Poisson 
(VP) stationnaires. Celles-ci sont resolues par une methode de caracteristiques. En 
utilisant le fait que les fonctions de repartition des ions et electrons fe et J, sont 
constantes le long des trajectoires des particules, on calcule par integration numerique 
les densites spatiales ne et n; ainsi que les courants incidents a Ia sphere. Ces cou
rants dependent a priori du potentiel spatial et ne permettent pas de ramener !'equa
tion d'equilibre des courants (24) a Ia connaissance du potentiel de surface. Nous 
no us sommes done diriges vers une approche quasi-stationnaire pour atteindre I' etat 
d' equilibre. A chaque pas de temps, les courants incidents no us permettent de calculer 
!'increment de charge surfacique Ps par Ia discretisation de ]'equation de conserva-
tion: 

dps """"' 1 d = L qa v fa(t,x,v) dv pour x: E oD. 
i a JR3 

Connaissant la charge surfacique, !'equation (25) nous donne une condition de 
Neumann pour resoudre I' equation de Poisson : 

-ll<I>(x) ~(n;(x)- ne(x)), 
<o 

a<r> Ps 
on Eo 

limx-oo <I>(x) 0. 

[26] 

[27] 

Le potentiel etant recalcule on peut de nouveau determiner densites et courants. En 
iterant ce processus, on converge vers un etat stationnaire verifiant !'equation (24). 
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Figure 2. Evolution tempore lie des potentiel et courants surfaciques 

1.3. Conclusion 

Nous avons decrit dans ce chapitre des modeles couples d'interactions entre parti
cules et andes electromagnetiques. Les equations fondamentales sont les equations de 
Vlasov-Maxwell. Ces equations sont cependant tres complexes: !'equation de Vlasov 
est posee sur JR 7 et le systeme de Maxwell ne se reduit pas a un regime harmonique a 
cause du couplage. Une premiere solution ace probleme est d'essayer de trouver des 
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modclisations plus simples qui res tent adaptees au probleme etudie. Nous avons donne 
deux exemples all ant dans ce sens : Ia methode d' absorption limite pour I' obtention 
des solutions periodiques, un systeme de Vlasov-Poisson reduit pour les problemes de 
charge de satellites. II reste neanmoins que dans bien des cas, on a a resoudre le sys
teme de Maxwell en domaine tempore!. II est alors necessaire d' utiliser des methodes 
numeriques qui soient precises et peu coGteuses. La methode Ia plus simple et Ia plus 
economique est certainement Ia methode des differences finies de Yee. Malheureuse
ment elle ne peut pas prendre en compte des geometries complexes. Dans ce cas les 
methodes des volumes finis sont mieux adaptees mais leur coGt calcul est plus impor
tant. L' idee naturelle est done de coupler les deux methodes pour utiliser les volumes 
finis pres des bards et le schema de Yee ailleurs. C'est !'objet du chapitre suivant. 

2. Couplage de methodes numeriques 

2.1. Introduction 

Depuis sa premiere reference [YEE 66] il y a une trentaine d'annees, le schema 
de Yec a ete largement utilise et etudie. Sa popularite tient a son faible coGt en temps 
de calcul et en memoire et a Ia simplicite de son implementation. Malgre de nom
breux travaux pour generaliser le schema initial aux grilles non orthogonales (voir 
[HOL 83] et [YEE 87] par exemple), !'application des schemas FDTD a des dispo
sitifs complexes (milieu heterogene non structure, !ignes de courant courbes, etc .. ) 
s'avere insatisfaisante et on assiste depuis quelques annees a des tentatives d'hybrida
tion du schema de Yee avec des volumes finis (voir [YEE 94] et [PIE 98] par exemple 
) ou des elements finis ([PIE 98]). Nous nous interessons ici au couplage du schema 
de Yee avec des schemas FVTD. Ces derniers schemas, mal conn us encore en electro
magnetisme numerique, s'averent aussi flexibles que les elements finis quand il s'agit 
d' operer dans des maillages non structures et ont le caractere local des differences fi
nies (pas de matrice a inverser). Le nouveau schema volumes finis, present€ ici, a de 
plus I' avantage de partager beaucoup des bonnes proprietes du schema de Yee (conser
vation de l'energie et faible coGt par exemple). On pourra se referer a [REM 99] pour 
une description plus detaillee de ce schema et des comparaisons avec le schema de 
Yee ou avec des formulations volumes finis plus classiques. 

Le principe du couplage que nous presentons ici differe de ceux des travaux ci
tes par sa simplicite. En effet, au lieu de faire appel a une grille duale (comme dans 
[YEE 94] et autres references citees ci-dessus), nous proposons de realiser le couplage 
des grilles et celui des schemas de fa~on separee (figure 3). Comme dans tousles tra
vaux sur les methodes hybrides FV/FDTD, nous utilisons le schema de Yee dans Ia 
zone structuree (ie maillee par une grille orthogonale) et dans Ia zone non structuree 
(maillage de type elements finis par exemple) on utilise le schema volumes finis. La 
principale difference est que nous realisons le couplage entre les deux schemas dans 
Ia zone structuree (voir figure ci-dessous). 
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On trouvera dans [BON 97], une description d'un schema FVTD en maillage hy
bride (triangles/rectangles) et on se restreint ici a decrire le nouveau schema FVTD et 
son couplage avec le schema de Yee sur une grille structuree. Une analyse de stabilite 
du couplage sera egalement presentee. 

I I I I I I I I I I : I I 
-~-~~-~-~-~-~-~~-~-~-~~-

1 I I I I I I I I I .L I I 
-~-r~-~-r-~-~-~~-~-~-r~-
-.L-L -LJ_ 

I I I I I I I I I I 
-~-~ -+-~-~-~-~~-~- -~~-

1 I I I 
-~-r -r~-
_.L_L 

I I 
-+--1--

1 I 
-1.-L 

I I 
I I 

-~-~-

FD 

1 I 
I I 

~-+--1--1_-l-_._ Partie 

- ~ -~ +--+--+--+--++--+-+--+-!--

-+--:-~-+-~-~-
-.l..-L-t-.l..-L-1.-

I : 

Figure 3. Les differentes zones du mail/age. 

2.2. Description des schemas utilises dans le coup/age 

hybride 
FV/FD 

Nous decrivons brievement les deux schemas (FVTD et FDTD) utilises ici et on 
se referera a [REM 99] pour le schema volumes finis eta [YEE 66] et [TAF 75] pour 
le schema aux differences finies. 

2.3. Le schema volumes finis 

On considere le systeme de Maxwell (dans le vide) sous Ia forme conservative: 

88~ + VIF(Q) = 0, [28] 

ou Q represente le champ electromagnetique. En integrant Ia forme [28] sur chaque 
volume de contr6le V on obtient: 



Couplage en electromagnetisme 651 

j~~ dv + J IF(Q).nds = 0, [29] 

v av 

ou n est Ia normale exterieure a 8V. Supposons que Ia derivee en temps est constante 
sur chaque volume V, on obtient: 

Vol(v/8~ + L <I>(Qv,Qv') = 0, 
v' voisin de v 

ou <I> est Ia fonction de flux numerique definie ici par: 

<I>(UU') = F(U, 77 ) +F(U',17) 
' 2 ' 

ou :F(U,77) = 7).1F(U) et 77 = f nds. 
lavnav' 

REMARQUE.-

[30] 

[31] 

Notons que Ia fonction de flux ainsi definie est centree et ne contient aucune vis
cosite interne ou artificielle. II est connu qu'une telle approximation couplee avec des 
schemas explicites de type Runge-Kutta (y compris le schema d'ordre un d'Euler) 
rend le schema instable sauf a choisir des approximations en temps d' ordre eleve ( 4 
au moins, cf [DEP 95]). C' est pour cette raison que no us avons choisi un schema tem
pore! de type saute-mouton : 

{ 

Bn+~ = Bn-~ - 6.t'lf1 (Dn), 

nn+I = Dn- L'lt'lt2(Bn+~), 

ou WI et w2 representent les flux numeriques apres discretisation spatiale. 

[32] 

Ce schema est d' ordre deux en temps et en espace et conserve I' energie. La condi
tion de stabilite dans le cas de maillages structures composes de parallelepipedes de 
cotes L'lx ,L'ly et L'lz est donnee par: 

v 1 1 1 CmaxL'lt ( L'lx2 + L'ly2 + [lz2) ::::; 2, [33] 

ou Cmax est Ia vitesse maximale de l'onde dans le domaine de propagation. On se 
referera a [REM 99] pour Ia demonstration de ces resultats. 
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2.4. Le schema aux differencesfinies 

Le schema de Yee s'ecrit sous forme condensee: 

J 
Bn+1/2 _ Bn-1/2 J n _ 

f:!.t ds + E dl - 0, 

s as 

J _D_n_+--,1_-_D_n ds - J Hn+1/2 dl = 0 
f:!.t ' 

s as 

ou S est une surface. 
La condition de stabilite est don nee par: 

[34] 

Voir [TAF 75] ou [REM 99] pour une preuve de ce resultat. 

3. Le schema hybride 

Pour simplifier les notations, nous decrivons le schema hybride dans le cas mo
nodimensionnel et le lecteur pourra se convaincre que I' extension aux dimensions 
superieures est directe, le couplage se faisant sur une grille orthogonale. 
Les equations de Maxwell dans le cas 1-D transverse magnetique (avec c = 1 et 
f.1 = 1) s'ecrivent: 

{ 

8H BE at + Bx = 0, X E]a,b[, t > 0, 

BE 8H 
8t + ax = O. 

[35] 

On subdivise [a : b] en M - 1 intervalles de longueur fixe f:!.x et on applique le 
schema de Yee sur Ia partie composee des points (x = O, .. x = N + ~ ), et le schema 

volumes finis sur le reste du segment. Le champ (En ,Hn- t) etant connu, on calcule 

(E"+ 1 ,Hn+ t) par I' algorithme suivant: 
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j = O, ... N -1, 

j = O, ... N- 1, 

n+l n-l V 
H+ 1

2 =H.+ 1
2 --[En+3 -En 1 ] j=N+2, .. M-1, 

J 2 J 2 2 J 2 ]-2 

E n+l =En - ~[Hn+~ - Hn+~] . N 2 M 1 
1 1 3 1 J = + ,.. - , 

j+2 J+2 2 J+2 j-2 

Interface 
L' algorithme ci-dessus utilise des valeurs non determinees par les formules de Yee 

ou des volumes finis, on les calcule ici par des moyennes centrees de fa~on a assurer 
Ia consistance dans tout le domaine. 

Proposition 
Avec une condition aux limites de type metal parfait, le schema hybride [36] est 

un schema stable. 
Preuve 

No us montrons Ia stabilite par une estimation de Ia variation de I' energie to tale 
discrete sur le domaine de calcul. 
On definit I' energie du schema hybride par: 

j=O [37] 

qu' on peut ecrire so us Ia forme: 
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avec: 

j=M-1 

n - L n 2 n+! n~~ 
2£v1 - (E+1) +H.+ 1 xH+ 1 . 

J 2 J 2 J 2 

J=N+1 

Lemme 
L' energie discrete [37] est une forme quadratique definie positive pour I/ < 1 . 

Preuve 

En utilisant I' inegalite (a - b )2 
:::; 2( a 2 + b2

) on deduit: 

On montre facilement que pour v < 1, on a: 

[n- 0 ===} t(En Hn+t) - 0 h - h• h - . 

La variation de I' energie est don nee par: 

26.£ h = 2£,~+ 1 
- 2£~'. 

2/::,.[h = 26.£yee + 2/::,.[vf + 2/::,.[int· 
[38] 



Avec 
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. _ v n+ ~ n+ 1 n v n+ ~ ( n+ 1 n ) 
26.£Yee- -2HN+l(EN+]_ +EN+]_)- 2HN+l EN+l + EN+l . 

2 2 2 2 2 ::! 

26.£vf = 2£:t - 2£;;j 

2 A C' - VHn+~ (En+1 En ) 
0 '-'vf- 2 N+~ N+~ + N+~ 

V Hn+~ (En+1 En ) +2 N+~ N+~ + N+~ . 

26.£;nt = ~ ( (E~~\)2 - (E~+~)2 ) 
2 AC' v(En+1 En )(Hn+~ Hn+~) 

0 '-'int = -2 N+~ + N+~ N+~ - N+~ . 

Ainsi, Ia variation de l'energie discrete verifie: 

Com me I' energie est une forme quadrati que definie positive et que sa variation 
est nulle, nous deduisons que cette energie est bornee a chaque pas de temps, et par 
consequent, tous les champs electromagnetiques le sont. Ceci implique Ia stabilite du 
schema. Nous constatons egalement d'apres cette etude que le schema hybride ainsi 
construit n' est pas diffusif. 

4. Experiences numeriques 

4.1. Schema volumes finis 

Nous proposons ici de simuler le champ diffracte par un NACA0012 revetu d'une 
couche de dielectrique par le schema volumes finis. Le maillage utilise correspond a 
15 points par longueur d'onde. L'objet est illumine par une onde plane sur Ia partie 
droite. La couche de dielectrique a une epaisseur 8 = O.lA (dont les indices c = 4 
et J.r=l). La figure (4) represente les isovaleurs du champ diffracte et nous pouvons 
constater qu'aucune oscillation parasite n'apparalt a !'interface des deux milieux. 

4.2. Schema hybride 

Nous proposons un resultat numerique donne par le schema hybride dans le cas 
2-D avec un maillage structure. Nous proposons de suivre !'evolution d'un mode de 
resonance dans une cavite metallique dont le cote est ega! a 1 metre. Cette experience 
academique nous permet de valider notre schema. Nous donnons ici !'evolution en 
temps du champ Hz comparee a Ia solution exacte (figure 5), et nous pouvons consta
ter que le resultat numerique obtenu est de bonne qualite. 
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Figure 4. Le champ elect rique diffracte 

0.5 1.5 2.5 3.5 

Figure 5. Evolution en temps du champ Hz 
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