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RESUME. Les travaux qui font I' objet de Ia presente publication ont consiste a developper un 
modele de simulation des ecou/ements a surface libre applicable en mer, en riviere et en lac 
sous /'action de sol/icitations aussi divers que les crues, /es gradients de densite eau salee­
eau douce, les sur cotes marines ou /es coups de vents. Ce modele base sur Ia methode des 
elements finis repose sur une approche que nous avons denommee h-s qui privilegie comme 
cela se passe en nature pour les problemes que /'on souhaite etudier, Ia dimension 
horizontale par rapport a Ia dimension verticale qui subit un traitement particulier. A noter 
que Ia pression peut erre hydrostatique ou Non. Cette methode est basee sur approximation 
de type elements finis suivant X et de type analytique (series) seton z. Le choix de Ia serie et /e 
nombre de ses termes dependent de Ia physique du prob/eme et de Ia precision souhaitee. 
Nous avons utilise un element hybride L3L pour Ia discrerisation spatia/e. Pour Ia 
discrerisation temporel/e, nous avons utilise deux schemas. Le premier est celui d'Euler 
implicite, repute par sa stabilite et qui convient bien pour Ia resolution des problemes 
stationnaires, le second est explicite de type Lax-Wendroff qui s'adapte mieux pour les 
problemes instationnaires. 

ABSRACT. The works that are the object of the present paper consist of developing a model to 
simulate free surface flows applicable at sea, river, and lake, under loads as various as 
floods, density gradient between salt water -fresh water, marine coast or gales. This model 
based upon finite element method, implies an approach that we called h-s. This latter 
privileges, as it occurs in nature for the problems that we wish to study, the horizontal 
dimension to vertical dimension, which under goes a special treatment. We note that the 
pressure can be hydrostatic or not. This method is based upon a finite element approximation 
along with x and upon analytical one along with z. The choice of the series and the number of 
its terms depend on the physics of the problem and the required accuracy. We have used a 
hybrid element L3L for the spatial discretization. For the time discretization, we have used 
two schemes. The first one is that of backward Euler, and the second is explicit of Lax­
Wendrofftype which can better fit the non stationary problems. 

MOTS CLES : hydrodynamique, surface fibre, elements finis, approche h-s, series. 

KEY WORD : hydrodynamic, free surface, finite element, approach h-s, series. 
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1. Introduction 

La methode des elements finis, apparue a Ia fin des annees 50 s' est 
particulierement bien iilustree pour Ia resolution de problemes de mecanique des 
structures. Son extension a Ia mecanique des fluides pour Ia resolution 
d'ecoulements turbulents a commence dans les annees 70 avec les travaux de 
Taylor et Hood [TA Y 73], Connor et Brebbia [CON 76]. Dans le domaine de Ia 
modelisation de Ia turbulence, citons, panni d'autres, les travaux de Launder 
[LAU 84], Bouttes [BOU 94] en 2D, Rodi [LES 79] et Jaeger [JAE 90] en 3D. 

Dans le domaine de l'hydraulique a surface libre, il s'est egalement avere 
necessaire de developper des modeles aux elements finis pour reproduire les 
ecoulements turbulents mus par Ia gravite en riviere, forces par Ia maree en mer ou 
leur jonctions en estuaires. A cet egard nous pouvons citer le premier modele 3D 
en couches par elements finis de Wang [WAN 75] sur Ia base des travaux de 
Leendertse et al [LEE 73] en differences finies. C'est un modele base sur 
('hypothese de repartition hydrostatique des pressions ; il est obtenu par une 
integration des equations de Navier-Stokes sur plusieurs couches. King et at. 
[KIN 87] ont repris ce modele mais en utilisant une approximation verticale 
facilitant alors Ia mise en reuvre. 

En France, nous citons les travaux de Provost et Poncet [PRO 78], ainsi que 
ceux de Daubert et Cahouet [DAU 84], Hauguel [HAU 86], Hervouet [HER 91] et 
Pechon au laboratoire National d'Hydraulique (LNH) de EDF. Le groupe 
UTC/STCPMVN appele (GHN) a egalement apporte une contribution dans le 
domaine de Ia modelisation en hydraulique a surface libre par elements finis en 2D 
et 3D. Cochet [COC 79], Hubert [HUB 84] et Zhang [ZHA 92] ont developpe 
differents elements pour Ia modelisation 2D horizontale de Saint-Venant. G. Rouas 
[ROU 96] a developpe un modele 2DV. Robert [ROB 83], Leclerc [LEC 85], 
Heniche [HEN 95] et Frenette [FRE 96] ont propose chacun un modele 3D a 
pression hydrostatique. Soulalmani [SOU 91] pour sa part, a mis en reuvre un 
modele 3D general en representation eulerienne-lagrangienne. 

La condition d'existence et d'unicite d'une solution au probleme mixte de 
Stokes a ete etudiee par Ladyzhenskaya [LAD 69], Brezzi [BRE 94] et Babuska 
[BAB 71]. Elle conduit a une condition de consistance entre les espaces de vitesse 
et de pression ; il s'agit de Ia condition de L.B.B. Compte tenu des differents 
travaux, il est etabli que I' approximation des vitesses doit etre plus riche que celle 
de Ia pression. Le non-respect de cette regie engendre une solution numerique 
polluee par des oscillations non physiques notamment en presence des conditions 
aux limites severes [HUG]. 

De nombreux travaux de recherche ont ete menes pour developper des elements 
finis en 3D pour les fluides incompressibles. La regie etait qu'il fallait prendre soin 
d'enrichir l'approximation des vitesses par rapport a celle de Ia pression/hauteur 
d'eau. 
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Leclerc a developpe le prisme a 15 mx:uds (Pl5) avec une approximation 
quadratique en vitesse et lineaire en hauteur d'eau. La egalement apparaissent des 
oscillations (cas de l'ecoulement dans un coude). Hubert et Jaeger ont developpe le 
cube a 8 nreuds (H8) lineaire en vitesse ct constant en pression. Le H8 se comporte 
suffisamment bien s'il n'est pas trop distordu, d'apres Jaeger. Hubert a developpe 
le H8N en ajoutant un degre de liberte supplementaire (vitesse normale) sur 
chaque face du cube. Soulai"mani a devcloppe le tetraMre a 4 nreuds (T4) avec des 
approximations lineaires en pression et enrichies par une fonction bulle en vitesse. 
Heniche a develop¢ Je prisme a 6 nreuds (P6) lineaire en vitesse et en pression en 
utilisant une formulation de type Petrov-Galerkin et moindres carres. 

Si tous Ies modeles bidimensionnels verticaux ou tridimensionnels donnent des 
reponses satisfaisantes dans des cas scbematiques, ils sont loin d'etre robustes, 
fiables et utilisables dans un contexte operationnel. Par ailleurs Ia demande 
s'oriente vers des modeles assez generiques mais modulables qui puissent trailer a 
Ia fois du ID, du 2D ou du 3D (hydrostatique ou non), des ecoulements en mer 
(courant, boule, estuaire), en riviere (longs lineaires ou localement) ou en lac 
(courants de densite, recirculations dues au vents). 

Dans cette etude, nous avons developpe un modele bidimensionnel vertical non 
hydrostatique base sur une approximation de type elements finis suivant x et de 
type analytique (series) selon z, d'ou I'appellation h-s. Cette approche consiste 
d'abord a choisir une forme analytique (serie) selon z pour Ia composante 
horizontale de Ia vitesse u(x.z,t). puis a en deduire Ia forme de Ia composante 
verticale et celle de Ia pression. Le choix de Ia serie ainsi que le nombre de ses 
termes dependent de Ia physique du probleme et de Ia precision souhaitee. 

2. Generalites 

2.1. Systeme de coordonnees 

Considerons deux reperes donnes par Ia figure 1, I'un fixe (X,Y,Z) ayant pour 

base (l,J,.R), l'autre mobile (x,y,z)attacbe a Ia terre, et ayant pour base ~.J,k), 
il tourne avec une vitesse angulaire w = o:J< , co est Ia vitesse angulaire de Ia terre 

qui a pour valeur 0. 7292 10-4 rad/s . II est courant de choisir : 

X= Est y =Nord z =zenith 



378 Revue europeenne des elements finis. Volume 8- n°4/1999 

z 

X 
Figure 1. Systemes de coordonnees 

fP etant Ia latitude. En choisissant Z-X et z-y coplanaires (Figure 1), le vecteur de 

rotation tD de Ia terre s'exprime dans le repere (x,y,z) comme suit: 

ro = ro(cos(fP)] + sin(cp)k) [1] 

Le rayon vecteur d'un point M quelconque dans le repere (x,y,z) s'ecrit: 

f=xi +y] +zi [2] 

La vitesse materielle au point M dans le repere (x,y,z) s'ecrit: 

[3] 

L'acceleration materielle au point M dans le repere (x,y,z) s'exprime par: 

_ dv _ _ 
a = dt + acorio/13 + g [4] 

g est I' acceleration de Ia pesanteur qui a pour valeur 9.81 m/ s2
• 

iicorioli• = 2ro A v = 2rosin(cp)(vl- u]> [5] 
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2.2. Surface libre 

La surface libre (Figure 2) est presentee sous Ia forme : 

q,=h(x,t)-z,=O [6.a] 

z Surface libre 

Zf 

Figure 2. Representation dufond et de la surface libre 

Sous forme differentielle : 

Jh Jh Jt+ Jxu,-w,=O [6.b] 

L'indice 's' est relatif a Ia surface libre. 

2.3. Fond 

La surface du fond (Figure 2) s'ecrit sous forme differentielle: 

[7] 

3. Ecritures fortes 

3.1. Lois de Conservation 

Les problemes de flu ides incompressibles ( p constante) sont caracterises par 

les relations de la conservation de la masse et celle de la quantile de mouvement. 
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Ju+Jw=O 
Jx d:. 

[8] 

Ju Ju Ju {)p (Jr.. Jr ,. ) p-+pu-+pw-+-- --+--· =0 
dt dx (k dx dx (k 

[9.al 

Jw Jw Jw dp (Jr., Jr .. ) p-+ pu-+ pw-+-- -·-+--..::::. + pg = 0 
Jt Jx ik d:. dt d:. 

l9.bl 

3.2. Lois de comportement 

3.2.1. Contraintes 

Le tenseur des cuntraintes est de Ia fonne [FRE 96, ROB 83] : 

= [ 2v,hu., v,,(u.,+w.x)] 
r=p 

v,~<u., + w .• ) 2 v,, w,, 
[10] 

3.2.2. Viscosite 

La viscosite horizon tale v th est supposee constante, alors que Ia viscosite 

verticale v,, qui est simulee par le concept de Ia longueur de melange [FRE 96, 

HEN 95, ROB 83], s'exprime par Ia relation: 

[11] 

lm est Ia longueur de melange verticale. Sa distribution suit une fonne parabolique 

dissymetrique puisque les fluctuations turbulentes sont plus amorties par le fond 
que par Ia surface libre. Cette representation a pennis de reproduire correctement 
les profits de vitesses dans les ecoulements a surface libre : 

[12] 

oil K est Ia constante de Von Karmann et H Ia profondeur d'eau. 

3.3. Nature de Ia pression 

A I' instant t, en un point donne, Ia pression p(x,z,t) est egale a: 
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p(X, Z,f) =Palm+ Phwlrosta + PP 

ou Palm est Ia pression aunospherique, Phwlrosra Ia pression due au poids de Ia 

colonne d'eau au niveau z et pp' est Ia pression supplementaire generee par le 

mouvement de I' eau. 

Phydrosta(x,z,t) = pg(h(x,t)- z) 

p(x, z, I)= pg(h(x, t)- z) + Patm + pp' (X,:., t) (131 

3.4. Conditions aux limites 

Pour un fluide visqueux, les conditions aux Iimites soot, soil de type vitesse 
appliquees sur une surface S1 , soit de type contrainte appliquees sur S2 (Figure 
3.a). 

- Conditions sur u ( dite condition de Dirichlet) 

u = u. sur S1 [14] 

-Condition sur f;i (dite condition de Cauchy-Neuman) 

[15] 

Figure 3.a. Conditions aux limites 

En hydraulique, Ie domaine S est delimite par plusieurs frontieres (Figure 3.b). 
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Surface 
d'cntrec s .... 

I 

Figure 3.b. Frontieres du domaine 

3.4.1. Surface libre 

a. Condition cintmatique 

dh+dq=O 
Jt ax 

h 

q=Judz 
z, 

b. Condition mecanique 

Surface Jibrc S, 

Surface 
de sortieS.., 

A Ia surface libre, Ia pression est tgale Ala pression atmospherique. 

p =palm~ p' = 0 

[16] 

[17] 

La surface libre peut etre aussi sollicitee par le vent dont Ia force a pour 
expression [HEN 95, LEC 85] : 

-r"" = -cw Pa wfo [18] 

c10 : coefficient de frottement correspondant a une vitesse du vent mesuree a 10m 

au-dessus de Ia surface du plan d'eau. 
Pa :masse specifique de I' air. 
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w10 : composante de la vitesse du vent a 10m. 

3.4.2. Forul 

Au fond, nous utilisons d'une part Ia condition d'impenneabilite selon ii 

lln = 0 [ 19. a] 

D'autre part, la contrainte de frottement au fond peut ctre exprimee par: 

[19.b] 

f3 peul etre exprime par l'une des trois expressions: 

[20.a] 

[20.b] 

[20.c] 

Zmln, k, 1C soot respectivement la cote du fond, la rugosite du fond et la 

constante de Karmann. c1 ,n soot respectivement les coefficients de frottement de 

type Chezy et Manning. 

4. Ecritures faibles 

Dans cette approche, nous allons affaiblir juste I' equation de conservation de la 
quantite de mouvement selon x et celle de Ia cinematique de Ia surface libre. 
L' equation de conservation de Ia quantite de mouvement selon z et celle de la 
masse soot utilisees au sens fort. La forme variationnelle associee aux equations 
[9.a] et [16] s'ecrit: 

[21.a] 
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WNs= 8u -+u-+w-+g- --p+vth--+v~,-- S J[ ( du du du dh) J8u . J8u du J8u duf 
dt dx d:. dx dx dx Jx d:. dz 

s 

-J 8u1 r; dx -f 8u, r;, dx = 0 [21. b] 

s1 s .. 
wh = J (8hh.t- 8h_, q)dx + 8hql~ [22] 

L 

5. Traitement de Ia surface libre 

La difficulte de Ia modelisation des ecoulements a surface libre reside dans le 
fait que cette demiere constitue a Ia lois une frontiere du domaine et une inconnue 
du probleme. Pour aborder cette question, nous distinguons plusieurs approches. 

5.1. Approche lagrangienne 

Dans cette approche, les nreuds sont attaches au fluide. Chaque element est lie 
avec Ia position d' un element du flu ide a chaque instant. Demarrant d' un maillage 
initial, les nreuds se deplacent dans le temps en gardant les connectivites initiales. 
Lorsque le maillage devienttrop distordu, un remaillage est necessaire. L'avantage 
de cette methode est qu'elle permet de determiner avec precision Ia position de Ia 
frontiere mobile dans le cas de petits deplacements. Par contre, dans le cas de 
grandes deformations de Ia frontiere mobile, le maillage devient tres distordu. 
L'ajustement du maillage au voisinage de cette fronuere est tres complexe, ce qui 
peut etre une cause d'instabilites numeriques. 

5.2. Approche eulerienne 

Dans cette approche, le maillage est fixe dans tout le domaine et les elements 
peuvent etre entierement ou partiellement occupes par le fluide ou completement 
sees. L' a vantage est que le cal cui donne une bonne precision meme dans le cas oil 
Ia fronuere mobile subirait des grandes deformations. La difficulte reside dans le 
developpement d'une technique pour obtenir Ia frontiere non stationnaire qui evite 
Ia violation de Ia continuite et de Ia conservation de Ia quantile de mouvement. 

5.2. Approche Lagrangienne-eu/erienne 

De maniere a eviter les phenomenes de distorsion, Daubert et Cahouet 
[DAU 84] et Soulaimani [SOU 91] utilisentla methode eulerienne-lagrangienne oil 
le domaine de calcul, obtenu au moyen d'une transformation geometrique du 
maillage, reste fixe. Cette methode est tres precise dans le suivi de Ia surface libre 
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et autorise de fortes cambrures. De plus, elle conserve son aspect eulerien dans le 
calcul des champs de vitesses et de pression. Contrairement a Ia methode a 
maillage fixe, cette methode, d'une part, n'est pas en mesure de simuler les 
ecoulements a surfaces libres multiples, d'autre part, elle est difticile a mettre en 
ceuvre pour les terrains complexes. 

5.4. Notre approche h-s [MEF 98] 

Pour remedier au probleme de distorsion qui peut etre Ia principale cause 
d'instabilite, et compte tenu du fait que pour les ecoulements fluviaux et maritimes, 
Ia dimension horizontale est tres dominante par rapport a Ia dimension verticale, 
nous avons developpe une approche qui consiste a donner un traitement particulier 
aux variables selon z. Notre approche est basee sur une approximation de type 
elements finis suivant x et de type analytique (series) selon z, d' oil le nom h-s. 

Cette approche consiste d'abord a choisir une forme analytique (serie) selon z 
pour Ia composante horizontale de Ia vitesse u(x.z,t). Le choix de Ia serie ainsi que 
le nombre de ses termes dependent de Ia physique du probleme et de Ia precision 
souhaitee. Cette serie peut etre de nature polynomiale, Iogarithmique, hyperbolique, 
trigonometrique ou autre. 

Etant donne Ia forme de Ia vitesse horizontale, nous en deduisons les 
expressions analytiques de Ia composante verticale de Ia vitesse w(x,z,t) et celle de 
Ia pression p'(x,z.t) en utilisant respectivement I' equation de continuite et celle de 
Ia conservation de Ia quantite de mouvement selon z. Pour transformer le modele, 
initialement dependant de x,z, en un modele dependant de x uniquement, nous 
effectuons une integration explicite des equations de Navier Stokes sur Ia verticale. 
Nous resolvons le modele unidimensionnel obtenu par Ia methode des elements 
finis, puis nous restituons Ia forme generale des vitesses selon z au moyen de Ia 
forme analytique initialement choisie. Les avantages de cette approche sont les 
suivants: 

a- Mail/age 1 D 

Cette approche est capable de mieux capter Ia variation selon z, car nous 
pouvons introduire directement les lois qui correspondent a Ia physique du 
probleme. Elle permet un meilleur traitement de Ia surface libre. En effet, dans 
cette approche, le maillage est unidimensionnel, cbaque verticale contenant n 
nceuds est remplacee par un seul nreud tres enrichi en degres de Iiberte que nous 
avons sumomme super nreud (Figure 4). 
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n=nombre de noeuds verticaux 

m=nombre de tennes de la base 

Supernoeud 

• u,v 

Figure 4. Maillage unidimensionnel 

Par consequent, Ia variation de Ia surface libre est representee uniquement par 
l'actualisation de Ia hauteur totale de l'ecoulement H se trouvant dans les 
coefficients qui resultent de !'integration explicite des equations de Navier Stokes 
sur Ia verticale (Equations [33]). Le fait d'eliminer le maillage vertical, principale 
cause d'instabilite, revient a donner au mod~Ie plus de stabilite, d'efficacite et de 
robustesse. 

b- Orthogonalite 

Bien que l'orthogonalite de Ia serie selon z ne soil pas une condition necessaire, 
elle permet : 

• de simplifier le calcul de Ia matrice masse. 
• un meilleur conditionnement de Ia matrice tangente. 
• de faciliter l'introduction des conditions aux limites [MEF 98]. 

c- Modeles degrades 

II est tr~s interessant de noter que dans le cas particulier ou nous choisissons 
une approximation constante selon z (vitesse moyennee), nous retrouvons le 
mod~le de Serre-Boussinesq [DUF 97], si en plus, nous supposons un profil 
hydrostatique de Ia pression, notre m~le se reduit alors a celui de Saint Venant 
[ZHA 92]. 
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5.4.1. Notation 

Afin de rMuire Ia lourdeur des expressions, nous adopterons Ia notation 
d'Einstein. 

5.4.2. Traitement seton z 

Pour bien situer notre demarche, nous presentons d'abord le traitement des 
termes selon Ia verticale. Notre o~jectif consiste tt transformer le modele en (x,z) 
en un modele en x seulement. 

a- Expression de Ia composante horizontale de Ia vitesse 

Nous proposons Ia forme suivante pour Ia composante horizontale de Ia 
vitesse: 

u(x,z,t) = tP;(z) u;(x,t) i = l,m [23] 

- ip1 (z) represente le terme de Ia base, son choix depend de Ia physique du 

probleme. Elle peut etre de nature polynomiale, logaritbmique, hyperbolique, 
trigonometrique ou autre. 

- m est le nombre des termes de Ia base, il permet de representee Ia variation selon 
z avec Ia precision souhaitee. 

b- Expression de Ia composante verticale de la vitesse 

La composante verticale w(x.z,t) s'obtient en integrant I' equation de continuite 
du fond tt une cote z : 

z 

J(: + :}z=O 
'lJ 

W(X,Z,I) = Wt(X,I) + 'I';(Z)W;(X,t) 

D' apres [7] : 

d'ou 
dzt 

w(x,z,t) = a_;lP1(z1)u;(x,t) + 'l';(z)w;(x,t) [24] 
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du; 
w;(z) =-­

d:x 
z 

'l';(z) = J l/J;(z)dz 

lj 

c- Expression de La pression non hydrostatique 

[25] 

[26] 

Considerons I' equation de conservation de Ia quantile de mouvement scion z. 
en negligeant les contraintes visqueuses, cette demiere se reduit a : 

dw dw dw ldp 
-+u-+w-+--+g = 0 
dt dx ik pik 

[27] 

En tenant compte de Ia relation [13], I' equation precedente devient: 

dw dw dw dp 
-+u-+w-+-=0 
dt dx ik ik 

[28] 

En rempla~ant u et w par les expressions [23], [24] et en integrant !'equation 
precedente de z a h, nous obtenons : 

[29] 

avec 
h h h 

(J; (z) = J 'l';(z)dz, g; (z) =-'I'; (z) + J l/J;(z)dz. Sij (z) = J tP;(Z) 'I' i (z)dz [30] 
if 

5.4.3. Integration expLicite sur La verticaLe 

Nous choisissons Ia fonction de ponderation c5u de Ia meme forme que u. 

ou(x,z)=tP;(Z) OU;(X) i=l,m [31] 

Rempla~ons dans I' equation [2l.b], Ou, u, w, p' respectivement par les 

expressions [31], [23], [24], [29], et integrons du fond a Ia surface libre. Apres 
avoir divise le tout par H, nous obtenons : 
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a- Termes de domaine 

[32] 

b- Termes de contour 

[34.a] 

[34.b] 

[35.a] 

[35.b] 

6. Choix des elements 

L'element utilise dans cette etude est l'element L3L (Figure 5) compose de 2 
sous elements L2 a 2 D<l!uds ou l'approximation de Ia vitesse est lineaire dans 
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chaque sous element L2, et )'approximation du niveau d'eau est lin~e dans 
I' element principal L3L. 

• u,h 
••----------~Or----------•• 0 u 

Figure S. Element L3L 

7. Schema de discretisation temporelle 

Pour pouvoir resoudre notre sys~me d'equations, il nous faut une methode 
d'approximation des derivees temporelles qui soit simple, performante et qui ne 
degrade pas )'approximation spatiale. Nous avons opte pour deux types de 
scbemas, le premier est celui d'Euler implicite pour obtenir rapidement Ia solution 
stationnaire. Pour les probl~mes transitoires nous avons opte pour un schema 
explicite de type Lax-Wendroff. 

7.1. Schema d'Euler implicite 

La derivee temporelle est approximee par : 

u = u1+61-u,l 
!JJ l+ill 

[36] 

La forme variationnelle mixte W, apr~s discretisation spatiale et introduction 
des conditions aux limites, se presente sous Ia forme matricielle : 

(M) 
(K{U)) 
{F} 
p} 
(t5u} 

W = (t5u){ [M){ U} + [K{U)]{U}- { F}} = 0 

: La matrice masse 

: La matrice de rigidite 

: Le vecteur des sollicitations 

: Le vecteur global des degres de liberte u,h 

: Le vecteur global des degres de liberte virtuels &., lih 

La matrice masse [M] est donnee par Ia relation [53]. 

[37] 

En injectant Ia relation [36] dans [37], nous obtenons le syst~me algebrique 
[38] non lineaire que nous resolvons par Ia methode de Newton-Rapbson. 
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[38] 

Methode de Newton-Raphson 

Le syst~me ~ r~soudre est donn~ par : 

[Kr]{aU1
} = {Rn;} [39] 

[Kr)=[M)+at[K(u:~~)) [40] 

{Rn;} = ar({FI+&} -[K(u:~~,)~u:~~})-[MJ{u:~~,}- {u,}) [41] 

La matrice tangente [K r] est obtenue par discr~tisation de a W [37]. La 
solution est calcul~ par des accroissements successifs : 

[42] 

La convergence de Ia m~thode est quadratique. La solution est atteinte Iorsque 
Ia norme ~U1} est inferieure ou egale ~ la pr~cision souhait~e. 

Le schema implicite d'Euler est repu~ stable mais souffre d'un handicap 
s~rieux pour les probl~mes instationnaires ~sa voir: 

-La diffusion importante de la solution pour les grands pas de temps. 

- Le coilt elev~ du calcul, du stockage et de la decomposition de la matrice 
tangente. 

7 .2. Schema de Lax-Wendroff 

Soient les ~uations de Navier-Stokes int~gr~s sur la verticale et ecrites sous 
forme conservative : 

- U+- +-(tf+t/+G)+f=O iJ ( iJF) iJ 
iJt iJx iJx 

[43] 

Ces ~uations peuvent etre deduites des relations [32] et [16]. 

[44] 
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[45] 

[46] 

47] 

La discretisation temporelle se fait de Ia mani~re suivante : 

un+t + ar+• = U" + (}F" -llt !_(( qcr+ + ( r/ +G)") -llt /" [48] 
dx dx dx 

L'ecriture faible associee a Ia relation [48] s'ecrit apr~s integration par parties: 

W ~ 1 {(6UAU- V6UAF)+At6U r-Atvau((ifri +(q" +GJ")}dx 

•At[au((<tf''•(t•Gr)I ~o [49] 

[50] 

La valeur de un+f est obtenue sur chaque point de I' element ou sur chaque 
point d'integration numerique. 

La discretisation par elements finis conduit au syst~me algebrique : 

[M]{IlU} = {R} 

[M)= Ifm.J 
1/l,nll L3L 

[51] 

[52] 

[53] 

[54] 



Ecoulement bidimensionnel a surface libre 393 

[m,]est Ia matrice masse elementaire associee l'lla fonne faible: 

W~ = f (5UAU- V6UM')dx j,_. 

~·}est le residu elementaire de domaine associe i'lla fonne faible : 

{,t} est le residu de contour associe i'lla fonne faible : 

[56] 

[58] 

L'expression de u•+~ est donnee par Ia relation [51]. La valeur de u· est 

calculee sur Ie nreud, par contre Ia quantite a(qcY ldx est calculee sur I' element 

adjacent. La resolution du systtme algebrique [52] s'effectue par Ia methode 
iterative de Jacobi. 

Algorithme pour le schema de lAx-Wendroff 

Boucle sur les pas de temps 

Boucle sur les ~tements 

- Calculer Ia matrice elementaire [m,) associee a Ia fonne W~ (relation [56]) 

- Calculer u•+~ (relation [51]) 

- Calculer {t "ti (relation [50]) 

- Calculer le residu elementaire ~·} associe i'lla fonne w; ( relation [57]) 

- Assembler Ia matrice masse et le residu. 

Fin de Ia boucle sur les elements 

- Identifier I' element touchant Ia fronti~re. 

- Extraire Ia quantite a(t J I ax . 
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- Calculer le residu ftt} assode a Ia fonne faible W' ( relation [58] ) 

- Assemblage du residu 

- Resolution iterative du systeme algebrique [M ~U }= {R} 

- Application des conditions aux limites 

- Mise a jour de Ia solution tr+1 }= tr }+ ~u} 
Fin de Ia boucle sur les elements 

8. Organigramme de I' approche h-s 

- Choisir une fonne analytique(series) selon z pour Ia composante horizontale de 
Ia vitesse (equation [23]). 

-En deduire I' expression de Ia composante verticale de Ia vitesse (equation [24]). 

- En deduire l' expression de Ia partie non hydrostatique de Ia pression (equation 
[29]). 

- lntegrer explicitement les equations de Navier-Stokes sur Ia verticale. 

- Resoudre le modele en x obtenu par Ia methode des elements finis. 

- Restituer le profil de Ia vitesse selon z. 

9. Tests de validation 

Concernant Ia validation du modele, nous avons classe les tests choisis en deux 
categories : 

Premiere categorie 

Dans cette classe, l'ecoulement est stationnaire, Ia pression est hydrostatique et 
le fluide est visqueux. Nous presentons trois cas tests. 

Le premier test consiste a reproduire le profil logarithmique exact d'un 
ecoulement unifonne dans un canal en proposant deux remedes pour corriger le 
decalage du profil numerique de Ia vitesse par rapport au profil exact. Les 
conditions aux limites de type Dirichlet (h imposee) assurent une surface Iibre 
lineaire suivant x et parallele au fond, en consequence Ia vitesse u est constante 
suivant x. 

Dans le deuxieme cas test nous recuperons le profil logarithmique de Ia vitesse 
etabli dans l' exemple precedent et nous choisissons nos conditions aux limites de 
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telle sorte que Ia vitesse u et Ia hauteur totale du canal H ne soient plus uniformes 
suivant x mais suivant un profil que nous avons pu ~tablir analytiquement. 

Le troisieme exemple sert a v~rifier I' aptitude du modele a reproduire une 
structure verticale de circulation crMe par le vent. Nous choisissons Ia contrainte 
du vent de telle maniere que le d~bit soit nul (recirculation complete). Le canal est 
consid~r~ comme infiniment long. 

Deuxieme categorie 

Cette cat~gorie d'exemples est consacr~e a l'~tude de Ia boule, le fluide est 
suppos~ parfait et Ia pression est naturellement non hydrostatique. Dans cette 
cat~gorie nous pr~sentons deux cas tests. 

Le premier est consacr~ a l'~tude de Ia propagation d'une onde solitaire. C'est 
un cas test de boule fortement non lin~aire. La vitesse u est constante suivant z, w 
est lin~aire et Ia pression p' est quadratique. La solution analytique est donnee par 
1' equation de Serre. Nous avons traite trois cas : 

-Propagation d'une onde solitaire dans un canal ouvert (sortie libre) 

- Propagation d'une onde solitaire dans un canal ferme (r~flexion totale). 

- Propagation d'une onde solitaire a travers une marche (reflexion+transmission). 

Le second est consacr~ a I' etude de Ia boule courte progressive, I' amplitude de 
I' onde est suffisamment faible par rapport a Ia hauteur moyenne du canal pour 
qu'elle soit repr~sentee par Ia solution lin~aire de Stokes. 

9.1. Canal de Chezy, Ajustement de Ia loi de paroi 

Description du cas test 

Object if du cas test 

L' un des problemes connu pour Ia modelisation par elements finis du profil 
logarithmique de vitesse est Ia difficult~ de capter correctement les forts gradients 
du profil vertical de Ia vitesse a proximite du fond. Cette faiblesse, pourtant 
localisee uniquement pres du fond, occasionne un decalage du reste du profil, plus 
ou moins important selon le raffinement du maillage pres du fond. Afin de 
contourner cette difficulte nous proposons deux solutions : 

- Utiliser une base polynomiale d'ordre 4 avec correction de Ia cote du fond. La 
cote du fond ne sera plus Zmin mais une valeur Zcorr dont nous calculons 
I' expression. 
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- Utiliser une base mixte en injectant une fonction logarithmique qui n'est autre 
que Ia solution exacte du canal correspondant A l'bypotb~se de Ia coucbe limite. 

Description du cas test 

La geometrie est donnee par Ia figure 6. Longueur du canal L = 10m, Hauteur du 
canal H = 0.5 m, Pente du fond J 1 = 104 

z 

Figure 6. Geometrie du canal 

Equation /Solution 

En regime rugueux, Ia solution exacte est donnee par [PRE 96] : 

U• ( Z ) U=-log 30-
K Cuk, 

[59] 

u· est Ia vitesse de cisaillement. 

[60] 

K est le coefficient de Von Karmann ( K = 0.4 ), k, est le coefficient de rugosite du 
fond, et Ct. est un coefficient numerique d'ajustement. 

Donnees Physiques 

Conditions au.x limites 

Nous imposons en amont et en a val Ia cote de Ia surface libre. 

hamonz = 0.500m, hava~ = 0.499m 
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Conditions initiates 

Parametres physiques 

Viscosit~ horizontale 
Viscosi~ verticale 

Autres param~tres 

Malllage 

Type d'~Mments 
Nombre de nreuds 
Nombre d' ~l~ments 

u = Om Is, h = 0.5m 

V~x = 0 

v ,. de type longueur de m~lange 

Zt =zmln = k, = 0.01H, Ct. = 10 

: El~ment L3L 
: 101 
:50 

REMARQUE.-ll est possible de reproduire Ia solution en utilisant un seul ~l~ment, 
mais nous tenons ~ v~rifier Ia robustesse du schema. 

Donnees numeriques 

Ecoulement stationnaire : Euler implicite 
Nombre d'it~rations : 8 
Critere de convergence : (AU /U)<10"6

, U ~tant la norme du vecteur 

solution de composante (u,h). 

Choix d'approximation de Ia vltesse 

a- Approximation polynomiale sans correction de Ia cote dufond 

Nous allons traiter ce cas en utilisant une base polynomiale orthogonale 
cubique: 

Le fond est plac~ ~ une cote z = Zmln , et Ia contrainte au fond est exprim~e par : 

[61] 
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La figure 7 permet de comparer Ia solution analytique avec notre solution 
nummque notre (Zmin 1) et Ia solution donnoo parR. Frenette [FRE 96] utilisant 
3 couches b:fuidistantes dans Ia verticale notre (Zmin 2). Les profils num~riques de 
vitesses correspondants illustrent bien un d~age avec le profil exact. A titre de 
comparaison, si le profil analytique correspond ll 100 % d'un ~bit recherche, le 
profil obtenu avec Zmin2 correspond a 65.77 %, et le profil avec Zminl correspond 
a77%. 

0.8 Analytique 
Zmin 1 --t-

Zmin 2 -e--

0.6 

:X:: -N 

0.4 

0.2 

0~--~~--~~~--~--~--~~--~~ 
0 2 4 6 8 10 12 14 

u/u* 

Figure 7. Profits logarithmiques de vitesses obtenus avec une approximation 
cubique sans correction de Ia cote du fond 

b- Approximation polynomiale avec ajustement de Ia loi de paroi : choix de Zco" 

Sachant que I' erreur de ~calage se produit principalement pres du fond, nous 
proposons simplement de modifier Ia loi de frottement par }'utilisation d'une cote 
de correction Zcorr au lieu de Zmio , Ia loi au fond devient alors : 
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TJ = pu'£ = pu}I(.!LoJ 30 Zco" ))

2 

[62] 
K s~ c~uk, 

Pour calculer Zcorn consid~rons une base polynomiale orthogonale cubique, Ia 

vitesse s'~crit: 

les composantes u1 [MEF 98] s' ~crivent : 

}1H u, = H tP1(z)u(z)dz 
z, 

connaissant l'expression analytique de Ia vitesse [59], Ia relation pr~redente 
devient alors : 

u; = ~J;,(z)Log(3o-z-)dz 
K1f z

1 
Ctuk, 

Ia vitesse au fond s'exprime d'une part, d'apr~s Ia relation [23]: 

u1 = tP;<:;}"·J~,(z)Log(3o-z-)dz 
z, c~uk, 

Bile s'exprime d'autre part, d'apres Ia relation [59] en pla~t le fond a Zco" par: 

_ U• Lo (30 Zco" ) u,-- g --
" c~uk. 

En identifiant les deux expressions de Ia vitesse au fond, nous en dMuisons : 

Zcotr = Cbk, exp[fP;(zt) r;1(z)Log(30-z-)dz] 
30 H )o c~uk, 

[63] 

La figure 8 permet de comparee Ia solution exacte avec Ia solution num~rique 
baste sur une approximation polynomiale et une modification de Ia loi de 
frottement. Nous remarquons que Ia valeur proposte de Zco" donne une tres bonne 

approximation du profil logarithmique de vitesse. 
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:c 
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A11alyrique 
0.8 Num 7..con· _g._ 
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// 
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14 16 

Figure 8. Projillogarithmique de Ia vitesse obtenu avec une approximation 
cubique et une correction de Ia cote du fond 

c- Approximation mixte 

Bien que Ia valeur sugg~r~ de Zcorr donne one tres bonne approximation de Ia 
vitesse, elle correspond malheureusement au cas unidimensionnel pour lequel 
I' expression exacte de Ia vitesse est connue. Dans le contexte tridimensionnel, 
I' expression de Ia vitesse est one inconnue et par cons~quent Ia valeur propos~e de 
Zcorr n'est pas justifi~. Sachant que Ia vitesse au fond est toujours de nature 
logarithmique, nous introduisons dans notre approximation de Ia vitesse une 
fonction de meme nature, soit : 

tf1 2 ,tfl3 ,tfl4 soot des polynomes respectivement lin~aire, quadratique et cubique. 

tf11 est one fonction logarithmique que nous allons d~terminer, et u1 est Ia vitesse 

moyenne. D'apres Ia relation [59]: 

U1 = U = U• Log(Il_!!_) 
I( Cklk, 
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L'expression [59] s'~t en fonction de Ia vitesse moyenne: 

avec 

l/'1 <z> = Log(3o-z-) 1 Log(ll ~) 
Cbk, Cbk, 

(64] 

La figure 9 permet de comparer Ia solution exacte avec Ia solution numerique 
basee sur une approximation mixte (logarithmique+polynomiale). Nous 
remarquons que les deux courbes coincident parfaitement. La partie polynomiale 
n'a done pas perturbe Ia solution, les composantes u2,uJ,u4 soot pratiquement 
nulles. 

1 

0.8 Analytiquc · · ····· · 
Num log 

0.6 

0.4 

0.2 

0 L---~---===~~~--~--~~--~__J 
0 2 4 6 10 14 

u!u• 
Figure 9. Projillogarithmique de Ia vitesse obtenu avec une approximation mixte 
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9.2. Courbe de remous de type fluvial 

Description du cas test 

Objectif du cas test 

Dans I' exemple pr~cMent, nous avons maintenu grace aux conditions aux 
limites Ia surface libre parall~le au fond, et par con~quent Ia vitesse longitudinale 
u(x,z) et Ia hauteur du canal H ~taient uniformes suivant x. Dans ce cas nous 
appliquons un ~bit q en amont et une cote aval h, su¢rieure ilia hauteur normale, 
le fond et Ia surface libre ne sont plus paralleles, il en r~sulte que Ia vitesse u(x.z) 
et Ia hauteur H ne soot plus uniformes suivant x. 

Description du cas test 

La g~om~trie est donn~ par Ia figure 10. Longueur du canal L=2000 m, Pente 
du fond J 1 = 10-3 

z 

H 

Figure 10. Geometrie du canal 

Equation/Solution 

wis de Conservation 

En n~gligeant les forces de viscosit~ suivant x, les lois de conservation et les 
conditions aux limites s'~crivent: 
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u au + w au + g dh - i) f xz = 0 0 ~ X ~ L, Zt < Z < h 
iJx ik dx ik 

dq=O O~x~L.z=h 
dx 

u2 
fxz=f 1 = -pg c} 0 ~X~ L, Z = Zt 

q=q x=O 

h=h x=L 

Choix de Ia vitesse u(x,z). 

Nous avons vu dans l'exemple pr~cMent que le profil de vitesse u(x.z) dans un 
canal est de type logarithmique suivant z, nous ~crivons en fonction de Ia vitesse 
moyenne ii : 

U = tP(Z)ii 

f(Z) est donn~ par Ia relation [64] : 

tP <z> = wg(3o-z-)t wg(11~) 
c~:~k, c~:~k, 

L'inregration du sys~me pr~cMent du fond lila surface libre donne: 

avec 

- ;;;; dh ii2 
f f:< au-+g-+f3---=0 

iJx dx H pH 

Hii=q 

h=h 

a =0.96555 

0 ~ X ~ L, Zt < Z < h 

O~x~L,z=h 

x=L 

H H 

f3 = lttP<zrmn>JtP~z+-1 Jvtz(dtP)
2 

dz 
H dz H dz 

0 0 

f3 = 2.85 10-3 

[65] 

[66] 
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Lois de componement 

pg 2 pg "'2( )-2 pg -2 
ft = --u, = --., Zmln u = --u 

C} C} C2 

C = ....£.£_ = c1 Log(11 _!!__) 1 Loj30 Znm ) 
tp(zun) Cuk, 

6l Cuk, 
[67] 

Ainsi, nous avons ~tabli une relation entre le coefficient de Chezy global C et le 
coefficient local de frottement au fond C 1 . Le systeme d' equations devient alors : 

I 2 
_a;; 'dh g ;; 
u ax +g dx + n(c')2 

Hii= 7j 

h=h 

0 

O~x~L.z=h 

x=L 

Ainsi le probleme est equivalent ~ supposer la vitesse constante sur la verticale, 
mais en utilisant une pesanteur g' et un coefficient de Chezy C' qui s' ~crivent en 
fonction de g et C comme suit : 

g' =1.. 
a 

C=C~g+~~ 
En utilisant la conservation du debit, nous obtenons : 

( 
7j3)dH 712 

H3-g di-H3ft+ (c't =0 

- 7j u=-
H 

H(L)=H 

H est Ia hauteur du canal : 

[68] 

[69] 
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La solution du sys~me preredent est : 

J 1(x- L) = F(H)- F(H) 

Donnees Physiques 

Conditions aux limites 

Nreud amont 

Nreud aval 

Conditions initiales 

Parametres physiques 

-3 

bJ = !L. 
'' g 

: D~bit impos~ 

: Hauteur impos~e 

u =0, h=1 

Viscosit~ horizon tale : v rx = 0 

1 r=-
3a2 

q=1 

jj =1.4 

Viscosi~ verticale : v ,. de type longueur de m~lange 

Autres param~tres : Zmio = k, = O.OlH, Cb = 1, C = 40 m0
·
5 Is 

NousendMuisonsdonc : g'=10.16mli,C'=33m0
·
5 /s 

Maillage 

Type d' ~l~ments 
Nombre de nreuds 
Nombre d' ~l~ments 

Donnees numeriques 

Ecoulement stationnaire 

: El~ment L3L. 
: 199 
:99 

Nombre d'i~rations : 8 
Cri~re de convergence : (AU IU)< 10-6

, U ~tant Ia norme du vecteur 

solution de composante (u,h). 
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Resultats et commentaires 

Sur les figures (ll.a)-(ll.d), nous avons compar6 nos r6sultats num6riques aux 
valeurs exactes, nous remarquons que les courbes soot confondues. 

1.4 

1.3 

1.2 

1.1 

0.9 

0.8 

Anai)'Lique 
Numet·ique 

···--£>·--·O>----··-·D···-a---·..,.··- ... ···-,...--.a····a····.u····m·· 

.JiJ···· 

........... 
·"'·· 

' _.,· 
_,rtJ· 

/iJ/ 

0 500 1000 1500 2000 

Longueur du canal (m) 

Figure ll.a. Courbe de renwus: Variation de Ia hauteur d'eau le long du canal 
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Figure ll.b. Courbe de renwus : Variation de Ia vitesse longitudinale 
le long du canal 
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Figure ll.c. Courbe de remous: Variation de Ia vitesse verticale 
le long du canal 
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9.3. Ecoulement soUicite par le vent 

Description du cas test 

Object if du cas test 

Nous avons d~velop¢ cet exemple pour v~rifier !'aptitude du m~le a 
reproduire one structure verticale de circulation sollici~e par le vent. Le canal est 
consi~re comme infiniment long. 

Description du cas test 

C' est Ia sollicitation du vent qui induit le mouvement. A cette sollicitation, 
correspond un profil d'ocoulement variant dans Ia partie supmeure. En pratique Ia 
viscosi~ turbulente est variable selon z, mais pour le cas pr~sent, nous avons fait 
usage d'une viscosi~ constante afin d'obtenir une solution analytique plus 
ais~ment. 

Longueur du canal L = 10 m, Hauteur du canal H = 0.5 m, Pente du fond 
it =-S =10-3 

z 

Figure 12. Geometrie du canal 

Equation/Solution 

En supposant, que Ia contrainte nonnale 1 u et Ia vitesse u varient peu selon x, 
i.e: 

Les ~uations de Navier-Stokes s'~crivent: 



1, --=r, 
p 
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Zt < Z < h 

Z = Zt 

z=h 

La r~solution du sysreme ci-dessus conduit a : 

u(z) = gS z2 + -1 
(f.- gSH)z + 9: .Jr,- gSH 

2vtt Vrz '1/g 

Calculous le debit : 

Nous choisissons Ia contrainte du vent de telle sorte que le d~bit soit nul 
(recirculation compl~te). Nous obtenons ainsi une relation entre Ia pente de Ia 
swface libre S et Ia contrainte du vent if, : 

Nous choisissons arbitrairement : 

Vtt = 0.000lm2 / s, C1 = 20m0
·5 Is 

Ce qui donne : 

Donnees Physiques 

Conditions aux limites 

Nous imposons en amont et en avalla cote de Ia surface libre. 

hamont = 0.5m, hava~ = 0.499m 

Conditions initiates 
h(X,to) = 0.5m, u(x, to) =Om Is 
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Donnees Numeriques 

Ecoulement stationnaire : Euler implicite 
Nombre d'it~rations :4 
Crit~re de convergence : (AU IU)<I0-6

, U ~tant Ia norme du vecteur 

solution de composante (u,h). 

REMARQUE.- II est possible de reproduire Ia solution en utilisant un seul element, 
mais nous tenons l verifier Ia robustesse du scMma. 

Choix d'approxlmatlon de Ia vltesse 

Nous choisissons une base polynomiale cubique : 

Sur le tableau ci-dessous, sont reportes les resultats numeriques donnes par 
notre mod~le. Nous remarquons que, d'une part, Ia composante moyenne de Ia 
vitesse u1 est de l'ordre de t0-10 m/ s, nous retrouvons bien un debit pratiquement 

nul, d'autre part, Ia composante cubique u4 est de l'ordre de 10-8
, ce qui confume 

Ia forme quadratique de Ia vitesse. 

u2 = -0.1607m Is U3 = -0.0914m Is 

Sur Ia figure 13, nous avons compare les profils num~rique et analytique de Ia 
vitesse. Nous constatons que les resultats obtenus par notre modele sont excellents, 
les deux courbes coincident parfaitement. 
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Figure 13. Projil vertical de Ia vitesse du a Ia sollicitation du vent. 
Cas d'une recirculation complete 

9.4. Propagation d'une onde solitaire 

Objectlf do cas test 

0.2 

Pour tester l'aptitude du mod~le tl representee des houles longues, non lineaires, 
nous nous sommes fixes comme objectif de calculer la propagation d'un soliton. 
Ce cas limite de la theorie des ondes cnoldales traduit, comme son nom l' indique, 
!'evolution d'une vague unique, qui se propage sans deformation tant que la 
profondeur reste constante. Notons que dans ce cas le fluide est suppose parfait. La 
solution analytique est donnee par l' equation de Serre. Nous avons traite trois cas : 

- Propagation d'une onde solitaire dans un canal ouvert tl fond plat (sortie libre) 

-Propagation d'une onde solitaire dans un canal ferme (reflexion totale). 

- Propagation d'une onde solitaire tl travers une marche (reflexion + 
transmission). 
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9.4.1 Canal ouvert a fond plat 

Description du cas test 

La g~om~trie est donnoo par Ia figure 14. 
z 

~ 

H 

lr 

L 
Figure 14. Geometrie du canal 

Hauteur moyenne du canal 
Longueur du canal 
Amplitude d'onde 

Equation/Solution 

: H=0.4m 
: L=23m 
: A=0.05m 

~ . 

Les ~uations de Navier-Stokes s'~crivent pour un fluide parfait: 

X 

Les expressions analytiques de h, u sont donn~es pour I' ~quation de Serre dans 
le cas d'un fond plat par: 

huac,(X,t) = H + Asech2 (r<x- ct)) [70] 

( t) 
huact(X,t)- H 

Uexact X, = C 
hexact (X, t) 

[71] 
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La c~l~rit~ c est donn~e par : 

c= .Jg(H +A)= 2.11m/ s [72] 

Quant ilia longueur d' onde r ' elle est ~gale it : 

r=-1-~ 3
A =0.72m·• 

2H H+A 
[73] 

La composante horizontale de Ia vitesse u ne d~pend pas de z, Ia composante w 
varie lin~airement entre le fond et Ia surface libre et p' est quadratique. 

Donnees Physiques 

Conditions aux limites 

Nous imposons en amont Ia composante horizontale de Ia vitesse u(x,t) 

Uamon1 = Uuac,(O,t) 

Nous imposons en avalla cote de Ia surface libre : 

havoJ = huact ( L, t) 

Uoxact et hoxact soot donn~s respectivement par les relations [70] et [71]. 

Conditions initiates 

Nous choisissons comme conditions initiales : 

h(X,to) = 0, U(X,to) = Uuact(X,to), to= -2 

Maillage 

Type d' ~l~ments 
Nombre de n<~:uds 
Nombre d' ~l~ments 

: El~ment L3L 
: 101 
:50 
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Donnees Numeriques 

Schema Num6rique utilis6 
Ecoulement non stationnaire 
Temps total 

Choix d'approximation de Ia vitesse 

: Lax-Wendroff 
: At= 0.01 
: t=l7s 

Nous choisissons une base polynomiale cubique : 

Nous en d6duisons en moyen des relations [24] et [29], les expressions dew etp': 

Les fonctions '¥1(z),91(z), s1i(z)sont donn6es par les relations [26] et [30]. 

0.06 

Lax-Wendroff 
0.05 Analyique 

a -2 0.04 .s:; 
:= 

f 0.03 

.!I 
-8 0.02 
B 
8 

0.01 
t=l& 

0 
0 5 10 15 20 

Distance le long du canal (m) 

Figure 15. Propagation d'une onde solitaire dans un canal ouvert a fond plat. 
Evolution de Ia cote de Ia surface libre au cours du temps 
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10 

Lax-Wendroff 
Analytique 

15 20 

Distance le long du canal (m) 

Figure 16. Propagation d'une onde solitaire dans un canal ouvert a fond plat. 
Evolution de Ia vitesse de propagation au cours du temps 

Resultats et commentalres 

La propagation d'une onde solitaire est un cas test de boule fortement non 
lineaire ou Ia pression est naturellement non hydrostatique. Le schema implicite 
d'Euler est diffusif et par consequent, il ne s'adapte pas ace genre de probl~mes. 
Cependantles resultats obtenus par le schema explicite de Lax-Wendroff (figures 
15 et 16) soot spectaculaires, le schema reproduit quasiment Ia solution exacte 
avec une diffusion inferieure a 1 % et une dispersion nolle. L'onde calculee se 
propage en restant en phase avec I' onde analytique et conserve son amplitude. En 
outre les conditions aux limites permettent a I' onde de bien sortir du canal. 

9.4.2 Canalfermi afondplat 

Description do cas test 

Nous reprenons le cas precedent en fermant les deux cotes (amont et aval) du 
canal apres avoir injecte un soliton a l'interieur. Tous les param~tres (hauteur 
moyenne H, amplitude A, celerite c, longueur d'onde r> sont identiques au cas 

precedent, nous changeons juste les conditions aux limites ainsi que les conditions 
initiales. 
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Hauteur moyenne 
Amplitude 
c~1m~ 

Longueur d'onde 

z ~ 

~ 

~ 

H 

L 
Figure 17. Geometrie du canal 

Conditions ata limites 

: H=0.4m 
: A=0.05m 
: c=2.11 mls 
: r=0.21 m-1 

Nous imposons en amont et en a val une vitesse nulle : 

u(O, t) = u(L, t) = 0 

Conditions initiales 

... .. 

h(X,to) = huac~(X,to), U(X,to) = Uuac~(X,to), to= 8 

Les fonctions hexact• uuac~ sont donn~es par les relations [70] et (71]. 

Donnees Numerlques 

ScMma Num~rique utilis~ 
Ecoulement non stationnaire 
Temps total 

Resultats et commentalres 

: Lax-Wendroff 
: M=O.Ol 
: t=23s 

.. .. 
X 

Les figures (18), (a), (b), (c), (d) et (19), (a), (b), (c), (d) montrent Ia 
propagation de I' onde faisant plusieurs allers et retours, nous constatons que I' onde 
se conserve pratiquement, Ia diffusion est inf~rieure ~ 2 %, quant ~ Ia dispersion, 
elle est quasiment nulle. 
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Figures 18. Propagation d'une onde solitaire dans un canalferme a fond plat. 
Evolution de Ia cote de Ia surface libre au cours du temps 
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Figures 19. Propagation d'une onde solitaire dans un canal fermi a fond plat. 
Evolution de Ia vitesse au cours du temps 
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9.4.3 Canal ouvert a fond variable (cas d'une marche) 

2 

Figure 20. Geomitrie du canal 

L, =12m, L2 =11m, Ht = 0.4m, H2 = 0.2m, A = 0.025m 

Nous allons ~tudier dans ce cas l'effet d'une discontinuiw sur Ia propagation 
d'une onde solitaire. L'onde incidente se d~compose en une partie transmise et une 
autre rtfltchie (figure 20). 
Les coefficients de r~flexion et de transmission k, k1 valent [MEF 98] : 

Conditions aux limites 

{
k, = 1.156 

kr = 0.156 

Nous appliquons les conditions aux limites de sortie libre : 

{
Uamonr = c,(hamo.,- Ht) I hamonr 

Uavai = c, (hava~- H2) I hava~ 

Les c~l~rit~s c, et c, ont pour valeurs : 

Conditions initiates 

Cr = .Jg(Ht + k,A) =199m IS 

c, = .Jg(H2 +k,A) = 1.50m Is 

{

h(x,O) = haacr(X,to) 

u(x,O) = Uaacr(X,to) 

to= 3.5 
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Les fonctions h.xa.c~ et u.xa.c~ soot donn~s par les relations [70] et [71 ] . 

.. 

.. -·-·-
Figure 21. Conditions initiates 

• 

Choix de ('approximation selon z 

&I .. 

I 
I 

-·-·-

Le choix de l'approximation de u, w, p' est identique A celui de l'exemple 
9.4.1. 

Donnees numerlques 

ScMma Num~rique utili~ 
Ecoulement non stationnaire 

: Lax-Wendroff 
:At= O.oi 

Resultats 

Les figures 22 (a), (b) montrent bien que l'onde se d~compose en une onde 
r~fl~chie et une autre transmise avec des coefficients de r~flexion et de 
transmission qui ont pour valeur : 

{
kt = 1.151 

kr = 0.154 
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Figure 22. Propagation d'une onde solitaire a travers une marche. 
Creation d'1me onde rejlechie et une autre transmise 

.. 

Notre mod~le retrouve bien les valeurs de coefficients de rtflexion et de 
transmission avec une erreur inf~rieure ill %. 
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9.5. Propagation d'une boule courte 

Description du cas test 

Objectif du cas test 

Cet exemple a pour but de tester I' aptitude du mod~le ~ repr~senter des houles 
courtes progressives. La boule que nous avons choisie est d'amplitude 
suffisamment faible pour qu'elle soit bien repr~senooe par Ia solution lin~aire de 
Stokes au premier ordre. Le profil exact de Ia vitesse selon z est du type 
byperbolique. Ce cas test va done nous permettre de tester d'autres types de bases 
d'approximation autre que Ia base polynomiale et Ia base mixte. 

Notons que dans ce cas test, les contraintes visqueuses sont nulles, le fluide est 
suppo~ parfait. 

Description du cas test 

z 

I' 

H 

L 
Figure 23. Geometrie du canal 

Hauteur moyenne do canal 
Longueur du canal 
P~riode 

Longueur d' onde 
Amplitude d' onde 

Equation/solution 

Lois de conservation 

: H=15m 
: L=lOOm 
:T=4s 
: A.=25m 
: A=0.25m 

Les ~uations de Navier-Stokes s'~vent pour ce cas: 

X 
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La boule que nous avons choisie est d'amplitude suffisamment faible pour 
qu'elle soit bien repr~sent~e par Ia solution lin~aire de Stokes au premier ordre: 

h = H -Asin(kx-ct) 

u =-~ch(kz)sin(kx-ct) 
sh(kH) 

A co 
w = --sh(kz)cos(kx- ct) 

sh(kH) 
2tr 2tr 

k=- et co=-
A T 

La ¢riode T et Ia longueur d' onde A , soot li~s par Ia relation d' Airy : 

co2 = gk th(kh) 

Donnees Physiques 

Conditions aux limites 

Nous imposons en amont et en aval Ia composante horizontale de Ia vitesse 
u(x,t), ceci se traduit par I' imposition des composantes: 

Conditions initiales 

U1 (O,t) = uz(O,t) =- 2s~~l) sin(-ct) 

U1 (L,t) = uz(L,t) = A co sin(kL- ct) 
2sh(kH) 

Nous choisissons comme condition initiale, Ia solution exacte prise a t=O. 



Malllage 

Type d' ~l~ments 
Nombre de n<ruds 
Nombre d'~l~ments 

Donnees Numerlques 
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: El~ment L3L 
: 101 
:50 

ScMma Num~rique utili~ 
Ecoulement non stationnaire 
Temps total 

: lmplicite 
:At= O.ot 
: t=4s 

Cholx de Ia base d'approxlmatlon selon z 

Nous choisissons Ia vitesse u de Ia fa~on suivante : 

avec 

Nous en dMuisons en moyenne des relations (24) et (29), les expressions de w et 
p'. 

w(x,z,t) =-~ 'l',(z) 

· iiu, p (x,z,t) = -8,(z) iJtiJx 

Les fonctions '1'1(z), 01(z) sont donn~es par les relations [26] et [30]. 

Resultats et commentalres 

Surles figures 24 (a) (b) (c) (d), nous avons montr~ Ia variation des profils des 
vitesses en fonction de z ainsi que I' ~volution de Ia surface libre en fonction de 
l'espace et du temps. Nous remarquons que les resultats obtenus par notre mod~le 
sont pratiquement confondus avec Ia solution analytique, ce qui prouve que les 
vagues calcul~es se propagent avec Ia bonne c~l~ri~ et Ia bonne amplitude sur 
toute la longueur du canal, et que les conditions aux limites suffisent a entretenir Ia 
solution sans apporter de perturbations dans l'~coulement. 
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Figure 16. Propagation d'une onde solitaire dans un canal ouvert a fond plat. 
Evolution de la vitesse de propagation au cours du temps 
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10. Conclusion 

Dans cette etude, nous avons developpe un modele bidimensionnel vertical base 
sur une approximation de type elements finis suivant x et de type analytique (series) 
selon z. Cette approche consiste d'abord a choisir une forme analytique (serie) selon 
z pour Ia composante horizontale de Ia vitesse u(x,z,t), puis a en deduire Ia forme de 
Ia composante verticale w(x,z,t) et celle de Ia pression p'(x,z,t). Le choix de Ia serie 
ainsi que Ie nombre de ses termes dependent de Ia physique du probleme et de Ia 
precision souhaitee. Une integration explicite de Ia forme faible sur Ia verticale 
permet de transformer le modele dependant initialement de (x,z) en un modele 
dependant de x seulement. Cette approche donne un meilleur traitement de Ia 
surface libre car elle permet d'introduire directement des fonctions qui 
correspondent a Ia physique du probleme. En outre, le maillage est unidimensionnel, 
ce qui rend le modele plus stable et plus robuste. Apres cette serie d'exemples, nous 
pouvons tirer les conclusions suivante. 

Pour les ecoulements permanents, le schema implicite autorise l'usage d'un pas 
de temps tres eleve (resolution stationnaire) et donne de tres bons resultats. Le 
modele semble stable et precis, ne depassant pas I 0 iterations pour atteindre une 
precision sur le residu de 1' ordre de I 0-6 . 

Pour les ecoulements non stationnaires, malgre son aspect diffusif, le schema 
implicite reste bon a condition de prendre des pas de temps tres petits (houle de 
Stokes). le schema de Lax-Wendroff s'est montre conservateur et precis (onde 
solitaire). 

Le modele a pression non hydrostatique semble bien fonctionner, il permet de 
representer une large variete de houles, depuis les houles tres courtes en profondeur 
relativement grande, dont les profils de vitesses ont nettement une forme 
hyperbolique, jusqu'aux houles tres longues en profondeur faible pour lesquelles Ia 
repartition des vitesses est uniforme sur Ia verticale. 
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