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RESUME. Les travaux qui font I'objet de la présente publication ont consisté a développer un
modeéle de simulation des écoulements a surface libre applicable en mer, en riviére et en lac
sous I'action de sollicitations aussi divers que les crues, les gradients de densité eau salée-
eau douce, les sur cotes marines ou les coups de vents. Ce modéle basé sur la méthode des
éléments finis repose sur une approche que nous avons dénommée h-s qui privilégie comme
cela se passe en nature pour les problémes que I'on souhaite étudier, la dimension
horizontale par rapport a la dimension verticale qui subit un traitement particulier. A noter
que la pression peut étre hydrostatique ou Non. Cette méthode est basée sur approximation
de type éléments finis suivant x et de type analytique (séries) selon z. Le choix de la série et le
nombre de ses termes dépendent de la physique du probléme et de la précision souhaitée.
Nous avons utilisé un élément hybride L3L pour la discrétisation spatiale. Pour la
discrétisation temporelle, nous avons utilisé deux schémas. Le premier est celui d'Euler
implicite, réputé par sa stabilité et qui convient bien pour la résolution des problémes
stationnaires, le second est explicite de type Lax-Wendroff qui s'adapte mieux pour les
problémes instationnaires.

ABSRACT. The works that are the object of the present paper consist of developing a model to
simulate free surface flows applicable at sea, river, and lake, under loads as various as
floods, density gradient between salt water — fresh water, marine coast or gales. This model
based upon finite element method, implies an approach that we called h-s. This latter
privileges, as it occurs in nature for the problems that we wish to study, the horizontal
dimension to vertical dimension, which under goes a special treatment. We note that the
pressure can be hydrostatic or not. This method is based upon a finite element approximation
along with x and upon analytical one along with z. The choice of the series and the number of
its terms depend on the physics of the problem and the required accuracy. We have used a
hybrid element L3L for the spatial discretization. For the time discretization, we have used
two schemes. The first one is that of backward Euler, and the second is explicit of Lax-
Wendroff type which can better fit the non stationary problems.
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1. Introduction

La méthode des ¢léments finis, apparue 2 la fin des années 50 s’est
particulierement bien illustrée pour la résolution de probleémes de mécanique des
structures. Son extension a la mécanique des fluides pour la résolution
d’écoulements turbulents a commencé dans les années 70 avec les travaux de
Taylor et Hood [TAY 73], Connor et Brebbia {CON 76]. Dans le domaine de la
modélisation de la turbulence, citons, parmi d’autres, les travaux de Launder
(LAU 84], Bouttes [BOU 94] en 2D, Rodi [LES 79] et Jaeger [JAE 90] en 3D.

Dans le domaine de I'hydraulique A surface libre, il s’est également avéré
nécessaire de développer des modeles aux éléments finis pour reproduire les
écoulements turbulents mus par la gravité en riviere, forcés par la marée en mer ou
leur jonctions en estuaires. A cet égard nous pouvons citer le premier modele 3D
en couches par éléments finis de Wang [WAN 75] sur la base des travaux de
Leendertse et al [LEE 73] en différences finies. C’est un mod@le basé sur
I'hypothése de répartition hydrostatique des pressions ; il est obtenu par une
intégration des équations de Navier-Stokes sur plusieurs couches. King er al.
(KIN 87] ont repris ce modele mais en utilisant une approximation verticale
facilitant alors la mise en ceuvre,

En France, nous citons les travaux de Provost et Poncet [PRO 78], ainsi que
ceux de Daubert et Cahouet [DAU 84], Hauguel [HAU 86], Hervouet [HER 91] et
Péchon au laboratoire National d’Hydraulique (LNH) de EDF. Le groupe
UTC/STCPMVN appelé (GHN) a également apporté une contribution dans le
domaine de la modélisation en hydraulique 3 surface libre par éléments finis en 2D
et 3D. Cochet [COC 79], Hubert [HUB 84] et Zhang [ZHA 92] ont développé
différents é1éments pour la modélisation 2D horizontale de Saint-Venant. G. Rouas
{ROU 96] a développé un modele 2DV. Robert [ROB 83], Leclerc [LEC 85],
Heniche [HEN 95] et Frenette [FRE 96] ont proposé chacun un modele 3D a
pression hydrostatique. Soulaimani [SOU 91] pour sa part, a mis en ceuvre un
modele 3D général en représentation eulérienne-lagrangienne.

La condition d’existence et d’unicit¢ d’une solution au probléme mixte de
Stokes a été étudiée par Ladyzhenskaya [LAD 69], Brezzi [BRE 94] et Babuska
[BAB 71]. Elle conduit A une condition de consistance entre les espaces de vitesse
et de pression ; il s’agit de la condition de L.B.B. Compte tenu des différents
travaux, il est établi que I’approximation des vitesses doit étre plus riche que celle
de la pression. Le non-respect de cette régle engendre une solution numérique
polluée par des oscillations non physiques notamment en présence des conditions
aux limites séveres [HUG].

De nombreux travaux de recherche ont ét€ menés pour développer des éléments
finis en 3D pour les fluides incompressibles. La reégle était qu’il fallait prendre soin
d’enrichir 1’approximation des vitesses par rapport a celle de la pression/hauteur
d’eau.
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Leclerc a développé le prisme a 15 nceuds (P15) avec une approximation
quadratique en vitesse et linéaire en hauteur d’eau. La également apparaissent des
oscillations (cas de I'écoulement dans un coude). Hubert et Jaeger ont développé le
cube 4 8 nceuds (H8) lin€aire en vilesse et constant en pression. Le H8 se comporte
suffisamment bien s’il n’est pas trop distordu, d’aprés Jaeger. Hubert a développé
le H8N en ajoutant un degré de liberté supplémentaire (vitesse normale) sur
chaque face du cube. Soulaimani a développé le tétraddre a 4 neeuds (T4) avec des
approximations lin€aires en pression et enrichies par une fonction bulle en vitesse.
Heniche a développé le prisme 2 6 nceuds (P6) linéaire en vitesse et en pression en
utilisant une formulation de type Pétrov-Galerkin et moindres carrés.

Si tous les modeles bidimensionnels verticaux ou tridimensionnels donnent des
réponses satisfaisantes dans des cas schématiques, ils sont loin d’étre robustes,
fiables et utilisables dans un contexte opérationnel. Par ailleurs la demande
s’oriente vers des modeles assez génériques mais modulables qui puissent traiter a
la fois du 1D, du 2D ou du 3D (hydrostatique ou non), des écoulements en mer
(courant, houle, estuaire), en riviere (longs linéaires ou localement) ou en lac
(courants de densité, recirculations dues au vents).

Dans cette €tude, nous avons développé un modele bidimensionnel vertical non
hydrostatique basé sur une approximation de type €léments finis suivant x et de
type analytique (séries) selon z, d’od I'appellation h-s. Cette approche consiste
d'abord 2 choisir une forme analytique (série) selon z pour la composante
horizontale de la vitesse u(x,z?), puis & en déduire la forme de la composante
verticale et celle de la pression. Le choix de la série ainsi que le nombre de ses
termes dépendent de la physique du probleéme et de la précision souhaitée.

2. Généralités
2.1. Systéme de coordonnées

Considérons deux reperes donnés par la figure 1, I'un fixe (X,Y,Z) ayant pour
base (7,7 K ) 1’autre mobile (x,y,z) attaché 2 la terre, et ayant pour base (7, j.k )

il tourne avec une vitesse angulaire @ = wk , @ est la vitesse angulaire de la terre
qui a pour valeur 0.7292 10™*rad/s . Il est courant de choisir :

x = Est y = Nord z = Z€nith



378 Revue européenne des éléments finis. Volume 8 - n°4/1999

Z
Y x
! ;

>y

X
Figure 1. Systémes de coordonnées

¢ étant la latitude. En choisissant Z-X et z-y coplanaires (Figure 1), le vecteur de

rotation @ de la terre s’exprime dans le repére (x,y,z) comme suit :
@ = w[cos(«p)]' +sin(@)k ]

Le rayon vecteur d’un point M quelconque dans le repere (x,y,z) s’€crit ;
F=xi+y +7k

La vitesse matérielle au point M dans le repére (x,y,z) s’écrit :

L’accélération matérielle au point M dans le repere (x,y,z) s’exprime par :

a av +a +g
= =~ ¥ Acorin
dt lis

g est I’accélération de la pesanteur qui a pour valeur 9.81m/¢*.

Georiotis = 20 AV = 20 SI(@)(Vi — uj)

(1]

(2]

(3]

[4]

(5]
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2.2. Surface libre
La surface libre (Figure 2) est présentée sous la forme :
®=hx,)-z,=0 [6.a]

z T Surface libre

Figure 2. Représentation du fond et de la surface libre
Sous forme différentielle :
oh oh
—_—t —— s—We= 0 6. b
=+ o Uy — W [6.b]
L’indice ‘s’ est relatif a la surface libre.
2.3. Fond
La surface du fond (Figure 2) s’écrit sous forme différentielle :
d
%u, ~wy=0 (7]

3. Ecritures fortes
3.1. Lois de Conservation

Les problemes de fluides incompressibles ( p constante) sont caractérisés par
les relations de la conservation de 1a masse et celle de la quantité de mouvement.
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o ow

—_t—=0

ax * x 8]
p%+pu%+pw%+%—(%+%):0 [9.a]
p%+pu%+pw%+%—(%+%)+pg =0 19.b]

3.2. Lois de comportement
3.2.1. Contraintes

Le tenseur des contraintes est de la forme [FRE 96, ROB 83] :

Lalll

[ 2vaus  velu.+ w,x)} (0]

Vi (e +wy) 2vew,
3.2.2. Viscosité

La viscosit¢ horizontale vy, est supposée constante, alors que la viscosité
verticale y,, qui est simulée par le concept de la longueur de mélange [FRE 96,
HEN 95, ROB 83], s’exprime par la relation :

Vi =l,2,,'%‘ [11]

1. est la longueur de mélange verticale. Sa distribution suit une forme parabolique

dissymétrique puisque les fluctuations turbulentes sont plus amorties par le fond
que par la surface libre. Cette représentation a permis de reproduire correctement
les profils de vitesses dans les écoulements a surface libre :

= ,_i
Im =241 H [12]

ol x est la constante de Von Karmann et H la profondeur d’eau.

3.3. Nature de la pression

A l'instant t, en un point donné, la pression p(x,z,t) est égalea :
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p(‘x’ Z,’) = palm + phwlm:m + pp

ou p

aim

est la pression atmosphérique, p,.,.., 14 pression duc au poids de la
colonne d’eau au niveau z et pp' est la pression supplémentaire générée par le
mouvement de I'eau.

Phydrosta(X:2,1) = pg(h(x,1) ~ 2)

p(x,2,0) = pg(h(x,t) = 2) + p .. + PP (X,2,1) [13}

3.4. Conditions aux limites

Pour un fluide visqueux, les conditions aux limites sont, soit de type vitesse
appliquées sur une surface §,, soit de type contrainte appliquées sur §, (Figure

3.a).
- Conditions sur u ( dite condition de Dirichlet)
U=y, sur S {14]
- Condition sur ¢; (dite condition de Cauchy-Neuman)

-

Tn=

all

nosur S [15]

AYS

S ’

Figure 3.a. Conditions aux limites

En hydraulique, le domaine S est délimité par plusieurs fronti¢res (Figure 3.b).
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F=dS= S/U S;USemUS.mr

Surface ibre S
R
SR ——
Surface & g
deatrée "™ ™ h=h | Surface
de sortie Sur
Tr=0uf
7TTTTTT ’I;/ 77T TTT T T 777
Fond g,
Figure 3.b. Frontiéres du domaine
3.4.1. Surface libre
a. Condition cinématique
oh dq
_————= 0 16
P ». EY [16]
q= Judz
2y

b. Condition mécanique
A la surface libre, la pression est égale 2 1a pression atmosphérique.
P=Pun=p =0 (17]

La surface libre peut &tre aussi sollicitée par le vent dont la force a pour
expression [HEN 95, LEC 85] :

T =~ Clo P, W (18]

cio . coefficient de frottement correspondant 2 une vitesse du vent mesurée 2 10 m

au-dessus de la surface du plan d’eau.
p. : masse spécifique de I'air.
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wie : composante de la vitesse du vent 4 10 m.

3.4.2. Fond
Au fond, nous utilisons d’une part la condition d’imperméabilité selon n
=0 [19.a]
D’autre part, la contrainte de frottement au fond peut etre exprimée par .

Th =—Pﬁ|uf|uf [19.b}

B peut Etre exprimé par I'une des trois expressions :

=£ 20.¢
B c [20.a]

_n'g

=h [20.b]
B= ! [20.c]

1 Zmin ’
1 1og] 3020
[k g[ ks H

zmin- k- K SODt respectivement la cote du fond, la rugosité du fond et la
constante de Karmann. C,,n sont respectivement les coefficients de frottement de

type Chezy et Manning,

4. Ecritures faibles

Dans cette approche, nous allons affaiblir juste I'équation de conservation de la
quantité de mouvement selon x et celle de la cinématique de la surface libre.
L’équation de conservation de la quantité de mouvement selon z et celle de la
masse sont utilisées au sens fort. La forme variationnelle associée aux équations
[9.a] et [16] s’écrit :

W=Wys+W, [21.a]
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Was = 5{¢(i+u%+wi+ ih—)—@ + @ﬂ+ 9 ou
” PREFMUUETAL N B A N T
S
- "-&UT_ﬁdx_J(SItsth =0 [21.b]
p p
Ss S
Wi = [(Shh, — &h.. q)dx + Shg], [22]

L

5. Traitement de la surface libre

La difficulté de la modélisation des écoulements 2 surface libre réside dans le
fait que cette derniere constitue a la fois une frontiere du domaine et une inconnue
du probleme. Pour aborder cette question, nous distinguons plusieurs approches.

5.1. Approche lagrangienne

Dans cette approche, les neeuds sont attachés au fluide. Chaque élément est 1ié
avec la position d’un élément du fluide A chaque instant. Démarrant d’un maillage
initial, les nceuds se déplacent dans le temps en gardant les connectivités initiales.
Lorsque le maillage devient trop distordu, un remaillage est nécessaire. L’avantage
de cette méthode est qu’elle permet de déterminer avec précision la position de la
frontiere mobile dans le cas de petits déplacements. Par contre, dans le cas de
grandes déformations de la frontiere mobile, le maillage devient trés distordu.
L’ajustement du maillage au voisinage de cette frontiere est trés complexe, ce qui
peut &tre une cause d’instabilités numériques.

5.2. Approche eulérienne

Dans cette approche, le maillage est fixe dans tout le domaine et les éléments
peuvent €tre entierement ou particllement occupés par le fluide ou complétement
secs. L’avantage est que le calcul donne une bonne précision méme dans le cas ou
la frontidre mobile subirait des grandes déformations. La difficulté réside dans le
développement d’une technique pour obtenir la fronti€re non stationnaire qui évite
la violation de la continuité et de la conservation de la quantité de mouvement,

5.2. Approche Lagrangienne-eulérienne

De manitre 3 éviter les phénomeénes de distorsion, Daubert et Cahouet
[DAU 84] et Soulaimani [SOU 91] utilisent la méthode eulérienne-lagrangienne ol
le domaine de calcul, obtenu au moyen d’une transformation géométrique du
maillage, reste fixe. Cette méthode est trés précise dans le suivi de la surface libre
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el autorise de fortes cambrures. De plus, elle conserve son aspect eulérien dans le
calcul des champs de vitesses et de pression. Contrairement a la méthode a
maillage fixe, cette méthode, d’une part, n’est pas en mesure de simuler les
écoulements a surfaces libres multiples, d’autre part, elle est difficile & mettre en
ceuvre pour les terrains complexes.

5.4. Notre approche h-s IMEF 98]

Pour remédier au probléme de distorsion qui peut €tre la principale cause
d’instabilité, et compte tenu du fait que pour les écoulements fluviaux et maritimes,
la dimension horizontale est trés dominante par rapport 4 la dimension verticale,
nous avons développé une approche qui consiste & donner un trailement particulier
aux variables selon z. Notre approche est bas€e sur une approximation de type
¢éléments finis suivant x et de type analytique (séries) selon z, d’ou le nom A-s.

Cette approche consiste d’abord A choisir une forme analytique (série) selon z
pour la composante horizontale de la vitesse u(x,z,?). Le choix de la série ainsi que
le nombre de ses termes dépendent de la physique du probleme et de la précision
souhaitée. Cette série peut étre de nature polynomiale, logarithmique, hyperbolique,
trigonométrique ou autre.

Etant donné la forme de la vitesse horizontale, nous en déduisons les
expressions analytiques de la composante verticale de la vitesse w(x,z,f) et celle de
la pression p’(x,z,¢) en utilisant respectivement I’ équation de continuité et celle de
la conservation de la quantité de mouvement selon z. Pour transformer le modele,
initialement dépendant de x,z, en un modele dépendant de x uniquement, nous
effectuons une intégration explicite des équations de Navier Stokes sur la verticale.
Nous résolvons le modele unidimensionnel obtenu par la méthode des éléments
finis, puis nous restituons la forme générale des vitesses selon z au moyen de la
forme analytique initialement choisie. Les avantages de cette approche sont les
suivants :

a- Maillage 1D

Cette approche est capable de mieux capter la variation selon z, car nous
pouvons introduire directement les lois qui correspondent a la physique du
problgme. Elle permet un meilleur traitement de la surface libre. En effet, dans
cette approche, le maillage est unidimensionnel, chaque verticale contenant n
nceuds est remplacée par un seul neeud tres enrichi en degrés de liberté que nous
avons surnommé super nceud (Figure 4).
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n® p=nombre de noeuds verticaux

m=nombre de termes de 1a base
i®
U2y Um
3 H VIsV2yeeVm
2
1 Super noeud
® uv

Figure 4. Maillage unidimensionnel

Par conséquent, la variation de la surface libre est représentée uniquement par
I'actualisation de la hauteur totale de I'écoulement H se trouvant dans les
coefficients qui résultent de l'intégration explicite des €quations de Navier Stokes
sur la verticale (Equations [33]). Le fait d'éliminer le maillage vertical, principale
cause d'instabilité, revient 2 donner au modele plus de stabilité, d'efficacité et de
robustesse.

b- Orthogonalité

Bien que l'orthogonalité de la série selon z ne soit pas une condition nécessaire,
elle permet :

o de simplifier le calcul de la matrice masse.
¢ un meilleur conditionnement de la matrice tangente.
o de faciliter I’introduction des conditions aux limites [MEF 98].

c- Modeéles dégradés

Il est trés intéressant de noter que dans le cas particulier od nous choisissons
une approximation constante selon z (vitesse moyennée), nous retrouvons le
modele de Serre-Boussinesq [DUF 97], si en plus, nous supposons un profil
hydrostatique de la pression, notre modele se réduit alors a celui de Saint Venant
[ZHA 92].
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5.4.1. Notation

Afin de réduire la lourdeur des expressions, nous adopterons la notation
d’Einstein.

5.4.2. Traitement selon z

Pour bien situer notre démarche, nous présentons d’abord le traitement des
termes selon la verticale. Notre objectif consiste A transformer le modele en (x,z)
en un modele en x seulement.

a- Expression de la composante horizontale de la vitesse

Nous proposons la forme suwivante pour la composante horizontale de la
vitesse :

u(x,2,8) =9,(2) w(xt) i=lm [23]

- ¢,(z) représente le terme de la base, son choix dépend de la physique du

probleme. Elle peut &re de nature polynomiale, logarithmique, hyperbolique,
trigonométrique ou autre.

- m est le nombre des termes de la base, il permet de représenter la variation selon
z avec la précision souhaitée.

b- Expression de la composante verticale de la vitesse

La composante verticale w(x,z,t) s’obtient en intégrant I’équation de continuité
du fond A une cote z ;

k4

J'(ﬂ+£‘_"_ z=0
o &)

i
w(x,z,8) = wr(x,1) + Wi () wi(x,1)

D’apres [7] :
0zs 0zs

Wr=—="Uy =—a;-

o ¢,-(Zf) Ui

d’ob
w(x,z,t) = %% @) ui (x,0) + Wi (2) wi(x,1) [(24]
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wi(2) = —% [25]
z

Yi(z) = J.¢ i(2dz [26]
by

c¢- Expression de la pression non hydrostatique

Considérons 1'équation de conservation de la quantité de mouvement selon z,
en négligeant les contraintes visqueuses, cette derniére se réduit 2 :

——+u—+w—+%—+g=0 [27]

—tU—+w—+—=0 (28]

En remplagant « et w par les expressions [23], [24] et en intégrant I’équation
précédente de z A h, nous obtenons :

' (P u N7 ou;

px.z,t)= (—9, (Z)Tt +(h—-2)—¢, (Zf)_at ) [29]
dw; ; Ouj o du;  du

+s.-,-(z)(u. x o o )+g,-(2)¢,-(2f)—; (u,—; u,—)

avec
h k h
0:(2) = [Wi(2)dz, 8,(2) =—VYi(2) + | 9(2)dz, 5;(2) = [9(2)¥;(2)dz [30]
z ¥ z
5.4.3. Intégration explicite sur la verticale
Nous choisissons la fonction de pondération o« de la méme forme que u.
Ou(x,2) =9,(z) du(x) i=lm [31]

Remplagons dans I’équation [21.b], Ou,u,w,p' respectivement par les

expressions [31], [23], [24], [29], et intégrons du fond A la surface libre. Apres
avoir divisé le tout par H, nous obtenons :
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a- Termes de domaine

&li(ﬂij% +b1jk%

uj+cije

— u; du; | Aui| 9 au,) 2y oW
W”“”"" +g(z9x 3x) o ("”ar(ax M a)
LY odu dwe O dur ), O Our _ Ouj
‘E" yk_ax_uj n Ok ax""‘"’ax ukax
1* 1 4
a5 =45 ZJ/¢,»(z)¢,-(z)dz, by = q sz¢i(z)¢,-(z)¢k(z)dz
1+ 00,2 99, (z )
Ciji =Ezj¢i(Z) 4191 Y ()dz ,dp =— ¢k(2f)gl¢(2) e
1+ dg, ¢,
g L, d
€ = sz’Vlz x% o P,, HZJF¢(Z)9,(Z) 74
ror= ¢"§j’) Jo@s,0d x= 24,00~ Dz
z
1 h
9 = HZI,MZ)S”(Z)dZ o= EZJI‘P;(Z)dZ

b- Termes de contour

-1
p—HJ&ljfﬁ.dS = jsuifijkujlukldx
5f

L
iJ‘ ou,TodS = Jéui o;dx
pH
Ss L

B

fijk H

&
1+[ f) ,(z) 9, (2|0 (z/)|

CropP, W10

oi = ¢ (h)
p

6. Cholix des éléments

du x h
#u; + qu'gfuj Uk +ga.~§+egu,-)

dx [32]

[33.a]

[33.b]

[33.¢]

[33.d]

(33.¢]

{34.a)

[34.b]

[35.a)

[35.b]

L'élément utilisé dans cette étude est 1'élément L3L (Figure 5) composé de 2
sous éléments L2 3 2 nceuds ol l'approximation de la vitesse est linéaire dans
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chaque sous €lément L2, et I'approximation du niveau d'eau est linéaire dans
I’élément principal L3L.

e u,h

— O
] o u

Figure 5. Elément L3L

7. Schéma de discrétisation temporelle

Pour pouvoir résoudre notre systtme d'équations, il nous faut une méthode
d'approximation des dérivées temporelles qui soit simple, performante et qui ne
dégrade pas l'approximation spatiale. Nous avons opté pour deux types de
schémas, le premier est celui d'Euler implicite pour obtenir rapidement la solution
stationnaire. Pour les problémes transitoires nous avons opté pour un schéma
explicite de type Lax-Wendroff.

7.1. Schéma d'Euler implicite

La dérivée temporelle est approximée par :

U= UHAI_UII [36]
At t+ AL

La forme variationnelle mixte W, aprés discrétisation spatiale et introduction
des conditions aux limites, se présente sous la forme matricielle :

4 =(50){[M1{U}+[K<U>]{U}—{F}} =0 [37]

[M] :Lamatrice masse

kw )] : La matrice de rigidité

{F}  :Le vecteur des sollicitations

{U}  :Le vecteur global des degrés de liberté u,h

(8U)  :Le vecteur global des degrés de liberté virtuels du, &

La matrice masse [M] est donnée par la relation [53].

En injectant l1a relation [36] dans [37], nous obtenons le systéme algébrique
[38] non linéaire que nous résolvons par la méthode de Newton-Raphson.
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[MK{UHAl} - {U{}) + At[K(UHAl)]{UHAI} - {F} = 0 [38]

Methode de Newton-Raphson

Le systéme a résoudre est donné par :
[kXAU} ={Ru} (391
[&:]=[M]+AfK(UL)] [40]
{Ra} = M({Foa} - [KUELRUELY) - [MX{Uib} - {U}) @1

La matrice tangente [Kr] est obtenue par discrétisation de AW [37]. La
solution est calculée par des accroissements successifs :

{Ui.a} ={Uii} +{au'} [42]
La convergence de la méthode est quadratique. La solution est atteinte lorsque
la norme {AU'} est inférieure ou égale 2 la précision souhaitée.

Le schéma implicite d'Euler est réputé stable mais souffre d'un handicap
sérieux pour les problémes instationnaires a savoir :

— La diffusion importante de la solution pour les grands pas de temps.

— Le coiit élevé du calcul, du stockage et de la décomposition de la matrice
tangente,

7.2. Schéma de Lax-Wendroff

Soient les équations de Navier-Stokes intégrées sur la verticale et écrites sous
forme conservative :

a(,,  oF
&(U+E)+—(q‘+q"+6)+f 0 [43]

Ces équations peuvent &tre déduites des relations [32] et [16].

.
Uz{auhw}’ F={”"af:””a; } [44]
0
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MW I Jux [  Ou du
TR N TN I
0

o _ | buujue +0-‘8h} 4 _g_.ﬁ
q ={ R q = y (;x [46]
Hu 0
du
f={cilk axku_,‘l'duku_,?xfuki'euuj} 47]
0

La discrétisation temporelle se fait de la maniére suivante :

n+ aFnﬂ n oF" d < ""'% ¥ n
U |+3x =U +3x— _Ata((q) +(q”+G))-At " [48]1

L’écriture faible associée 2 la relation [48] s’écrit aprés intégration par parties :

W= L {(SUAU — VSUAF) + At8U f" - AtV 3U| (g° )”% +(g* + G)"]}dx

L

+Az[su[( S ]] ~0 o)

0

c "*%_ bpujur+oigh e
() -{ Hi [501

La valeur de ™z est obtenue sur chaque point de I’élément ou sur chaque
point d’intégration numérique.

= -2 2 () [511

La discrétisation par éléments finis conduit au systéme algébrique :

[MKav} = (R} [521

{R}={R"}+{R} [54]



Ecoulement bidimensionnel a surface libre 393
L= ¢ 55
{R } !ltmenzuiJrL} [ ]
[m,]est la matrice masse élémentaire associée  la forme faible :
Wwe, = J' (SUAU - VSUAF )dx [56]
Ll

{rt}est le résidu élémentaire de domaine associé a la forme faible :
n+-|— n
Ws = At L ‘ {5(/ - V&J((q‘) *+(¢'+G) )}dx [57]

{R‘} est le résidu de contour associé 2 la forme faible :

L

L "
We=—At 8U[(q‘) 2+(q"’+c;)] (58]

L’expression de U"*’lf est donnée par la relation [51]. La valeur de " est
calculée sur le nceud, par contre la quantité a(q‘)' /ox est calculée sur I'élément

adjacent. La résolution du systtme algébrique [52] s’effectue par la méthode
itérative de Jacobi.

Algorithme pour le schéma de Lax-Wendroff

Boucle sur les pas de temps
Boucle sur les éléments
— Calculer la matrice élémentaire [m,] associée a la forme W;, (relation [56])
— Calculer /™7 (relation [51] )
~ Calculer (qcyé ( relation [50])
— Calculer le résidu élémentaire {,e} associé 2 la forme W ( relation [57])
— Assembler la matrice masse et le résidu.
Fin de la boucle sur les éléments
— Identifier I’élément touchant la frontitre.
— Extraire la quantité a(q‘7 Jox -
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— Calculer le résidu {R‘} associé a la forme faible we ( relation [58])
— Assemblage du résidu

— Résolution itérative du systeme algébrique [M }{AU}= {R}

— Application des conditions aux limites

— Mise 2 jour de la solution {jnﬂ}: &,n}+ {av}

Fin de la boucle sur les éléments

8. Organigramme de I'approche h-s

— Choisir une forme analytique(séries) selon z pour la composante horizontale de
la vitesse (équation [23])).

— En déduire I’ expression de la composante verticale de la vitesse (Equation [24]).

— En déduire I'expression de la partie non hydrostatique de la pression (équation
[29D).

— Intégrer explicitement les équations de Navier-Stokes sur la verticale.
— Résoudre le modele en x obtenu par la méthode des éléments finis.

- Restituer le profil de la vitesse selon z.

9. Tests de validation

Concernant la validation du modgle, nous avons classé les tests choisis en deux
catégories :

Premiére catégorie

Dans cette classe, I’écoulement est stationnaire, la pression est hydrostatique et
le fluide est visqueux. Nous présentons trois cas tests.

Le premier test consiste a reproduire le profil logarithmique exact d’un
écoulement uniforme dans un canal en proposant deux remedes pour corriger le
décalage du profil numérique de la vitesse par rapport au profil exact. Les
conditions aux limites de type Dirichlet (k imposée) assurent une surface libre
linéaire suivant x et paralltle au fond, en conséquence la vitesse u est constante
suivant x.

Dans le deuxieme cas test nous récupérons le profil logarithmique de la vitesse
établi dans I’exemple précédent et nous choisissons nos conditions aux limites de
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telle sorte que la vitesse u et la hauteur totale du canal H ne soient plus uniformes
suivant x mais suivant un profil que nous avons pu établir analytiquement.

Le uoisidme exemple sert A vérifier I'aptitude du modele a reproduire une
structure verticale de circulation créée par le vent. Nous choisissons la contrainte
du vent de telle maniere que le débit soit nul (recirculation compléte). Le canal est
considéré comme infiniment long.

Deuxiéme catégorie

Cette catégorie d’exemples est consacrée a I'étude de la houle, le fluide est
supposé parfait et la pression est naturellement non hydrostatique. Dans cette
catégorie nous présentons deux cas tests.

Le premier est consacré A 1’étude de la propagation d’une onde solitaire. C’est
un cas test de houle fortement non linéaire. La vitesse u est constante suivant z, w
est lin€aire et la pression p’ est quadratique. La solution analytique est donnée par
I’équation de Serre. Nous avons traité trois cas :

— Propagation d’une onde solitaire dans un canal ouvert (sortie libre)
— Propagation d’une onde solitaire dans un canal fermé (réflexion totale).
— Propagation d’une onde solitaire a travers une marche (réflexion+transmission).

Le second est consacré 4 I’étude de la houle courte progressive, I’amplitude de
I’onde est suffisamment faible par rapport A la hauteur moyenne du canal pour
qu’elle soit représentée par la solution linéaire de Stokes.

9.1. Canal de Chezy, Ajustement de la loi de paroi
Description du cas test
Objectif du cas test

L’un des problémes connu pour la modélisation par €léments finis du profil
logarithmique de vitesse est la difficulté de capter correctement les forts gradients
du profil vertical de la vitesse A& proximité du fond. Cette faiblesse, pourtant
localisée uniquement preés du fond, occasionne un décalage du reste du profil, plus
ou moins important selon le raffinement du maillage prés du fond. Afin de
contourner cette difficulté nous proposons deux solutions :

— Utiliser une base polynomiale d’ordre 4 avec correction de la cote du fond. La
cote du fond ne sera plus z,, mais une valeur 7., dont nous calculons
I’expression.
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— Utiliser une base mixte en injectant une fonction logarithmique qui n’est autre
que la solution exacte du canal correspondant A I'hypotheése de la couche limite.

Description du cas test

La géométrie est donnée par la figure 6. Longueur du canal L = 10 m, Hauteur du
canal H=0.5m, Pente du fond J,=10"
ZA

0 —>X
/]

Figure 6. Géométrie du canal

Equation /Solution

En régime rugueux, la solution exacte est donnée par [FRE 96] :

CisK,

) =1‘;'log(30—z—) [59]
u» estla vitesse de cisaillement.

u.=J%T=JgHJ, [60]

x est le coefficient de Von Karmann (x =0.4), k, est le coefficient de rugosité du
fond, et ¢, est un coefficient numérique d’ajustement.

Données Physiques
Conditions aux limites

Nous imposons en amont et en aval la cote de la surface libre.

hamon = 0.500M, hoa =0499m
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Conditions initiales
u=0m/s, h=05m

Parametres physiques

Viscosité horizontale Ve =0

Viscosité verticale v de type longueur de mélange

Autres parametres 2s=2p, =k, =0.01H, ¢, =10
Maillage

Type d’éléments : Elément L3L

Nombre de neeuds 1101

Nombre d’éléments : 50

REMARQUE~ II est possible de reproduire la solution en utilisant un seul élément,
mais nous tenons A vérifier la robustesse du schéma.

Données numériques
Ecoulement stationnaire : Euler implicite

Nombre d’itérations : 8
Critere de convergence : (AU /U)<10°, U étant la norme du vecteur

solution de composante (u, h).
Choix d’approximation de la vitesse
a- Approximation polynomiale sans correction de la cote du fond

Nous allons traiter ce cas en utilisant une base polynomiale orthogonale
cubique :

u(x,2) = w1 (%) + 9, (D12 (x) + 93 (D) us (x) + @, (2) ua (x)

9.2 =3¢, ¢3(z)———[3§ -1} ¢,,(>—‘/_[5¢ 35}5—-z z7)-1

Le fond est placé a une cote z = z,,, et la contrainte au fond est exprimée par :

Cisks

2
1,=pu3=pu}/[ Log[30 Zmin ]] [611
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La figure 7 permet de comparer la solution analytique avec notre solution
numérique notée (Zmin 1) et la solution donnée par R. Frenette [FRE 96] utilisant
3 couches équidistantes dans la verticale notée (Zmin 2). Les profils numériques de
vitesses correspondants illustrent bien un décalage avec le profil exact. A titre de
comparaison, si le profil analytique correspond a4 100 % d’un débit recherché, le
profil obtenu avec Zmin2 correspond a 65.77 %, et le profil avec Zmin1 correspond
A77 %.

08 | Analytique 1
Zmin 1
Zmin 2
0.6 i
L
N
04 .
02 | T
0 . .

wu*

Figure 7. Profils logarithmiques de vitesses obtenus avec une approximation
cubique sans correction de la cote du fond

b- Approximation polynomiale avec ajustement de la loi de paroi : choix de z.,,,

Sachant que Ierreur de décalage se produit principalement prés du fond, nous
proposons simplement de modifier la loi de frottement par I’utilisation d’une cote
de correction z.,,, au licu de z,,, la loi au fond devient alors :
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T=pud= pu,l[—-Log(30 Zeon D [62]
ek,

Pour calculer 7., considérons une base polynomiale orthogonale cubique, la
vitesse s’écrit :

u= ¢1(Z) ui
les composantes y; [MEF 98] s’écrivent :

1 H
W= z?,-(z)u(z)dz

connaissant 1’expression analytique de la vitesse [59], la relation précédente
devient alors :
z )dz
Cisks

la vitesse au fond s’exprime d’une part, d’apres la relation [23] :

H
U
= — Log| 30
u H Z?i(Z) g(

usr= ¢1(Zf)ui

¢ (Zf)ut

up == ¢,( yLo (30%)42

CksKs

Elle s’exprime d’autre part, d’apres la relation [59] en plagant le fond & z.,,, par:

Crs ks

Uy = %Log(mﬂ)

En identifiant les deux expressions de la vitesse au fond, nous en déduisons :

Clu ks ¢ (Zf)
Zeorr = 30 [ J.¢i( )lﬁ (30 Cis k, )dz] [63]

La figure 8 permet de comparer la solution exacte avec la solution numérique
basée sur une approximation polynomiale et une modification de la loi de
frottement. Nous remarquons que la valeur proposée de z.,,, donne une trés bonne

approximation du profil logarithmique de vitesse.
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l ¥ T T T T T

Analytique __

0.8 b Num Zcorr —— .
06 f .

pa s

N
04 .
02} |
0 .
2 l6

wu*

Figure 8. Profil logarithmique de la vitesse obtenu avec une approximation
cubique et une correction de la cote du fond

c- Approximation mixte

Bien que la valeur suggérée de z.,, donne une trés bonne approximation de la

vitesse, elle correspond malbeureusement au cas unidimensionnel pour lequel
I’expression exacte de la vitesse est connue. Dans le contexte tridimensionnel,
I’expression de la vitesse est une inconnue et par conséquent la valeur proposée de
zcorr M'€St pas justifiée. Sachant que la vitesse au fond est toujours de nature

logarithmique, nous introduisons dans notre approximation de la vitesse une
fonction de méme nature, soit :

u(x,2) = 9, (D1 (X) + G, (D 2 (x) + $5(2) 3 (X) + @, (D ua (x)

¢,.9,,¢, sont des polyndmes respectivement lin€aire, quadratique et cubique.
¢, est une fonction logarithmique que nous allons déterminer, et y, est la vitesse
moyenne. D’aprés la relation [59] :
" =ﬁ=£wg(11 H ]
K

Ck:k,
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L’expression [59] s’écrit en fonction de 1a vitesse moyenne :

u= ¢| (Z) /3]

avec

,(2) = Log(30—z-)/ Log(ll H ) [64]
cusk, cusk,

La figure 9 permet de comparer la solution exacte avec la solution numérique
basée sur une approximation mixte (logarithmique+polynomiale). Nous
remarquons que les deux courbes coincident parfaitement. La partie polynomiale
n’a donc pas perturbé la solution, les composanles y,,us,us SONt pratiquement
nulles.

08 t

06

zH

04 |

02}

Figure 9. Profil logarithmique de la vitesse obtenu avec une approximation mixte
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9.2. Courbe de remous de type fluvial
Description du cas test
Objectif du cas test

Dans I'exemple précédent, nous avons maintenu grice aux conditions aux
limites la surface libre parallele au fond, et par conséquent la vitesse longitudinale
u(x,z) et la hauteur du canal H étaient uniformes suivant x. Dans ce cas nous
appliquons un débit q en amont et une cote aval h, supérieure 2 la hauteur normale,
le fond et la surface libre ne sont plus paralleles, il en résulte que la vitesse u(x,z)
et 1a hauteur H ne sont plus uniformes suivant x.

Description du cas test

La géométrie est donnée par la figure 10. Longueur du canal L=2000 m, Pente
dufond J,=10"

zZA

0 » X
[ 7

Figure 10. Géométrie du canal

Equation/Solution
Lois de Conservation

En négligeant les forces de viscosité suivant x, les lois de conservation et les
conditions aux limites s’écrivent :



Ecoulement bidimensionnel a surface libre 403

au Bu dh asz
—+g———2=0 O0<x<L, zy<z<h
"'t e e
gl:() 0<x<L,z=h
dx
ir =1I=-pgﬁ- 0<x<L z=z
. <x<
o
q=7 x=0
h=h x=

Choix de la vitesse u(x,z).

Nous avons vu dans I’exemple précédent que le profil de vitesse u(x,z) dans un
canal est de type logarithmique suivant z, nous écrivons en fonction de la vitesse

moyenne i :

u=¢z)

¢(z) est donnée par la relation [64] :

CiksK s CisK s

H
¢ ()= Log(BO ——k—)/ Log(ll—k)

L’intégration du systéme précédent du fond 2 la surface libre donne :

=2
H gL _Tx o g<xs<L, zr<z<h

ox “dr " H pH
Hu=7g 0<x<L z=h
h=h x=L
avec
H
S [l 99
= I [¢ ¢ dz{"’dz]”z [65]
0
o = 0,96555
¢( )H H 2
_ I G [ dp 1 (gg)
B 7 I¢Fz-dz+HJ.va % dz [66]
0

f=28510"
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Lois de comportement

r=-L = pg¢( win) 7T ——p—gW
Cf

Cy
=CrLog| 11— |/ Log| 30— 67
¢(zm) Cs g( cuk ,) g( ) 7l

Ainsi, nous avons établi une relation entre le coefficient de Chezy global C et le
coefficient local de frottement au fond C,. Le systtme d’équations devient alors :

1 2
_317 dh g W
F—+g—+ ~— =0 0<x<L, zy<z<h
ax dx H(c)2
<HE=7 OS.XSL,Z:h
h=h =

Ainsi le probléme est équivalent A supposer la vitesse constante sur la verticale,
mais en utilisant une pesanteur g’ et un coefficient de Chezy C’ qui s’écrivent en
fonction de g et C comme suit :

R Joe

[68]

8
69
1/g+ﬂC’ [69]

En utilisant 1a conservation du débit, nous obtenons :

' 3_4‘_’)d_ﬂ__ WL
(H ar ij+(c')2

g. =

3]

C =

=

=L

HL)=H

H est 1a hauteur du canal :
H = h = Zmin
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La solution du syst¢me précédent est :

Jy(x-L)=F(H)~ F(H)

F(H)=H+(a*- b’)[rbog(H -a)- %lx)g(H2 +aH +a%)- 021/5 arctg(zz/-;a)]

=2 =3 1
03 = 'qz ’ b3 = q—nv Y = —2
T
Données Physiques
Conditions aux limites
Neeud amont  : Débit imposé ‘7_= 1
Neeud aval : Hauteur imposée H =14
Conditions initiales
u=0,h=1
Parametres physiques
Viscosité horizontale tvn=0
Viscosité verticale : v, de type longueur de mélange
Autres parameatres C zmn=ks;=0.01H, ¢, =1,C =403/ s

Nous en déduisons donc

: 8'=10.16m/s*,C'=33m*/ s

Maillage
Type d’éléments : Elément L3L.
Nombre de nceuds : 199
Nombre d’éléments : 99
Données numériques
Ecoulement stationnaire
Nombre d’itérations '8

Critere de convergence

: (AU1U)<10°%, U étant la norme du vecteur

solution de composante (i, k).
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Résultats et commentaires

Sur les figures (11.a)-(11.d), nous avons comparé nos résultats numériques aux
valeurs exactes, nous remarquons que les courbes sont confondues.

.4 v r -
Analylique ...
. ]
1.3 f Numeriqus o A
—_ =
= g
¥ 1.2 }F - E
= o
g .t F L i
=] =
= o
g 1t e 4
.=-d S S e it a
0.9 _
0.8 % + ‘ .
o 500 1000 1500 2000

Longueur du canal (m)

Figure 11.a. Courbe de remous : Variation de la hauteur d’eau le long du canal

1.2 i '
1.15 } Analytique ...
- Numcriquc [=]
% 1.4 F
= 105 F
4 [ ks btad 2 Al - ETEES- R Sy
g b e B ...
£ oes} ...
ab
8 o095 ¢ a.
2 1 o
§ 0.85 -
>~ 08¢} .
0.75 Q,
0,7 s P— . eerereh b
0 500 1000 1500 2000

Longueur du canal (m)

Figure 11.b. Courbe de remous : Variation de la vitesse longitudinale
le long du canal
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Figure 11.c. Courbe de remous : Variation de la vitesse verticale
le long du canal
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Figure 11.d. Courbe de remous : Variation de la vitesse de cisaillement

le long du canal
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9.3. Ecoulement sollicité par le vent
Description du cas test
Objectif du cas test

Nous avons développé cet exemple pour vérifier I'aptitude du modele a
reproduire une structure verticale de circulation sollicitée par le vent. Le canal est
considéré comme infiniment long.

Description du cas test

C’est la sollicitation du vent qui induit le mouvement. A cette sollicitation,
correspond un profil d’écoulement variant dans la partie supérieure. En pratique la
viscosité turbulente est variable selon z, mais pour le cas présent, nous avons fait
usage d’une viscosité constante afin d’obtenir une solution analytique plus
aisément.

Longueur du canal L = 10 m, Hauteur du canal H = 0.5 m, Pente du fond
Jr=-8§=10"

ZA

0 >X
7

Figure 12. Géométrie du canal

Equation/Solution

En supposant, que la contrainte normale 7,, et la vitesse u varient peu selon x,
i.e:
Iu _ 0, e,_ai =0
ox ox

Les équations de Navier-Stokes s’écrivent :
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oh It

——==0 <z<h
g&x oz zf
iT -Pgu—} z=z

! c !
1—'—=', z=h
| P

La résolution du systéme ci-dessus conduit a :

u(z) =2 7.— gSH)z + J_,[f, —gSH
Calculons le débit :
h
H'T (gSH’ C\_  g’HW?
= dp="1 (802 S 7y 2.4+ HS
q !u(z)z v W g T 9v,2,S (o
!

Nous choisissons la contrainte du vent de telle sorte que le débit soit nul
(recirculation complete). Nous obtenons ainsi une relation entre la pente de la
surface libre S et la contrainte du vent 7, :

LS srHs G =0

H'? _(gSH3 C’]f N
Nous choisissons arbitrairement :
Ve =0.0001m?/s, C,=20m"%/s
Ce qui donne :
T,=-3.566 10*m?/ s*

Données Physiques
Conditions aux limites

Nous imposons en amont et en aval la cote de l1a surface libre.

hamomt = 05"‘1, Rava = 0499m

Conditions initiales
h(x,10) =0.5m, u(x,t,)=0m/s
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Données Numériques

Ecoulement stationnaire : Euler implicite

Nombre d’itérations 4
Critere de convergence (AU U )< 10°%, U étant la norme du vecteur
solution de composante (u, ).

REMARQUE— Il est possible de reproduire la solution en utilisant un seul élément,
mais nous tenons 2 vérifier la robustesse du schéma.

Choix d’approximation de la vitesse
Nous choisissons une base polynomiale cubique :

u(x,2) = ur (%) + 9, (Du2 (x) + 9,(2) s (x) + 9, (D ua (x)
6@ =3, 6, =12_5—[3¢2—1} 9.2)= g[563-3€} -§=%(z—zf)—1

Sur le tableau ci-dessous, sont reportés les résultats numériques donnés par
notre modele. Nous remarquons que, d’une part, la composante moyenne de la
vitesse i est de 'ordre de10'°m/ s , nous retrouvons bien un débit pratiquement
nul, d’autre part, la composante cubique y, est de I’ordre de 102, ce qui confirme
la forme quadratique de la vitesse.

w=-10"m/s |w2=-0160Tm/s |u;=—00914m/s |us=-10"m/s

Sur la figure 13, nous avons comparé les profils numérique et analytique de la
vitesse. Nous constatons que les résultats obtenus par notre modele sont excellents,
les deux courbes coincident parfaitement.
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Figure 13. Profil vertical de la vitesse dii a la sollicitation du vent.
Cas d’une recirculation compleéte

9.4. Propagation d’une onde solitaire
Objectif du cas test

Pour tester I’aptitude du modele a représenter des houles longues, non linéaires,
nous nous sommes fixés comme objectif de calculer la propagation d’un soliton.
Ce cas limite de la théorie des ondes cnoidales traduit, comme son nom 1’indique,
I’évolution d’une vague unique, qui se propage sans déformation tant que la
profondeur reste constante. Notons que dans ce cas le fluide est supposé parfait. La
solution analytique est donnée par 1'équation de Serre. Nous avons traité trois cas :

- Propagation d’une onde solitaire dans un canal ouvert 2 fond plat (sortie libre)
- Propagation d’une onde solitaire dans un canal fermé (réflexion totale).

- Propagation d’une onde solitaire A travers une marche (réflexion +
transmission).
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9.4.1 Canal ouvert a fond plat
Description du cas test

La géométrie est donnée par la figure 14.
z4

L
Figure 14. Géométrie du canal

Hauteur moyenne du canal : H=0.4m
Longueur du canal 1 L=23m
Amplitude d’onde : A=0.05m
Equation/Solution

Les équations de Navier-Stokes s’écrivent pour un fluide parfait :

(M, B
x "ax T R T

ﬂ+————'91r7m=0

& o

du ow

..._+_.=0
oz

ox
ﬂ+uﬂ+wﬂ+£’i—=0

Lok ox o o

Les expressions analytiques de A, u sont données pour 1’'équation de Serre dans
le cas d’un fond plat par :

Reaa(X,8) = H + Asec B (7(x — ct)) [70]

hesaa (X,8) - H

71
hexacl (-xv t) [ ]

Uesaet (X, 1) =€
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Wexact = —-a;(z “Zf)

La célérité ¢ est donnée par :

c=,/g(H+A =211lm/s [72]

Quant 2 1a longueur d’onde Y, elle est égale 4 :

1 3A

= |22 —072m
Y=oaVH+A " (73]

La composante horizontale de la vitesse u ne dépend pas de z, la composante w
varie lin€airement entre le fond et la surface libre et p’ est quadratique.

Données Physiques
Conditions aux limites
Nous imposons en amont la composante horizontale de la vitesse u(x,2)
Uamont = Uexact (0,8 )
Nous imposons en aval la cote de la surface libre :
Bavat = Rexa (L, 1)
Uexacr €L Herae SONE dONDES respectivement par les relations [70] et [71].
Conditions initiales
Nous choisissons comme conditions initiales :

h(x,10) = 0, u(X,10) = Uerar (X, 10), to=-2

Maillage
Type d’éléments : Elément L3L
Nombre de nceuds : 101

Nombre d’éléments 150
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Données Numériques

Schéma Numérique utilisé : Lax-Wendroff
Ecoulement non stationnaire ~ : At =0.01
Temps total 1 t=17s

Choix d’approximation de la vitesse
Nous choisissons une base polynomiale cubique :

u(x,2) = 1 () + 9, (D2 (X) + O5(D 3 (X) + ¢, (D us (x)

9. =3¢, ¢3(z>=12—§-[3§’—1} ¢..<>-—[5§ 36}6——(2 2)-1

’

Nous en déduisons en moyen des relations [24] et [29], les expressions de w etp’:
wix, 2,0 = -y, (z)

x
d
”(“')"9*(2) +sy(z n aT ?;io;:)

Les fonctions W;(z),,(2), s;(z) sont données par les relations [26] et [30].

OIM v T
Lax-Wepdmﬁ" ——
0.05 | Analyique —
E .
£ 004} i
=
‘g 003 | .
=
8 002 | .
§ 8s 11 X
= =5s 1= i=1ls t=]
001 [~® ‘
(4]
0 5 10 15 20
Distance le long du canal (m)

Figure 15. Propagation d’une onde solitaire dans un canal ouvert a fond plat.
Evolution de la cote de la surface libre au cours du temps
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Lax-Wendroff —
0.25 Analytique @ — ]

0.2

0.15

0.1

Vitesse longitudinale (m/s)

0.05

Distance le long du canal (m)

Figure 16. Propagation d’une onde solitaire dans un canal ouvert a fond plat.
Evolution de la vitesse de propagation au cours du temps

Résultats et commentaires

La propagation d’une onde solitaire est un cas test de houle fortement non
lin€aire od la pression est naturellement non hydrostatique. Le schéma implicite
d’Euler est diffusif et par conséquent, il ne s’adapte pas a ce genre de probldmes.
Cependant les résultats obtenus par le schéma explicite de Lax-Wendroff (figures
15 et 16) sont spectaculaires, le schéma reproduit quasiment la solution exacte
avec une diffusion inférieure 2 1 % et une dispersion nulle. L’onde calculée se
propage en restant en phase avec I’onde analytique et conserve son amplitude. En
outre les conditions aux limites permettent A I’onde de bien sortir du canal,

9.4.2 Canal fermé a fond plat
Description du cas test

Nous reprenons le cas précédent en fermant les deux cotés (amont et aval) du
canal apres avoir injecté un soliton A I'intérieur. Tous les paramdtres (hauteur
moyenne H, amplitude A, c€lérité ¢, longueur d’onde ¥) sont identiques au cas

précédent, nous changeons juste les conditions aux limites ainsi que les conditions
initiales.
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Hauteur moyenne : H=0.4m
Amplitude : A=0.05m
Célérité :c=2.11m/s
Longueur d’onde =021 p!
z A
H
»
N x
L

Figure 17. Géométrie du canal

Conditions aux limites
Nous imposons en amont et en aval une vitesse nulle :
u(0,)=u(L,n)=0
Conditions initiales
h(x,16) = Boaa(X,t0), U(X,10) = Uera (X, 80), to=8

Les fonctions A,..., U.ace SONt données par les relations [70] et [71].

Données Numériques
Schéma Numérique utilisé : Lax-Wendroff
Ecoulement non stationnaire  : Af =0.01
Temps total 1 t=23s

Résultats et commentaires

Les figures (18), (a), (b), (c), (d) et (19), (a), (b), (c), (d) montrent la
propagation de I’onde faisant plusieurs allers et retours, nous constatons que 1’onde
se conserve pratiquement, la diffusion est inférieure 4 2 %, quant 2 la dispersion,
elle est quasiment nulle.
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Figures 18. Propagation d’une onde solitaire dans un canal fermé a fond plat.
Evolution de la cote de la surface libre au cours du temps
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Figures 19. Propagation d’une onde solitaire dans un canal fermé a fond plat.
Evolution de la vitesse au cours du temps
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9.4.3 Canal ouvert a fond variable (cas d’une marche)

24

h ré:t'l.ichig‘_lk__ _tra]ﬁn’use 7

.
H incidente ); I |

v

L LZ

v

A

Y

Figure 20. Géométrie du canal

Li=12m, L,=11m, H,=04m, H,=02m, A =0.025m
Nous allons étudier dans ce cas I'effet d’une discontinuité sur la propagation
d’une onde solitaire. L’onde incidente se décompose en une partie transmise et une

autre réfléchie (figure 20).
Les coefficients de réflexion et de transmission k,,k, valent [MEF 98] :

kl = 1.156
k. =0156

Conditions aux limites

Nous appliquons les conditions aux limites de sortie libre :

Uamont = Cr(hamnl - Hl) / Ramont
Uava = Ct(Bavat — H2) | Bavat

Les célérités ¢, ef ¢, ont pour valeurs :

¢ = ‘Jg(HI +k,A)=199m/ s
o= Jg(Hz +k A) =150m/s

Conditions initiales

h(x,0) = hexact (%, 80)
U(X,0) = Uerac (X, 10)
o= 35
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Les fonctions },... et y.... Sont données par les relations [70] et [71].

-

[T
' B
' [
q
L J- ]

s

L] " L »
Cotanas to fang & sunai
Dintarun 10 sy & aonel

Figure 21. Conditions initiales

Choix de I’approximation selon z

Le choix de ’approximation de u, w, p’ est identique A celui de 1’exemple
94.1.

Données numériques

Schéma Numérique utilisé : Lax-Wendroff
Ecoulement non stationnaire  : A7 =0.01
Résultats

Les figures 22 (a), (b) montrent bien que I'onde se décompose en une onde
réfléchie et une autre transmise avec des coefficients de réflexion et de
transmission qui ont pour valeur :

k, =1151
k-=0154
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Figure 22. Propagation d’une onde solitaire a travers une marche.
Création d’une onde réfléchie et une autre transmise

Notre modele retrouve bien les valeurs de coefficients de réflexion et de
transmission avec une erreur inférieure 3 1 %.
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9.5, Propagation d’une houle courte
Description du cas test
Objectif du cas test

Cet exemple a pour but de tester I’aptitude du modele A représenter des houles
courtes progressives. La houle que nous avons choisie est d’amplitude
suffisamment faible pour qu’elle soit bien représentée par la solution linéaire de
Stokes au premier ordre. Le profil exact de la vitesse selon z est du type
hyperbolique. Ce cas test va donc nous permettre de tester d’autres types de bases
d’approximation autre que la base polynomiale et la base mixte.

Notons que dans ce cas test, les contraintes visqueuses sont nulles, le fluide est
supposé parfait.

Description du cas test

zA

Hy

L
Figure 23. Géométrie du canal

Hauteur moyenne du canal : H=15m

Longueur du canal : L=100m

Période : T=4s

Longueur d’onde : A=25m

Amplitude d’onde : A=0.25m
Equation/solution

Lois de conservation

Les équations de Navier-Stokes s’écrivent pour ce cas :
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La houle que nous avons choisie est d’amplitude suffisamment faible pour
qu’elle soit bien représentée par la solution linéaire de Stokes au premier ordre :

h = H - Asin(kx — ct)

=— shf(lka;i) ch(kz)sin(kx - ct)
Aw
w= D) sh(kz)cos(kx — ct)
k= 27” et W= 2?”

La période T et la longueur d’onde A, sont liées par la relation d’ Airy :
w* = gk th(kh)

Données Physiques

Conditions aux limites

Nous imposons en amont et en aval la composante horizontale de la vitesse
u(x,t), ceci se traduit par I'imposition des composantes :

—— - —
1 (0,8) = 42(0,2) = 2o )sm( ct)
(L,t) =y (L,t) =— Ao sin(kL — ct)
e T )

Conditions initiales

Nous choisissons comme condition initiale, la solution exacte prise a t=0.
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Maillage
Type d’éléments : Elément L3L
Nombre de neeuds 1101
Nombre d’éléments : 50

Données Numériques

Schéma Numérique utilisé : Implicite
Ecoulement non stationnaire :Ar=001
Temps total : t=4s

Choix de la base d’approximation selon z
Nous choisissons la vitesse 4 de la fagon suivante :

u(x,z,t) = 9,2 (x,8) + 9,(2) u2(x,1)
avec

0,(2) =€~ $,(2)=¢"

Nous en déduisons en moyenne des relations (24) et (29), les expressions de w et

>

p.

W(x,z,1) = —%“xiw, @

2
P (xz2.0) =-e,(z)%

Les fonctions W;(z), @;(2) sont données par les relations [26] et [30].
Résultats et commentaires

Sur les figures 24 (a) (b) (c) (d), nous avons montré la variation des profils des
vitesses en fonction de z ainsi que I'évolution de la surface libre en fonction de
I’espace et du temps. Nous remarquons que les résultats obtenus par notre modele
sont pratiquement confondus avec la solution analytique, ce qui prouve que les
vagues calculées se propagent avec la bonne c€lérité et la bonne amplitude sur
toute 1a longueur du canal, et que les conditions aux limites suffisent 4 entretenir la
solution sans apporter de perturbations dans I’écoulement.
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Pronfondeur z (m)

Profondeur du canal z (m)

0 3 'l L e ) oo L
0 005 01 015 02 025 03 035 04

Vitesse longitudinale u(m/s) a x=6m
(@

0 4. 'y L 4. 1. 4. 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04

Vitesse verticale w(m/s) a x=10m
)



Ecoulement bidimensionnel 4 surface libre 427

15.4 - r r r .
Analytique
=153 Numerique —— 5
=
€l 15.2
e
£ 15.1
‘g 15
w2
=
3 14.9
2
S 14.8
14.7 L L . s
0 20 40 60 RO 100
Longueur du canal (m)
©
153 T T T T T T "
& 1s2
»4
-
@ 15.1
:-S 15
8
g 14.9
=
2 148
£ 14.
S
147
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Temps (8)
(1))

Figure 16. Propagation d’une onde solitaire dans un canal ouvert a fond plat.
Evolution de la vitesse de propagation au cours du temps
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10. Conclusion

Dans cette étude, nous avons développé un modele bidimensionnel vertical basé
sur une approximation de type éléments finis suivant x et de type analytique (séries)
selon z. Cette approche consiste d'abord a choisir une forme analytique (série) selon
z pour la composante horizontale de la vitesse u(x,z,1), puis a en déduire la forme de
la composante verticale w(x,zt) et celle de la pression p’(x,z,t). Le choix de la série
ainsi que le nombre de ses termes dépendent de la physique du probleme et de la
précision souhaitée. Une intégration explicite de la forme faible sur la verticale
permet de transformer le modele dépendant initialement de (x,z) en un modetle
dépendant de x seulement. Cette approche donne un meilleur traitement de la
surface libre car elle permet d’introduire directement des fonctions qui
correspondent & la physique du probléme. En outre, le maillage est unidimensionnel,
ce qui rend le modele plus stable et plus robuste. Aprés cette série d’exemples, nous
pouvons tirer les conclusions suivante.

Pour les écoulements permanents, le schéma implicite autorise I’usage d’un pas
de temps trés élevé (résolution stationnaire) et donne de trés bons résultats. Le
modele semble stable et précis, ne dépassant pas 10 itérations pour atteindre une
précision sur le résidu de I’ordre de 107 .

Pour les écoulements non stationnaires, malgré son aspect diffusif, le schéma
implicite reste bon a condition de prendre des pas de temps trés petits (houle de
Stokes). le schéma de Lax-Wendroff s’est montré conservateur et précis (onde
solitaire).

Le modele a pression non hydrostatique semble bien fonctionner, il permet de
représenter une large variété de houles, depuis les houles trés courtes en profondeur
relativement grande, dont les profils de vitesses ont nettement une forme
hyperbolique, jusqu’aux houles trés longues en profondeur faible pour lesquelles la
répartition des vitesses est uniforme sur la verticale.
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