
Modes elasto-acoustiques d 'on systeme 
couple fluide-structure 

Mohamed Haddar 

/PEIN 8000 Nabeul Tunisie 

RESUME. Pour /'etude du comportement elasto-acoustique des structures elastiques couplees 
avec des cavites remplies par des fluides compressibles, un modele numerique a ete 
developpe. II consiste a calculer les frequences et les modes couples d'un systeme fluide­
structure. Dans cet article, nous avons commence tout d'abord par l'ecriture des differentes 
equations du probleme couple fluide-structure afin de construire sa fonctionnelle globale. 
Celle-ci couple Ia formulation variationnelle de Ia structure en termes de deplacement a celle 
du fluide en termes de pression. Ensuite, le calcul des frequences et des modes elasto­
acoustiques a ete fait en utilisant une methode modale qui consiste a representer le 
mouvement de Ia structure sur ses modes propres non couples et a ecrire Ia pression modale 
dans Ia cavite en Ia somme d'une pression modale statique et d'une pression modale 
dynamique. Enfin, pour illustrer ces phenomenes de couplages, nous presentons deux 
exemples. Le premier exemple presente le cas d'une plaque elastique couplee avec une cavite 
remplie dans un premier temps par unfluide Ieger (air) et dans un deuxieme temps par un 
fluide lourd ( eau). Le deuxieme exemple consiste a etudier le comportement vibro-acoustique 
de deux plaques elastiques couplees avec une lame d'air. 

ABSTRACT. Numerical model has been developed to study elasto-acoustics behaviour of elastic 
structure coupled with cavity full by compressible fluid. The so called numerical model is 
able to calculate coupled frequencies and modes of structure-fluid system. In this paper, 
global functional has been done according to the formulation of appropriates equations of 
structure fluid problem. Modal method is employed to calculate elasto-acoustics modes. It 
represents the mouvment of the structure by its uncoupled eigenmodes. The modal pression 
inside the cavity is considered as the sum of statical pression and dynamical one. In order to 
clarify these coupled phenomenas, two differents examples has been studied. The first one is 
the case of elastic plate coupled with a cavity full of fluid (air or water). The second model is 
the case of two elastica/ plates coupled with a cavity full of light fluid (air). 
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1. Introduction 

Les travaux de recherche portant sur les developpements des modeles 
numeriques, bases sur l'utilisation de Ia methode des elements finis, pour I' etude et 
!'analyse du comportement vibratoire des structures couplees avec des cavites 
remplies de fluides compressibles, ont fait l'objet de plusieurs ouvrages et 
publications ces dernieres annees. Parmi ces travaux, nous nous sommes attaches 
particulierement au calcul des modes elasto-acoustiques dans le but de mieux 
comprendre le phenomene de couplage entre les modes structuraux et les modes 
acoustiques. Plusieurs formulations variationnelles pour Ia modelisation de ce 
probleme ont ete proposees dans Ia litterature. Parmi ces formulations, nous 
trouvons: 

- Formulation variationnelle classique en termes de deplacement W pour Ia 
structure et de pression p pour le fluide : l'interet de l'utilisation de cette 
formulation est d'avoir seulement une inconnue par nreud pour le fluide. Elle 
presente en revanche l'inconvenient de conduire a un systeme matriciel non 
symetrique. Le traitement par elements finis de cette formulation a ete fait par 
[ZIEN 69]. Cette formulation a fait I' objet de nombreuses investigations par 
[ZIEN 78], [ZIEN 91], [RAM 87], [MUL 81]. 

- Formulation variationnelle en (W, p, ell) [MOR 76], [MEl 87] : cette 
formulation variationnelle repose sur une description du fluide par deux champs 
scalaires (pression du fluide p et le potentiel de vitesse ell) et Ia structure par le 
champ de deplacement vectoriel W. Cette formulation presente l'interet d'avoir un 
systeme matriciel, apres discretisation par elements finis, symetrique mais de grande 
taille (l'apparition d'un autre variable modal). Elle presente en revanche 
I' inconvenient d'avoir une valeur propre nulle parasite. 

- Formulation variationnelle en (W, y, p) [OHA 84], [OHA 87] : cette 
formulation variationnelle repose sur une description de Ia structure par deux 
champs vectoriels (le deplacement W et I' acceleration y de Ia structure : pour un 
probleme harmonique en temps y = -Wl. W) et le fluide par un seul champ scalaire 
(Ia pression p de Ia cavite du fluide). L'interet de l'utilisation de cette formulation 
est d'avoir un systeme matriciel symetrique. En revanche, elle presente 
I' inconvenient d'avoir un systeme de grande taille. 

- Formulation variationnelle en termes de deplacement pour Ia structure et en 
termes de pression moyenne pour Ia cavite fluide [BOU 93]. L'avantage de ce 
modele numerique consiste a assimiler Ia cavite fluide a une surface et done a Ia 
mailler par des elements finis bidimensionnels [BOU 93]. En revanche, ce modele 
est utilisable seulement aux cavites d'epaisseur faible devant Ia longueur d'onde 
acoustique. 

Nous proposons ci-dessous un nouveau modele numerique, base sur l'utilisation 
d'une formulation variationnelle en termes de deplacement pour Ia structure 
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elastique et en termes de pression pour Ia cavite remplie de fluide compressible, 
symetrique et modale. 

Nous ecrivons dans un premier temps les equations de mouvement de Ia 
structure elastique couplee avec Ia cavite fluide afin d'etablir Ia forme variationnelle 
associee au systeme couple elasto-acoustique. L'utilisation des elements finis 
structures pour Ia discretisation de Ia structure et des elements finis volumiques pour 
Ia discretisation de Ia cavite fluide conduit a l'ecriture de !'equation matricielle 
gouvernant le mouvement du systeme elasto-acoustique. 

D'autre part, ce modele utilise une methode modale qui consiste a representer Ie 
mouvement du systeme couple fluide-structure sur les modes propres de Ia structure 
et les modes propres acoustiques. Enfin, nous decomposons Ia pression modale dans 
Ia cavite fluide en une pression modale statique et une pression modale dynamique. 
En fait, nous separons le premier mode de collage (mode de Ia cavite fluide a 
pression constante) des autres modes acoustiques. L'utilisation de Ia transformation 
proposee par B. M. Irons [IRQ 70] donne un systeme matriciel symetrique de petite 
taille facile a mettre en reuvre numerique pour le calcul des modes elasto­
acoustiques. 

Pour valider ce modele numerique, nous etudions l'exemple d'une plaque 
elastique couplee avec une cavite remplie d'eau puis d'air. Les resultats numeriques 
vont etre compares avec une solution analytique que nous avons developpee. Enfin, 
pour illustrer )'importance du phenomene de couplage sur Ia construction des modes 
elasto-acoustiques, nous etudions le comportement vibro-acoustique de deux 
plaques elastiques couplees avec une lame d'air. 

2. Mise en equations 

Soit un fluide parfait qui occupe un domaine Of borne, limite par un corps 
elastique (figure 1). Lors des developpements qui suivent, on considere un regime 
permanent (stationnaire). Les equations sont obtenues par une separation de 
variables espace/temps pour un probleme aux valeurs propres. Le champ de 
deplacement de Ia structure W(M,t) et Ia pression dans Ia cavite p(M,t) s'ecrivent, 

W M -irot M -irot ( ,t) = Re ( W(M) e ) , p( ,t) = Re ( p(M) e ) [I] 

oil, Re designe Ia partie reelle d'un nombre complexe. ro est Ia pulsation. 

L'equation du mouvement de Ia structure s'ecrit, 

<1ijj + Ps ro2 Wi = o dans Ds [2] 
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cr est le tenseur des contraintes. Ps est Ia masse volumique de Ia structure. 
La loi de comportement de Ia structure elastique s'ecrit, 

La pression dans Ia cavite obeit a !'equation de Helmholtz, 

( A + k2 ) p = 0 dans Dr 

Les deux conditions de couplage au niveau de Ia surface S sont : 

f -Pf ro2 w0 = 0 , CJij nj + p ni = 0 

Figure 1. Solide elastique couple avec une cavite jluide 

3. Formulation variationnelle du probleme elasto-acoustique 

[3] 

[4] 

[5.1 ' 5.2] 

En tenant compte de Ia condition aux limites [5.1], !'equation variationnelle de Ia 
structure en termes de deplacement [MOR 92], [LES 88], s'ecrit: 

J Ds(Cijkl wk,l Vij - Ps ro2 (W,V)) dDs = f
5 

pv0 dS 

que! que soit V cinematiquement admissible 

[6] 

L'equation variationnelle du fluide [LES88], en utilisant Ia condition [5.2], s'ecrit: 

~J ((grad p, grad p')- k2 p p') dDr= f p' wn dS 
PfCO Df S 

[7] 

quel que soit p' statiquement admissible 
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La formulation variationnelle du systeme couple est Ia somme des deux 
equations variationnelles [6] et [7]. Elle se compose d'une forme bilineaire 
symetrique et d'une forme lineaire. La solution (W, p) rend done stationnaire Ia 
fonctionnelle F(W, p) du probleme couple, 

F(W,p) -~ { J Ds(Cijkl Wk,l Wjj- p8 ro2 (W,W)) dD8 + 

~J ( (grad p, grad p)-k2 P P) dDr} --2
1 f p wn dS [8] 

PfOO Df S 

La solution (W, p) est donnee par I' equation variationnelle, S F(W,p) = 0 [9] 

4. Discretisation par elements finis 

La discretisation de Ia fonctionnelle [9] du probleme couple par elements finis 
de Ia structure et elements finis volumiques du fluide [BOU 93] conduit au systeme 
algebrique suivant : 

[K- co2 M -C ]{W} {0} 
ct _!L .JL = 

- Prro2 - Prc2 P 0 
[10] 

K et M sont les matrices de rigidite et de masse de Ia structure. H et Q sont les 
matrices du fluide. C est Ia matrice de couplage. W est le vecteur de deplacement 
nodal de Ia structure. P est le vecteur de Ia pression nodaie dans Ia cavite. 

La projection de ce systeme matriciei [ 1 0] sur Ies deux bases modales de Ia 
structure et du fluide non couples conduit a : 

-Cr ]{s} {o} 
Hr Qr = 

Pf ro2 - Pf c2 'I' 0 

[II] 

oil, B le vecteur des composantes modales du deplacement: W = W B [12.1] 

et 'I' le vecteur des composantes modales de Ia pression: P = P 'I' [12.2] 

W et P sont respectivement les bases modales propres de Ia structure et de Ia cavite. 
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Les matrices modales Kr et Mr sont diagonales de dimension (mxm), m est le 
nombre de modes propres de Ia structure. Les matrices modales Hr et Q r sont 
diagonales de dimension (nxn), n est le nombre de modes de Ia cavite tluide. La 
matrice modale Crest pleine de dimension (m<n). 

S. Calcul des modes elasto-acoustiques 

Le premier terme de Ia matrice modale Hr correspond a un mode fluide de Ia 
cavite a pression constante. Nous isolons !'equation correspondant ace mode tluide. 

Les matrices tluide et de couplage s'ecrivent alors comme suit: 

Le vecteur modal de Ia pression dans Ia cavite tluide s'ecrit : 

[I3] 

Pour mettre le systeme algebrique [II] sous forme d'un probleme aux valeurs 
propres, on utilise une transformation proposee par B. M. Irons [IRQ 70] : 

__ , -1 ( t 1 ) 
'l'r = Pf or hr cr ~ + --2 qr 'l'r 

PfC 
[I4] 

Dans le cas ou les vecteurs propres de Ia structure sont normes par rapport a Ia 
matrice masse structure M et ceux de Ia cavite tluide par rapport a Ia matrice du 
tluide Q, et en considerant le changement de variable ci-dessous [I5], on obtient le 
systeme final [ 16] : 

'l'r~ h112 
r <p [ 15] 

n2 -co 0 B} [ ~ -21 
0 ~~,n;] s} s l+prc r Or cr 

t -1 
0 '1'0 =ro2 0 0 0 '1'0 -eo prc2 

~2{).-1 t 
0 0 n2 <p r cr 0 I <p 

r 
[16] 
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.Qs correspond a une matrice diagonale qui contient les pulsations propres de Ia 
structure, nr contient les (m-1) pulsations propres de Ia cavite fluide, m est le 
nombre de modes fluide, c Ia vitesse du son dans Ia cavite fluide, I Ia matrice 
d'identite. 

L'avantage de cette transformation est d'avoir un systeme matriciel symetrique. 
La determination des frequences et des modes vibro-acoustiques d'une structure 
coup lee avec une cavite fluide se fait par Ia resolution de ce systeme modal. 

6. Modes elasto-acoustiques d'une plaque elastique couplee avec one cavite 

Cet exemple consiste a etudier le cas d'une plaque elastique simplement appuyee 
coup lee avec une cavite cubique remplie de fluide. Cet exemple offre l' a vantage de 
pouvoir valider nos resultats numeriques par un calcul analytique. Ce dernier 
consiste a calculer analytiquement les deux bases modales de Ia plaque elastique et 
de Ia cavite et les termes de Ia matrice de couplage fluide-structure. La figure 2 
presente les caracteristiques geometriques et physiques du systeme couple 
considere. La figure 3 presente le maillage element fini utilise pour l' etude de cet 
exemple. Pour Ia discretisation de Ia plaque, nous avons utilise un element fini de 
plaque DKQ [BAT 90]. Un element fini volumique [DHA 84] a huit nreuds eta un 
degre de liberte par nreud (pression dans Ia cavite fluide) a ete utilise pour Ia 
discretisation de Ia cavite fluide. 

Le tableau I presente les cinq premieres valeurs des frequences propres de Ia 
plaque et celles de Ia cavite utilisees dans le calcul des modes elasto-acoustiques. 
Les valeurs des frequences propres numeriques, comparees avec Ia solution 
analytique developpee, de Ia plaque elastique couplee avec Ia cavite fluide sont 
presentees dans les tableaux 2 et 3. 

Figure 2 . Plaque elastique couptee avec une cavite flu ide cubique 
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Figure 3. Modele element fini (nombre de m;euds structure = 225, nombre de nreuds 
fluide = 3375) 

Analyse des resultats 

Cavite remplie d 'eau : 

La figure 4 montre le premier et Ie troisieme mode de Ia plaque en presence de Ia 
cavite fluide. Le premier mode couple correspond au mode (2, I) de Ia plaque qui 
conserve le volume du fluide dans Ia cavite. Sous l'effet de Ia masse ajoutee par 
l'eau, Ia frequence du mode (2,1) est passee de 60,18 Hz~ 27,45 Hz. La description 
du troisieme mode couple est analogue ~ celle du premier. La plaque decrit le mode 
(2,2) qui conserve le volume de Ia cavite. Sa frequence est passee de 96,28 Hz ~ 
55,85 Hz. Le quatrieme mode couple semble 8tre une combinaison des modes (1,3) 
et (3,1) de Ia plaque non couplee. Sa frequence est de 69,16 Hz alors que celle des 
modes (1,3) et (3,1) est de 120,35 Hz. 

Cavite remplie d'air: 

Dans Ie cas de l'air, qui est beaucoup plus Ieger que l'eau, Ia valeur de Ia 
frequence propre du premier mode (figure 5) de Ia plaque a augmente. Elle est 
passee de 24,07 Hz (non couplee) ~ 25,17 Hz (couplee). Cette augmentation est due 
~ une rigidite ajoutee par le fluide contenu dans Ia cavite sur Ia plaque. Mis ~ part ce 
premier mode, Ies frequences propres de tous Ies modes couples sont perturbees tres 
faiblement. 
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Plaque non couplie Cavite fluide (Eau) Cavitefluide (Air) 

Numero (m,n) Frequences mode Frequences mode Frequences 
du modE prop res (m,n,l) prop res (m,n,l) prop res 

(Hz) (Hz) (Hz) 

1 (1, 1) 24,07 (0, 0, 0) 000,00 (0, 0, 0) 000,00 
2 (1, 2) 60,18 (0, 0, 1) 750,00 (0, 0, 1) 170,00 
3 (2, 1) 60,18 (0, 1, 0) 750,00 (0, 1' 0) 170,00 
4 (2, 2) 96,28 (1, 0, 0) 750,00 (1, 0, 0) 170,00 
5 (1, 3) 120,35 (0, I, 1) 1060,70 (0, 1' 1) 240,42 

Tableau 1 . Frequences propres de Ia plaque et de Ia cavite 

Cavite remplie d'eau 

Numero Frequences propres Frequences propres Erreur 
dumode analytiques numeriques % 

(Hz) (Hz) 

1 26,99 27,45 1,7 
2 26,99 27,45 1,7 
3 54,57 55,85 2,3 
4 66,98 69,16 3,3 
5 74,82 76,95 2,9 

Tableau 2 • Frequences prop res de Ia plaque 
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Premier mode vibro-acoustique (27.4Hz) Troisieme mode vibro-acoustique (55.8Hz) 

Figure 4. Deformees de Ia plaque en presence de Ia cavite jluide ( eau) 

Cavite remplie d'air 

Numero Frequences propres Frequences propres 
du mode analytiques numeriques Erreur 

(Hz) (Hz) % 
l 
2 25,18 25,17 0,04 
3 60,00 60,00 0,00 
4 60,00 60,00 0,00 
5 96,10 96,11 O,Ql 

120,18 120,19 O,Ql 

Tableau 3. Frequences propres de Ia plaque 

Premier mode vibro-acoustique (25.17Hz) Deuxieme mode vibro-acoustique (60.Hz) 

Figure 5. Deformees de Ia plaque en presence de Ia cavite jluide (air) 
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7. Modes elasto-acoustiques de deux plaques couplees avec une lame fluide 

Le systeme presente dans Ia figure 6 correspond a deux plaques rectangulaires 
identiques, encastrees et couplees avec une cavite fluide. Les bords du domaine 
fluide sont rigides. Les caracteristiques geometrique et materielle de ce systeme sont 
presentees dans Ia figure 6. 

Figure 6. Deux plaques elastiques couplees avec une lame d'air 

Un element fini volumique [DHA 84] a huit nreuds eta un degre de liberte par 
nreud (pression dans Ia cavite fluide) a ete utilise pour Ia discretisation de Ia cavite 
fluide. Pour les deux plaques, nous avons utilise )'element fini de plaque DKQ 
[BAT 90]. Le tableau 4 presente les dix premieres valeurs des frequences propres de 
Ia cavite fluide et de Ia plaque encastree, utilisees pour le calcul des modes elasto­
acoustiques. Le tableau 5 presente les valeurs des frequences vibro-acoustiques du 
systeme couple. Ces resultats ont ete compares avec ceux trouves par [BOU 93]. 
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Plaque non couplee Cavite fluide (Air) 

Numero (m,n) Frequences propres (m,n,l) Frequences propres 
dumode (Hz) (Hz) 

1 (1, 1) 20,43 (0, 0, 0) 000,00 
2 (2, 1) 36,81 (0, 1, 0) 115,20 
3 {1, 2) 45,93 (1, 0, 0) 138,62 
4 (2, 2) 60,73 (1, 1, 0) 180,24 
5 (3, 1) 63,29 (0, 2, 0) 230,41 
6 {1, 3) 84,89 (1, 2, 0) 268,89 
7 (3, 2) 85,56 (2, 0, 0) 277,24 
8 (2, 3) 98,65 (2, 1, 0) 300,22 
9 (4, 1) 99,36 (0, 3, 0) 345,61 
to (4, 2) 120,09 (2, 2, 0) 360,48 

Tableau 4. Frequences propres de Ia lamefluide (air) et de Ia plaque encastree 

Frequences propres des deux plaques encastrees et 
couplies avec une cavite fluide (Air) 

(Hz) 

Numero 
dumode Resultats numeriques Resultats [BOU 93 J 

1 20,40 20,43 
2 20,76 20,78 
3 28,77 28,68 
4 36,69 36,81 
5 44,74 44,86 
6 44,90 45,32 
7 45,92 45,93 
8 60,40 60,73 
9 63,06 63,29 
to 65,29 66,27 

Tableau S. Frequences pro pres des deux plaques encastrees couplees avec Ia cavite 
fluide (air) 
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Analyse des resultats 

Nous constatons d'une part que les frequences propres des plaques seches 
(tableau 4) se trouvent parmi les frequences vibro-acoustiques du systeme couple, 
les plaques ont les memes deformees que lorsqu'elles sont seules, elles vibrent en 
phase. D'autre part, les frequences acoustiques de Ia cavite ne reapparaissent pas 
parmi les frequences vibro-acoustiques. Nous constatons aussi que Ia pression dans 
Ia cavite fluide est non nulle lorsque les deux plaques sont en opposition de phase. 
Dans ce cas, les deformees modales des plaques sont differentes de celles des 
plaques seches, le couplage entre ces deux plaques et Ia cavite fluide est important. 

8. Conclusion 

Nous avons presente un modele numerique pour le calcul des modes elasto­
acoustiques d'une structure elastique couplee avec une cavite remplie par un fluide 
compressible. Ce modele est base sur !'utilisation, d'une part, d'une formulation 
variationnelle mixte en termes de deplacement pour Ia structure et en termes de 
pression pour Ia cavite fluide. D'autre part, ce modele consiste a separer le premier 
mode acoustique (mode de Ia cavite a pression constante) des autres modes. 
L'utilisation d'une representation modale (les deux bases modales de Ia structure et 
de Ia cavite acoustique) pour l'ecriture de !'equation modale du mouvement du 
systeme couple fluide-structure et !'application de Ia transformation proposee par B. 
M. Irons, ont conduit a l'etablissement d'un systeme modal symetrique de petite 
taille pour le calcul des modes elasto-acoustiques. 

Dans ce travail, nous avons etudie l'exemple d'une plaque elastique couplee 
avec une cavite parallelepipedique. Nous avons mis en evidence I' effet de Ia nature 
du fluide sur le comportement modal de Ia structure. Un fluide Ieger perturbe 
faiblement les caracteristiques vibratoires de Ia structure. Son effet essentiel se 
traduit par une rigidite ajoutee pour le premier mode de Ia plaque. Un fluide lourd 
perturbe fortement les caracteristiques modales de Ia structure. Son effet inertiel est 
tres important. Sa presence peut faire apparaitre des modes qui sont des 
combinaisons des modes non couplees. A Ia fin de cet article, nous avons analyse le 
comportement vibro-acoustique de deux plaques elastiques identiques couplees avec 
une lame d'air. Les resultats numeriques obtenus ont montre l'effet important du 
couplage de Ia lame d'air sur les modes vibratoires des deux plaques. 
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