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RESUME. Nous presentons une methode de volumes de controle a maillages non structures 
(MVCEF) pour le calcul des modes propres acoustiques. Cette methode est tres utilisee pour 
les problemes de mecanique des fluides et de thermique. Sa mise en reuvre est explicitee pour 
un milieu au repos dans le cadre des formulations de Helmholtz et des variables primitives. 
Les resultats obtenus montrent que cette technique est d'une precision comparable a celle de 
Ia methode aux elements finis de type Galerkin. 

ABSTRACT. This paper is devoted to the presentation of a control volume based finite element 
method (CVFEM). Its implementation is explicitedfor both Helmholtz and primitive variable 
formulations for planar and spatial problems. Application for solving acoustical eigenmode 
shows that the CVFEM is at least as accurate as the Galerkin FEM. 
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Nomenclature 

Co : vitesse du son de reference a Ia temperature To 
c* : vitesse du son adimensionnee par rapport a co 
J : racine carree de -I 
k : nombre d'onde 
p0 : reference de Ia fluctuation de pression acoustique 
p* : champ de pression adimensionnee par rapport a Po 
T0 : temperature de reference en conditions normales (300K) 
u0 :amplitude de Ia vitesse acoustique 
L; : longueur caracteristique dans Ia i~m• direction 
u; : i~me composante de Ia vitesse acoustique 
x; : itme direction en coordonnee cartesienne 

V;" : partie du volume de )'element fini e participant au volume de controle du 

nreud i 

Lettres grecques 
~ : operateur Laplacien 
..... 
V : operateur gradient 
V : operateur divergence 
ffi : pulsation de I' onde acoustique 
p0 : masse volumique de reference du milieu 
p : masse volumique 

O.f : partie de Ia surface de l'element fini e participant au volume de controle du 

nreud i 

r;' :contour du volume de contr61e du nreud i au sein de )'element fini e 

a~ : coefficient relatif au nreud j pour I' integration du Laplacien au nreud i 

f3~ : coefficient relatif au nreud j pour I' integration du terme volumique au nreud i 

a~ : coefficient du nreud j pour I' integration de Ia deri vee seton x au nreud i 

y;i : coefficient du nreud j pour I' integration de Ia derivee seton y au nreud i 

p~ : coefficient du nreud j pour I' integration de Ia divergence de Ia vitesse (u) au 

nreud i 

17~ : coefficient du nreud j pour I' integration de Ia divergence de Ia vitesse (v) au 

nreud i 
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1. Introduction 

L'etude du phenomene de resonance dans les cavites est un important sujet de 
recherche en acoustique. Les applications pratiques sont variees mais concernent le 
plus souvent des cavites de forme complexe, comme par exemple Ia recherche des 
modes naturels d'un habitacle d'automobile. Dans le domaine de l'aeroacoustique, 
on peut citer les conduits d'echappement ainsi que les veines de climatisation dont 
les geometries reelles comprennent le plus souvent de nombreuses singularites en 
chaines comme des coudes ou des elargissements. Lorsqu'une solution numerique 
est recherchee et que Ia geometrie de Ia cavite est de forme complexe, les methodes 
des elements finis sont generalement utilisees ([ASTI4], [PETI6], [CRA 72], 
[PRI93]). Nous presentons ici Ia mise en reuvre pour le calcul des modes, d'une 
methode de volumes de controle construits sur un maillage en elements finis 
(MVCEF) qui a fait l'objet de nombreux travaux en mecanique des fluides 
([H00881], [H00882], [BAL83], [KET89], [BAN89], [KRA92]). Cette methode 
qui semble etre moins utilisee en acoustique, presente l'avantage de conjuguer des 
proprietes de conservation locale et globale avec Ia flexibilite geometrique que 
confere le maillage non structure du domaine. Elle permet en outre de s'affranchir 
des difficultes posees par Ia presence de singularites aux frontieres [SAD97]. 

Cet article presente !'implementation de Ia MVCEF pour le calcul des modes 
propres acoustiques de cavites dans le cadre des deux formulations de Helmoltz et 
des variables primitives. Sa mise en reuvre sur des cas idealises permet de situer sa 
precision par rapport a des solutions analytiques. Pour d'autres exemples, des 
comparaisons sont effectuees avec Ia methode des elements finis de type Galerkin. 
On etudie notamment l'effet d'un gradient thermique sur les modes acoustiques 
dans un guide a I' aide des deux methodes. 

2. Formulation du probleme 

Le calcul des modes propres acoustiques peut etre effectue dans Ia formulation 
de Helmoltz si le fluide compris dans Ia cavite est au repos. Dans ce cas, Ia 
fluctuation de pression acoustique (qui est Ia seule variable du probleme) est 
solution de )'equation des ondes suivante: 

( 1.) 

En adoptant alors !'hypothese d'une propagation harmonique de l'onde 
acoustique,l'equation (1) s'ecrit simplement: 

-+ 
V.(c 2 V(p)) + ru 2 p = 0 (2.) 
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ou c est Ia vitesse du son dans le milieu suppose anisotherme. 

Lorsque le milieu est en mouvement, cette formulation n'est plus suffisante. 
L'on est alors contraint d'utiliser une linearisation des equations de Navier-Stockes 
ou I' on fait apparaitre Ies fluctuations de pression et de vitesse acoustiques. Les 
equations generales de l'acoustique lineaire se simplifient alors dans le cas d'un 
milieu au repos sous Ia forme suivante : 

(3.) 

La prise en compte d'un tel systeme conduit a considerer, pour chacun des 
points de discretisation du domaine d'etude, plusieurs degres de liberte. La 
propagation acoustique etant supposee harmonique, Ie systeme s'ecrit dans le corps 
des complexes : 

I
. I 4J 0 
JWU· +--= 

I -& 
p i . . 

at (1=1,3) et (j=l,3) 

jwp+-1 =0 
&j 

(4.) 

ui designe Ia itmc composante de Ia fluctuation de vitesse acoustique, p le champ 
de pression acoustique. p represente Ia masse volumique locale ( p •Iff) et ro Ia 

frequence de I' onde acoustique. Dans cet article, Ia repartition de temperature sera 
toujours une donnee du probleme. 

3. Methode des volumes de controle a maillages non structures 

Dans ce paragraphe, nous explicitons Ia methode pour un probleme dans un 
espace plan et a trois dimensions. 

3.1. Discretisation du domaine d'etude 

Que ce soit pour des problemes plans ou tridimensionnels, Ie domaine est tout 
d'abord maille en elements finis. Les elements sont alors subdivises de fa~on a 
former, apres I' assemblage de tousles elements, des volumes de controles autour de 
chaque na:ud du domaine de calcul. 
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Pour les problemes plans, le domaine d'etude est decoupe en elements finis 
triangulaires a trois nreuds qui sont bien adaptes a Ia description de frontieres 
complexes (Fig Ia). Les centres des elements sont joints au milieu des aretes du 
triangle pour constituer un volume de controle polygonal autour de chaque nreud du 
maillage element fini (Fig. I b) . 

..... Volume de contr61e Control volume 
-- El~ment fini Finilt element 

Figure l. a) Maillage elements finis b) Construction d'un volume de controle 

Des elements tetraedriques a quatre nreuds ont finalement ete choisis pour 
decrire les domaines tridimensionnels. Les nreuds ou seront stockees les variables 
du probleme sont Ia encore situes aux sommets des elements. Les milieux des aretes 
sont relies au centre de gravite, au niveau de chaque triangle delimitant le tetraedre. 
Chaque centre de gravite de ces triangles est lui aussi relie au centre o du tetraedre 
(Fig. 2). Apres l'assemblage des elements, des volumes de controles polyedriques 
sont ainsi formes autour de chaque nreud. 

y 

X 

Figure 2. Element terraedrique 
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3.2. Fonctions d'interpolation 

L'integration des equations sur les volumes de controle necessite !'utilisation 
d'une interpolation de type elements finis pour les variables dependantes r/J. En 
choisissant une interpolation lineaire, on ecrit simplement : 

pour un element triangulaire(fig.l) 

pour un element tdraedrique(fig. 2) 

La celerite locale du son, Ia masse volumique, les proprietes thermophysiques 
sont quant a elles, estimees a partir des valeurs nodales, de fa~on moyenne au sein 
de chaque element fini. 

3.3. Application a Ia resolution de /'equation de Helmholtz 

L'integration de !'equation de Helmholtz sur le volume de controle centre sur un 
nreud i s'ecrit sous Ia forme d'une somme des contributions de chaque element e, 
constituant chacun, une partie du volume considere : 

(domaine plan) .L( Jfnr V.(c; ~(p)) dil + Jfnr m1
.pdil) = 0 

e {6.) 

(domaine tridimensionnel) ~( JJi/ V.(c; ~(p))dV + JJt. m1
.pdV) = 0 

ou nf (respectivement V/) designe Ia portion de volume elementaire constitutive 

du volume de controle entourant le nreud i. 
Le theoreme de Gauss-Ostrogradsky permet de remplacer l'integrale de Ia 

divergence sur une surface (respectivement sur un volume) par !'integration du 
gradient de pression sur un contour (respectivement sur une surface). Les equations 
(6) deviennent : 
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(domaine plan) L Jn' c; V(p).; dr + m
2.L JL~ pdil = 0 

e I e I {7 .) 

( domaine tridimensionnel) L Jfn~ c; V (p ). ; dil + m2 ·L Jf L pdV = 0 
e ' e 1 

--> 
oil n est Ia normale sortante du volume delimite par le contour f;" 

(respectivement Ia surface nr ). 
3 3.1. Calcul des integrates 

3.3.1.1 Calcul de !'integrate de contour (flux du gradient de Ia pression) 

a) Domaine plan 

En considerant Ia figure 3, !'integration du flux du gradient de Ia pression sur Ia 
partie de contour du volume i, a l'interieur d'un element fini triangulaire e, se 
decompose en integrant sur les segments [ao] et [oc] : 

J ~ ~ J.o --> --> I.e --> --> 
c; V p. n dr = c; V p. n dr + c; V p. n dr 

r{ a o 
(8.) 

Figure 3./ntegration de Simpson sur un element triangulaire 

En utilisant les interpolations donnees par Ia relation (5), on a alors : 

(9.) 

Apres integration, on obtient : 
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J 
-> -> 

2 2 i i i e 
r' c. V p. n dT =c. [a; ,a j ,ak ].{p} 

I 

(10.) 

; oN; Yk-Yj oN; xj-xk 
a; = ox .( 2 ) + oy .( 2 ) 

oNj Yk-Yj oNj xj-xk 
avec: aj=ax.( 2 )+Ty.( 2 ) (11.) 

i oNk Yk-Yj oNk xj-xk 
ak =ax.( 2 )+ay-.( 2 ) 

Des expressions identiques sont obtenues par permutation circulaire pour les 
volumes definis au tour des nceuds j et k : 

fr! c; V p.; dT = c;[a/ ,a J ,afJ.{p }" 
I 

(12.) 

(13.) 

(14.) 

b) Extension aux problemes a trois dimensions 

Pour un domaine tridimensionnel, !'equation (7) est integree sur le contour O.f 
(delimitant le volume de controle i) qui se compose des surfaces Sorer, Sosar, Sords 

construites dans le tetraedre e considere (Fig. 2). 

La variation lineaire du champ de pression au sein de !'element permet de 

modifier !'integration du produit scalaire en integrant non plus sur O.f, mais sur une 

seule surface triangulaire S,cd. Le calcul de l'integrale s'en trouve simplifie. 

(15.) 

On aboutit alors a : 

II 
-> -> 

2 2 i i i i e nrc• V p.ndn=c.[a;.aj,ak,a1 ].{p} 
I 

(16.) 
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; CN; 
a; = OX .((Yc- Ya )(zd- Za) + (Zc- Za )(yd - Ya)) 

avec: 
CN 

+ 
0

; .((Zc - Za )(xd -X a)+ (xc- X a )(zd - Za )) (17.) 

CN 
+ i3z

1 

.((xc -xa)(Yd- Ya)+(Yc- Ya)(xd -xa)) 

Les coefficients correspondant aux n<~:uds j, k et I sont obtenus de Ia meme 
fa~on. 

3.3.1.2. Determination de l'integrale volumique de pression 

a) Domaine plan 

Pour chaque element triangulaire participant au volume de controle autour du 
nreud i, l'integration volumique du terme de pression s'effectue en decomposant Ia 

surface contributive o.r ([iaoc]) en deux triangles de surfaces respectives S1 

(= o.r /4), de sommets [iac] et S2 (= o.r /12), de sommets [aoc] (fig. 3). 

Sur S~' compte tenu de l'interpolation lineaire de Ia pression et des relations 
integrales sur un triangle, on obtient l'expression suivante: 

(18.) 

Une forme identique est obtenue pour l'integrale sur Ia surface S2• 

Une fois p,, Poet p, exprimes en fonction des valeurs aux noeuds, on obtient une 
ecriture sous forme algebrique : 

JJnr p.dn = [jJf ,fJ~ ,fJi ].{p Y 
I 

(19.) 

. o.e . . ne 
oil : p; = 22. 10~8 et fJ} = fJ~ = 7. 

10
1

8 

avec des relations equivalentes pour les nreuds j et k : 

Jfn~ p.dn = [fJ/ ,pj ,pj J.{py 
1 

(20.) 

Jfn, p.dn = [fJ/ ,fJJ ,fJ{ J.{p y 
k 

(21.) 
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. ne . k ne 
' nj - fJ' - nk - pk - 7 i et f3'· -- fJk -- 22.-' ou fJj - k - fJj - j - • l 08 J 108 

b) Espace tridimensionnel 

Les differents volumes utiles pour le calcul de I' integrate sur un tetraedre e sont: 

(22.) 

on montre que !'expression algebrique s'ecrit ici: 

H t pdV = ~~~ .[/3/ ./3~ .Pi ./3/ ].{p y (23.) 

. ~e . . . ~ 
avec : p; = 75. 

576 
et f3j = /3~ = f3f = 23.

576 

3.3.2. Assemblage des equations algebriques sous forme matricielle 

La technique d'assemblage utilisee est classique. Au niveau de chaque element 
fini geometrique, on construit (a partir des expressions (10-19) ou (16-23) ) deux 
matrices elementaires [a]et[b] de dimension (3x3) ou (4x4) (selon que le probleme 
est bidimensionnel ou tridimensionnel) : 

(24.) 

qui permettent apres assemblage d'aboutir au systeme global : 

(A]. {p} + (;.) 

2 

.(B]. {p} = 0 (25.) 

3.3.3. Conditions aux limites 

Les conditions aux limites de Dirichlet sont introduites dans le systeme par 
utilisation de Ia technique de terme unite sur Ia diagonale. Les conditions de 
Neumann homogenes (qui correspondent a une paroi rigide) sont ici aussi prises en 
compte de fa~on naturelle par l'ecriture du bilan pour un volume de controle situe 
en paroi. 
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3.4. Application a Ia resolution de !'equation aux variables primaires UVP 

L'integration des equations s'effectue comme precedemment, en faisant Ia 
somme des contributions des elements finis au volume de controle autour d'un 
nceud choisi. 

On a: 

I( H.a' }mu;dil+ JJ.a, P~ . ::. dn] = 0 
e 1 1 e 1 

~( ffa; jmpdil+ ffn; V(V)dil ]=0 
(26.) 

Pour un probleme en trois dimensions, on doit considerer des integrates de 
volume dans !'equation (26). L'integration de Ia divergence de Ia vitesse est Ia aussi 
realisee en utilisant le theoreme de Gauss-Ostrogradsk.y, qui nous ramene a une 
integrale de contour sur Ie flux de vitesse traversant Ia paroi du volume : 

(27.) 

Les termes issus de Ia derivee temporelle et de )'approximation harmonique (jro) 
sont integres selon le meme principe que pour !'equation d'Helmoltz (eq. 19 a 21). 
L'integration des autres termes de )'equation (26), dont le detail du calcul est 
pn!sente en annexe, conduit finalement apres sommation de toutes les contributions 
des elements finis du domaine, a une ecriture globale du systeme de Ia forme : 

[ A].o + J (m).[B ].o = o (28.) 

Les conditions aux limites du type Dirichlet sont ensuite introduites de Ia meme 
fa~on que pour )'equation d'Helmoltz (paragraphe 3.3.3.). Les conditions de paroi 
rigide, ( ii.ii = 0 ), sont naturellement prises en compte dans )'equation de pression 
par le biais de )'integration du flux de vitesse acoustique (eq.27) sur un contour qui 
reste ouvert pour un volume de controle en frontiere. 

4. Exemples numeriques 

On presente dans ce paragraphe quelques exemples de cavites pour lesquelles 
nous avons resolu le probleme aux valeurs propres a )'aide d'un algorithme du type 
QZ ([STE72], [WIL79]). 
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4.1. Mise sousforme adimensionnelle dans le cas d'une cavite parallelepipedique 

Pour une cavite paralellepipedique de dimension LxDxH on a defini Ies 
grandeurs sans dimensions, reperees avec le symbole *,par: 

x*,=x/L, 
p*=p/( Uo.CoPo) 
c*=clc0 

ou c represente Ia celerite du son (c2=T), p le champ de pression acoustique et 
kD=20D/A.Ia frequence adimensionnelle de l'onde (A. etant Ia longueur d'onde). 

L'equation de Helmholtz adimensionnelle s'ecrit alors: 

-+ 
V'.(c * 2 V'(p*)) + (kD)2 p* = 0 (29.) 

Le systeme d'equations aux variables primitives adimensionnelle est donne piA': 

1

. 1 4op* 
jkD.u; * +-=-;-2 --;-; = 0 

p L vX; 
I 

-+ 
jkD. p * +'V(V *) = 0 

4.2. Application a des domaines plans 

4.2.1. Cavite semi ouverte 

(30.) 

On s'interesse dans un premier temps au cas d'une cavite carree, de dimension 
unitaire, ouverte aux deux extremites (pour x=O et x= l ). Les maillages utilises sont 
des grilles a pas reguliers. 

10 -+-UVP -+-UVP 
---- HelmOO liz -Helmhol 

I ~I Tl 

"" "-: 

~ 

0,01 0,01 

10 100 1000 10000 10 100 1000 10000 
nombre de noeuds nombre de noeuds 

Figure 4. Erreurs sur les modes ( 1.0) et (0.1) enfonction du nombre de nceuds 
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L' evolution de I' erreur commise sur les modes (1 ,0) et (0, 1) en fonction du 
nombre total de nreuds utilises pour mailler Ia cavite est presentee sur Ia figure 4. 
On observe une bonne convergence spatiale des n!sultats. On constate toutefois que 
Ia formulation de Helmholtz donne une meilleure precision que celle aux variables 
primitives. 

4.2.2. Comparaison avec la methode aux elements finis de type Galerkin 

Un calcul de modes acoustiques est effectue sur une cavite rectangulaire, de 
dimension (1 x 0,3), maillee uniformement (30 nreuds dans le sens longitudinal et 8 
nreuds dans le sens transversal). Le canal est ouvert en ses deux extremites. 

Le tableau 1, presente les erreurs commises par Ia MVCEF ainsi que par Ia MEF 
pour les dix premiers modes dans les memes conditions de calcul. La MVCEF 
conduit a des resultats legerement plus precis que ceux fournis par Ia MEF. Ce 
resultat coincide avec les observations de Ramadhyani et al. [RAM80] au sujet de Ia 
solution de !'equation de Poisson. 

Tableau 1. Erreur sur les dix premiers modes de la cavite ouverte 

4.2.3. Cas d'un canal avec gradient thermique 

Pour le meme canal, on calcule cette fois les modes acoustiques en considerant 
Ia presence d'un gradient thermique lineaire dans le sens transversal. 
L'inhomogeneite du champ de temperature se traduit par une inhomogeneite de Ia 
vitesse du son dans le domaine, ce qui entraine une distorsion de Ia distribution 
spatiale du champ de pression. 

Un premier calcul est effectue pour un champ de temperature homogene dont Ia 
valeur correspond a Ia temperature moyenne du gradient thermique considere par Ia 
suite. Les resultats peuvent alors etre confrontes a Ia solution analytique et 
confirment un bon comportement de Ia MVCEF. 
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Les modes obtenus en presence du gradient thermique sont presentes dans Ies 
deux dernieres colonnes du tableau 2. Les valeurs issues des deux methodes sont 
assez proches. 

Tableau 2. Evolution des modes en presence d'un gradient thermique 

L' augmentation des valeurs propres avec Ia temperature moyenne est bien 
constatee (en confrontant les tableaux I et 2). 

Le mode (1,0) est represente sur Ia figure 5.a) pour un milieu isotherme, et sur Ia 
figure 5.b) pour un milieu avec un gradient de temperature transversal. Par rapport 
au cas d'un milieu homogene, nous observons, Ies fortes modifications attendues de 
l'allure du champ de pression. Un decalage marque des n<l!uds de pression vers Ia 
region des temperatures les plus froides est bien visible. 

Figure 5. Mode en absence a) et en presence b) de gradient lineaire de temperature 

4.2.4. Cas d'une cavite annulaire cylindrique 

Dans le cas d'un espace annulaire cylindrique a parois rigides, on peut trouver 
dans Ia litterature Ies solutions tabulees des valeurs propres [BRI62]. Elles 
correspondent aux racines de I' equation : 

J~ ( X).Y~ (px)- J~ (px).Y~ (X)= 0 (31.) 

J~et Y~ sont les derivees des fonctions de Bessel et de Neumann d'ordre n. 

fJ est le rapport entre le rayon du cylindre interieur b, et le rayon du cylindre 
exterieur a et X=k.b=2llb/A. 
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Les calculs numeriques sont effectues pour deux maillages destructures dans le 
cas d'un espace annulaire dont le rapport de rayon {3=2. Le premier de ces deux 
maillages est compose de 182 nreuds (figure 6.a), alors que le second en compte 
584. Le mode correspondant a Ia plus petite valeur propre est presente sur Ia figure 
6b. 

Figure 6 a) Maillage Lache b) mode correspondant a La premiere valeur propre 

Les resultats sont en parfait accord avec les modes theoriques (tableaux 3 et 4) et 
on retrouve toujours une bonne convergence spatiale. On observe toutefois une 
degradation plus rapide de Ia precision des resultats sur les modes eleves pour Ia 
formulation u, v, p. 

Tableau 3. espace annulaire :formulation de Helmoltz 

Tableau 4. espace annulaire :formulation uvp 
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4.3. Application a une cavite tridimensionnelle 

La mise en reuvre de Ia MVCEF sur un cas tridimensionnel a ete realisee pour 
une cavite cubique de dimension unitaire. Un maillage uniforme ( 11 * 11 * 11) du 
domaine est opere a !'aide d'elements finis tetraedriques. 

Le calcul a ete effectue a partir de Ia formulation de Helmholtz. Une cavite 
ouverte aux deux extremites et une cavite semi-ouverte sont etudiees et les resultats 
sont presentes dans le tableau 5. Le mode ( 1,0) de Ia cavite ouverte est represente en 
coupe sur Ia figure 7. Les resultats regroupes dans le tableau 5 peuvent etre 
confrontes a ceux obtenus pour le probleme bidimensionnel equivalent (tableau 6) a 
partir d'un maillage comparable (le pas d'espace est equivalent). On constate que les 
precisions des calculs tridimensionnels et bidimensionnels sont sensiblement du 
meme ordre pour les trois premieres valeurs propres, et que Ia precision des modes 
suivants decroit legerement pour le premier. 

Tableau 5. Erreurs relatives pour deux cavites cubiques maillees ( 11 * 11 * 11) 

Tableau 6. Erreurs relatives pour deux cavites carries maillees ( 11 * 1 1) 
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Figure 7. Coupe du mode ( 1,0) en z=0,2; z=0,5; z=0,8 

5. Conclusion 

On a montre ici que Ia methode des volumes de controles a maillage non 
structures permet de resoudre les problemes aux valeurs propres avec une bonne 
precision. 

Cette methode (initialement developpee pour resoudre des equations de transport 
diffusion) semble done bien indiquee pour traiter les problemes de calcul de 
propagation acoustique. Les premiers resultats sont encourageants et permettent 
d'envisager l'application de Ia methode a l'etude de Ia propagation acoustique en 
presence d'un ecoulement. 
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Annexe : detail des integrations dans Ia formulation uvp 

AI :Integration des derivees de Ia pression 

Les integrates sur les derivees de Ia pression selon Ia n~m• direction s'ecrivent: 

(32.) 

L'interpolation Jineaire de Ia pression conduit a des valeurs constantes de Ia 
derivee sur chaque element. Les integrates s'ecrivent alors sous Ia forme algebrique 
suivante: 

(33.) 

A2 : Integration de Ia divergence de Ia vitesse 

La determination de l'integrale de Ia divergence du vecteur vitesse acoustique 
passe par une integrate de contour sur le segment [aoc] (Fig 3): 

(34.) 

Cette integrate est calculee a I' aide de Ia methode de Simpson a J'ordre deux: 

(35.) 

En tenant compte de I' interpolation Jineaire des vitesses, on a : 

On en deduit facilement I'expression de I'integrale sur le contour [aoc] de 
I' element fini e considere: 
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fr,, (u.nx + v.ny }tr = [pf ,uj .U~ ].{u Y +[17f 17~ 11i ].{vY 
I 

(37.) 

A3 : Extension aux problemes a trois dimensions 

Pour un milieu isentropique, le probleme possede quatre degn!s de liberte par 
nreud : u, v, wet p. En considerant le systeme sous sa forme Ia plus simple, on a : 

~(jw ffl;udV + ffl; ;, . ~~ dV ]=0 

~ ( jw ffi; vdV + Jfi; ;, . ~ ~ dV] = 0 

L[jw. Hi. wdV +Hi. ~ . 0 
P dV] = 0 

e ; ; Pe 0 Z 

~ [ jw ffi; pdV + ffi; v(V)dV l = o 

(39.) 

Les termes provenants de I' approximation harmonique, sont traites de Ia me me 
fa<;on que dans Ia formulation de Helmholtz pour le terme volumique de pression 
(equation (23)). 

Les coefficients de !'interpolation lineaire qui correspondent aux differentes 
derivees permettent de calculer !'integration des termes des derivees de Ia pression 
par une simple multiplication avec Ia partie du volume considere (c.f. equation 
(32)). 

L'integration de Ia divergence de Ia vitesse est realisee en utilisant Ia methode de 
Simpson a I' ordre deux. 

A4 : Ecriture matricielle elementaire 

La contribution d'un element fini e (de sommets i, j, k), au systeme d' equations (26) 
pour le volume de controle i s'ecrit sous Ia forme lineaire: 
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i a; i 

00 ~i 00~ 00 ~k 
Pe Pe Pe n rpf 00 

{3~ 00 P/00 

1
n i i i 

00 ~ 00~ 00~ . t5 j + jm 0 [Jf 0 0 {3~0 OfJk 0 . t5j (40.) 
Pe Pe Pe t5k 00{3/ 0 0 {3~ 00{3~ t5k ; ;

0 j.J~ 17} 0 i i 0 f.J; 1]; f.Jk1Jk 

ovee n, " { :. } le vee leu< de> VMiables dOfinies '"' le nreud i. 

et de fa~on analogue pour Ia contribution d'un element tetraedrique a J'un de ses 
sommets: 

i ai. i i 

0 0 0 c:_; 000~ 0 0 0 c:_k 0 0 0 c:_l 
Pe Pe Pe Pe 

i i i i 0; 
000 ~ o o o!..L oooL!.. oooLL 

Pe Pe Pe Pe . t5 j + 

000 ~ 000 ~ 000 ~i 000 ~ 
t5k 

Pe Pe Pe Pe !51 
(41.) 

j.Ji1]iKi0 i i i 0 j.Ji1]iKi0 j.Ji1]iKi0 
I I I J.ljlJjKj k k k I I I 

fJ/0 0 0 fJjO 0 0 Pi o o o p;ooo 
0; 

opj oo op~oo OfJk 00 O{Jj 0 0 
jm 

oopjo 00{3~0 0 OfJiO oopfo 
. t5j 

t5k 
0 0 O{Jj ooop~ ooopi o o opf 

!51 

Les coefficients 13 sont issus de l'integration volumique des differentes variables 
et les coefficients cr (respectivement y et ~) de )'integration de Ia derivee de Ia 
pression par rapport a x (respectivement y et z). Les coefficients Jl, l1 et K 

correspondent quanta eux, a I' integration de Ia divergence de Ia vitesse. 


