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RJ-:suME. Nous presentons dans cet article un nouveau type d'element, appele element 
continu, base sur /es solutions quasi-exactes des equations du mouvement. Nous 
developpons tout d'abord un element continu de coque mince axisymetrique puis un 
element continu de tuyau cintre, en construisant numeriquement leur matrice de 
raideur dynamique. Les courbes de reponse a une excitation harmonique, apres 
assemblage des elements continus, sont comparees a des resu/tats experimentaux et 
a des resu/tats obtenus par elements finis. Les avantages de Ia methode sont 
presentes en conclusion: rapidite de mise en CEuvre de Ia modelisation qui s 'appuie 
sur une discretisation reduite a son minimum, reponse directe et precise jusqu 'aux 
frequences e/evees et possibilite d'introduire des caracteristiques mecaniques et 
d'amortissement structura/fonctions de lafrequence. 

ABSTRACT. In this paper, the continuous element method, based on the « quasi-exact » 
solution of the dynamic equations, is presented. An axisymmetric continuous shell 
element and a curved pipe continuous element are developed and their dynamic 
stiffness matrices are numerically constructed. The dynamic response of several 
pipelines to harmonic excitation are then computed by assembling the continuous 
elements; inertance and dynamic flexibility curves are compared with experimental 
and finite elements curves. The main advantages of the method are finally shown: 
swiftness of the modelling, direct and accurate response at high frequency domains, 
possibility to take into account structural damping/unction of the frequency. 
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I. Introduction 

La methode des elements finis s'est imposee comme principale methode 
numerique d'analyse des structures. Neanmoins, dans certains cas, Ia precision des 
resultats obtenus n'est pas satisfaisante car elle est conditionnee par Ia finesse du 
maillage et par les fonctions d'interpolation utilisees. Nous presentons dans cet 
article, en analyse dynamique, un nouveau type d'element appele element continu, 
base sur les solutions quasi-exactes des equations du mouvement en oscillations 
libres. 

Cet element est en fait Ia matrice de raideur dynamique d'une sous-structure, 
matrice dont les coefficients sont fonctions de Ia frequence. L'etude de Ia sous
structure est alors ramenee a !'etude de ses frontieres ; pour une poutre ses 
extremites, pour une plaque son contour, etc. De tels elements ont ete developpes 
des Ies annees soixante pour resoudre des problemes de dynamique lineaire de 
systemes composes de poutres. La premiere appellation caracterisant cette technique 
est celle de matrice de transfert [PES 63]. 

Le principe en est de connecter deux extremites de poutres en reliant, a partir des 
equations du mouvement, Ies valeurs des deplacements et efforts generalises (fleche, 
rotation, moment de flexion et effort tranchant) d'une des extremites aux valeurs a 
!'autre extremite. La matrice de connexion ainsi etablie porte Ie nom de matrice de 
transfert et depend de Ia frequence d'excitation de Ia poutre. Elle permet par de 
simples multiplications matricielles de relier deux extremites de poutres meme dans 
le cas oil Ies sections ou encore Ies proprietes materielles changent d'un element a 
un autre et ceci avec une matrice de taille egale a celle d'un seul element. Bien 
entendu cette technique permet d'obtenir Ia solution exacte du probleme en 
oscillations libres. 

Par reorganisation des variables (fleches et rotations aux deux extremites d'une 
poutre) on peut en deduire une matrice dite de raideur dynamique de Ia poutre 
semblable a une matrice de type elements finis. On peut alors effectuer !'assemblage 
classique des elements et les equations du mouvement s'ecrivent sous Ia forme: 

{F(w )} = [D(w )){u(w )} (1] 

oil {F(w )} est le vecteur des forces harmoniques exterieures, {u(w )} Ie vecteur des 

inconnues nodales et [D(w )) Ia matrice de raideur dynamique dependante de Ia 

pulsation propre w 1
• 

1 Les notations utili sees dans cet article sont precisees en annexe I. 
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En fait, on peut resumer Ia technique en disant que I' on recherche Ia matrice de 
raideur dynamique « exacte » de Ia structure en utilisant comme fonctions 
d'interpolation les fonctions de Green entre nreuds de l'operateur des equations du 
mouvement. On est alors assure de I' exactitude de Ia solution du probleme, meme en 
oscillations forcees [WIE 82]. 

La resolution du systeme [I], frequence par frequence, donne Ies inconnues 
nodales de deplacement, ce qui permet d'obtenir directement Ia reponse de la 
structure a une excitation harmonique donnee. C'est un avantage dans le cas oilles 
caracteristiques de materiaux et d'amortissement varient en fonction de Ia frequence. 
Cette reponse n'est assujettie a aucune discretisation quelle que soit Ia gamme de 
frequences utilisee, ce qui est particulierement interessant en moyennes et hautes 
frequences. Elle a par contre le desavantage de ne pas donner directement Ies modes 
de vibration car elle conduit a un probleme de valeurs propres non classique. On 
peut cependant acceder aux modes en les recherchant par iterations successives 
[RlC77], [BAD 97], [LES 97]. 

La methode des elements continus est facile a mettre en reuvre pour Ies poutres 
droites. Elle a ete utilisee a Ia DCN pour l'etude de Ia transmissibilite des 
assemblages de poutres droites (programme ET APE) [DUF 85], [LES 96]. Des 
developpements recents concernant des poutres courbes [CAS 97] et des plaques 
[FLE 97] ont ete realises. 

Dans cet article, nous appliquons dans un premier temps cette methode a 
)'analyse de Ia reponse harmonique d'une coque axisymetrique non amortie. Pour 
cela, nous developpons un element continu de coque mince axisymetrique en 
construisant numeriquement sa matrice de raideur dynamique. Pour traiter des 
applications industrielles de type tuyauteries planes, nous developpons dans un 
second temps un element continu de coude (tuyau cintre). Les courbes de reponses 
obtenues apres assemblage des elements developpes soot comparees a des resultats 
d'essais eta des resultats obtenus par des calculs en elements finis. 

2. Element continu de coque axisymetrique 

2.1./ntroduction 

Dans ce paragraphe, nous cherchons a determiner Ia reponse harmonique d'une 
coque axisymetrique par une approche « element continu ». Les equations du 
mouvement et Ies lois de comportement d'une coque mince axisymetrique 
permettent d'etablir un systeme d'equations differentielles du premier ordre reliant 
Ies composantes generalisees des deplacements et des efforts Ie long de Ia coque 
apres decomposition de celles-ci en series de Fourier [KAL 64]. Ces composantes 
sont souvent qualifiees de variables d'etat, leur repartition le long de la coque 
axisymetrique obeit a un systeme differentiel dont les equations sont plus ou moins 
couplees selon la complexite de la theorie de coque retenue. 
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Nous presentons une methode permettant de developper un element continu, dit 
numerique, issu du calcul de Ia solution « exacte » de ce systeme differentiel. Le 
caractere « exact » de Ia solution du probleme de mecanique des milieux continus 
est indispensable car il s'agit de conserver Ia notion d'element continu et les 
avantages qui y sont associes. L'aspect numerique de Ia methode intervient dans le 
sens oil, contrairement aux elements continus de type poutres droites, aucune 
expression analytique des fonctions caracteristiques ne sera etablie. Le calcul des 
coefficients de Ia matrice de raideur dynamique est realise par un algorithme sense 
produire une valeur « exacte » de ces coefficients a chaque pulsation m de Ia 
sollicitation. Le caractere « exact » des coefficients permet alors de qualifier ce type 
d'element de continu. 

2.2. Geometrie et equations de base 

La position d 'un point P (fig.!) de Ia 
surface moyenne de Ia coque 
axisymetrique est reperee par ses 
coordonnees curvilignes q,B,r;. Le rayon 

en P de Ia surface moyenne est note b , Ia 
longueur d'une generatrice de Ia coque L 
et son epaisseur h . Le systeme local 
orthonorme en p ( eq, eli, e~ ) est 

represente sur Ia figure I. 

Figure 1. Coque axisymetrique 

Nous nous pla~ons dans le cadre de !'etude des coques minces en petits 
deplacements et nous developpons Ia theorie « classique » de Love-Kirchhoff en 
considerant que le materiau qui constitue les coques etudiees est elastique, 
homogene et isotrope. Compte tenu de ces hypotheses, les equations qui gouvernent 
le mouvement de Ia surface moyenne d'une coque axisymetrique 
s'ecrivent [LAR91]: 
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Equations de deformations : 

1 8u8 u~cos¢ wsin¢ 
[2.a] 

u~ & 
[2.e] E: =--- +-- p =---8 biJ() b b ~ R; Ort 

Ou~ w 
[2.b] 

1 i3f3o {3~ cos¢ 
[2.fj E: =-+- K ----

~ Ort R; o-bi]{} b 

1 Ou~ 8u8 u8 cost/J 
[2.c] 

13{3~ 
[2.g] r~o =~; iJ() + Ort + b K =-

~ Ort 

f3 _ u8 sin¢_.!._ & 
[2.d] 

13{38 I 13{3~ /38 cos¢ 
[2.h] T=-+--+ 8 - b biJ() Ort b iJ() b 

Equations du mouvement : 

.!._ i3N 8 + OT~ _ (r + T )cos¢+ Q8 sin t/J _ph i3
2
u8 (t) = O 

b ao t3rt ~ e b b a 2 
[3.a] 

ON~ 1 i3T8 ( )cos¢ Q~ i3 2 u~(t) 
-+--+ N -N --+--ph =0 

i3rt b ao 8 ~ b R; a 2 
[3.b] 

.!._ CQ8 + iQ~ _ N 8 sin¢_ N~ _ Q~ cos¢_ ph i3 2w(t) =O 
b iJ(} t3rt b R; b a 2 

[3.c] 

oM~ 1 i3U 8 ( ) cos¢ 
---;J;7+b iJ() +Me -M~ -b--Q~ =0 [3.d] 

[3.e] 

Equations d'elasticite: 

N: =K(c: +vc8 ] [4.a] M z = D(K z + VK o ] [4.d] 

N8 = K[vc: +&8 ] [4.b] M 8 = D[vK, + K8 ] [4.e] 

T8 = T: = Ghy,8 [4.c] 
Gh 3 r 

V 8 =V: =----u- [4.fj 

Eh Eh 3 

avec K=--
2 avec D = 

1-v 12(1- v 2
) 
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Dans le cadre de )'etude de Ia reponse harmonique d'une telle structure, les 
inconnues (deplacements et forces generalises) s'ecrivent sous Ia forme: 

u(77,B,t) = u(77,B)cos(mt) 

f('l,B,t) = f('l,B)cos(mt) 
[5] 

La coque etant axisymetrique, ces inconnues sont decomposees en series de 
Fourier [KAL 64]: 

M-l {cos(mB)} 
{u(,,B,m)}= L {um(ry,m)} . ( ) 

m~o sm mB 

M-l {cos(mB)} 
{!(,,B,m)}= ~ {!m('l,m)} sin(mB) 

[6] 

Nous choisissons comme variables d'etat pour le mode m les coefficients de 
Fourier des variables qui interviennent dans les conditions aux limites sur le cote 
d'abscisse 77 = Cte. Ces coefficients sont regroupes dans le vecteur d'etat 

{ym('l,m)Y = {wm,Utpn,ulm,fi'I"',Qm,N?m'Tm,Mtpn} 

ou T et Q sont les classiques efforts equivalents de Kirchhoff de finis par : 

[7.a] [7.b] 

Dans le cas des coques axisymetriques, le decouplage des harmoniques de 
Fourier permet de reduire par elimination le systeme d' equations [I] a [7] a M 
systemes Iineaires differentiels homogenes de Ia forme [LES 98] : 

[8] 

ou les termes non nuls de Ia matrice [A)77,m)] sont donnes en annexe 2. 
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2.3. Construction d'une matrice de transfert dynamique 

17 et 77' etant deux abscisses curvilignes quelconques d'une generatrice de Ia 

coque etudiee, no us definissons une matrice [Tm ( 17 ~ 17', w)], dite matrice de 

transfert dynamique, permettant le calcul du vecteur d'etat {y m (17' 'w)} a partir du 

vecteur d'etat {ym(T/,m)} : 

[9] 

Nous noterons [Tm (17, w)] Ia matrice telle que : 

[I 0] 

No us avons immediatement : [Tm (0, w)] = [1] : matrice identite. La dimension de 

[Tm(T/,w)] depend evidemment de Ia dimension du vecteur d'etat {ym(17,w)} liee a 
Ia theorie de coque choisie. 

La relation [I 0] utili see dans [8] conduit a : 

[ 11] 

ou encore 

[ 12] 

La matrice de transfert dynamique [Tm (17, w)] satisfait done I' equation 

differentielle lineaire [8] parametree par w et definie par Ia matrice [Am(T/,w)]. 

Pour determiner cette matrice de transfert dynamique, nous allons resoudre 
l'equation [12]. Les conditions aux limites necessaires a Ia resolution d'une telle 

equation s'expriment par: [Tm(O,w)]=(I]. La solution du systeme [12], equation 

differentielle du premier ordre, est alors donnee par [FRA 89] : 
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avec 
~ 

[A)q,w)]= j[Am(x,B)]dx [13) 

oil Ia matrice differentielle [Am (17, w )] tient compte des variations de [Am (q,w )] le 
long de Ia generatrice de Ia coque (sib n'est pas constant, par exemple). 

Differentes methodes de calcul de cette expression sont envisageables ; l'une 
d'entre elles consiste a utiliser les valeurs propres et les vecteurs propres de 

[Am(q,w)]. Si [Am(q,w)] possede 8 valeurs propres A.,(q,w) distinctes, [Am(q,w)] 
est diagonalisable et il existe 8 vecteurs propres, vecteurs colonnes d'une matrice 
[Q(q, w)] tels que : 

[
eAI{~.w) 

[Tm(q,w)]= e[Am<~.w>] = [Q(q,w)] 

0 

0 

[ 14] 

Remarquons que meme lorsque Ia matrice (Am (17, w)] est reelle, Ies valeurs 

propres sont a rechercher dans C . Dans ce cas, Ies valeurs propres complexes sont 
deux a deux conjuguees. Le calcul de Ia matrice de transfert dynamique (Tm(q,w)] 
se ramene done a Ia recherche dans C des valeurs propres et vecteurs propres de Ia 

matrice differentielle [Am (w)]. C'est cette recherche qui est rea Iisee de fa9on 

numerique, l'excellente precision des valeurs obtenues par un algorithme QR et une 
iteration inverse permettent Ia construction d'une matrice de transfert dynamique 
« exacte ». 

Pour calculer Ia matrice de raideur dynamique, il sera utile de definir une matrice 
de transfert particuliere denommee par Ia suite [rm (w)]. Cette matrice est fonction 

de Ia pulsation w et est definie par : 

L designant, rappelons le, Ia longueur d'une generatrice de Ia coque axisymetrique. 



L'expression [14] s'ecrit a1ors: 

[

e..!l(w) 

[rm (m)]= e[A.,<wl] = [Q(m)] 

0 

I. 

avec [Am (m }) = f[Am (71, () }] d77 
0 
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0 l[Q(m)]-1 
..!B(w) 

e 

[16] 

2.4. Construction de Ia matrice de raideur dynamique 

Le passage de Ia matrice de transfert en L a Ia matrice de raideur dynamique est 
d'un point de vue theorique relativement simple. II s'agit d'une part d'ecrire les 
relations liant torseurs des efforts internes aux extremites {Fm (0), Fm (L)} et torseurs 

des efforts exterieurs en ces memes extremites notes {Fmw (0), Fmext (L)}. D'autre 

part, il suffit de decomposer Ia matrice de transfert en 4 blocs ainsi que les vecteurs 
d'etat en 77 = 0 et 77 = L . 

Si l'on retient comme definition des efforts internes, !'action de Ia partie a 
parcourir sur Ia partie parcourue, nous avons : 

[17] 

[rm(m)] est decomposee en 4 blocs: 

[18] 

Si nous posons {umf' = {wm,u,.,u!hr,prpn} et {Fmf' = {Qm,Nqm'Tm,M,.}, les 

vecteurs d'etats associes aux deux extremites de Ia coque s'ecrivent : 

et [19] 
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et !'equation [ 15] devient : 

[20) 

La matrice de raideur dynamique [Dm (w)] est alors obtenue par manipulation 

matricielle, dans le cas ou [7; 2 (w)] est inversible: 

[21] 

La symetrie de Ia matrice de raideur dynamique [PAS 89) permet d'obtenir une 
expression plus simple du point de vue de sa mise en reuvre numerique ; on a : 

[22] 

Nous avons obtenu Ia matrice de raideur dynamique qui caracterise un 
element continu de coque axisymetrique. L'assemblage de differents elements 
(cylindres, troncs de cones, etc.) se traduit numeriquement par un assemblage 
classique (de type elements fmis) des matrices de raideur dynamique 
correspondantes. La matrice globale ainsi obtenue est ensuite utilisee dans Ia 
resolution harmonique par harmonique du systeme [I] ; les solutions generales en 
deplacements sont alors recomposees a partir des equations [6]. 
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2.5. Validation de l'eliment developpe 

2.5.1. Etude d'un cy/indre de 6 m de long 

Le premier exemple d'application 
conceme l'etude dynamique d'une 
tuyauterie vapeur constituee d'un tube en 
acier de 6m de long (fig.2). La tuyauterie 
est suspendue « basse frequence » par des 
elingues tubulaires en Nylon positionnees 
aux extremites. Ceci est equivalent, pour 
le calcul, a des conditions de deplacement 
libre - libre. L'extremite du tube est 
soumise a une force harmonique radiale 
afin d'exciter les modes de flexion et 
d'ovalisation du tube. Figure 2. Tuyauterie vapeur 

Dans le tableau 1, les valeurs des frequences aux pies de resonance obtenues lors 
d'un essai experimental sont comparees aux valeurs obtenues par element continu, 
par elements finis de coques axisymetriques et par elements finis de coques minces 
classiques. La forme des modes est entierement decrite par le nombre d'ondes 

axiales N oa et le nombre d' ondes circonferentielles N oc . 

N° de Noa I Noc Essai 1 element 400 E.F. axis. 8000 E.F. 
frequence (hz) continu (hz) (hz) coques (hz) 

7 I I 0 41.8 42.1 41.9 42.0 
9 210 113.1 113.4 113.3 113.5 
11 310 215.9 216.1 216.4 216.5 
15 410 344.8 344.5 346.0 344.5 
17 510 495.8 494.9 497.5 497.5 
19 1 I 2 659 620.1 621.6 625.5 
21 2/2 662 622.2 623.5 626.5 
23 3/2 668 626.3 627.2 630.0 
25 412 671 633.9 633.5 636.0 
27 512 685 646.4 644.9 646.0 
29 610 692 661.0 666.5 666.0 
31 1/ 3 706 665.7 663.3 663.5 
33 2/3 712 693.6 690.6 689.0 
35 3/3 741 731.6 728.4 725.5 

L = 5,97m, b = 0.116m, h = /2.5mm, E = 2.1 x 1011 Pa, v = 0.3, p = 7800kg/m 3 

Tableau I. Modes de flexion et d'ovalisation de Ia tuyauterie 
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Figure 3a. Reponses harmoniques ~ du cylindre: elements continus- essai 

Figure 3b. Reponses harmoniques ~: elements continus- elements finis 

Sur Ia figure 3a ou sont comparees les courbes d'inertance experimentale et 
element continu, nous notons une bonne concordance sur Ies cinq premiers modes 
de flexion. Ensuite, les ecarts relatifs aux modes d'ovalisation (6%) sont sans doute 
dus au fait que le tube teste n'est pas parfaitement circulaire sur toute sa longueur. 
Par contre, nous remarquons sur Ia figure 3b que l'ecart par rapport aux elements 
finis de coques axisymetriques est inferieur a I%. 

2.5.2. Etude d'un assemblage cone- cy/indre 

Considerons maintenant !'assemblage libre - libre d'un element cylindrique et 
d'un element tronconique dont Ies caracteristiques sont les suivantes : 

Cylindre 
L =O.lm 
b=0.4m 
h=2mm 

Cone 
H =O.lm 
b=0.4m 
h = 2mm , ¢J = 60° 

Materiau 

E = 2.1 x I 011 N/m 2 

v=0.3 

p = 7800 kg/m 3 



L'extremite libre de Ia partie 
cylindrique est soumise a une force 
harmonique radiale (fig.4) afin 
d'exciter les modes d'ovalisation de 
Ia structure. Apres assemblage des 
matrices de raideur dynamique du 
cylindre et du tronc de cone, le 
deplacement radial au point 
d'excitation, calcule frequence a 
frequence, permet de construire Ia 
courbe de tlexibilite du systeme. 
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L H 

b 

····················· ··········· ·············-···········4············ 

Figure 4. Assemblage cone- cylindre 

Le tableau 2 presente une comparaison des valeurs des frequences aux pies de 
resonance obtenues d'une part par les 2 elements continus assembles et d'autre part 
par un calcul modal elements finis. Tous les modes associes sont des modes 
d'ovalisation. Les courbes de tlexibilite associees sont presentees sur Ia figure 5. 

N° de 400 E.F. 2 elements N° de 400 E.F. 2 elements 
frequence axis (hz) continus (hz) frequence axis (hz) continus (hz) 

I 18.5 19.0 15 159.0 158.5 
3 27.5 29.0 17 179.0 180.5 
5 50.5 51.0 19 210.0 206.0 
7 69.0 73.0 21 228.0 229.5 
9 90.0 91.0 23 271.0 269.5 
II 113.5 115.0 25 281.0 282.0 
13 133.5 134.5 27 340.0 339.5 

Tableau 2. Comparaison E. C.- E.F. des valeurs desfrequences propres 

Figure 5. Courbes de jlexibilite iF de I 'assemblage cone- cy/indre 
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3. Element continu de coude (tuyau cintre) 

3.1. Geometrie et equations de base 

Pour traiter des applications industrielles de type tuyauteries planes, nous 
developpons dans un second temps un element continu de coque mince 
tridimensionnel de type coude (tuyau cintre). 

Nous appelons coude ou tuyau 
cintre une surface engendree par une 
section droite circulaire dont le centre 
se deplace suivant un cercle plan (C) 
(fig.6). Nous nous pla~ons encore dans 
le cadre de !'etude des coques minces 
en petits deplacements et nous 
developpons Ia theorie de Love
Kirchhoff. Le materiau qui constitue 
le coude est elastique, homogene et 
isotrope. 

Figure 6. Coude 

Ceci etant, les relations d'elasticite restent identiques aux equations [4) et les 
equations qui gouvement le comportement dynamique de Ia surface moyenne du 
coude s'ecrivent [KAL 73] : 

Equations de deformations : 

1 t:mll w 
[23.a] 

av uq cosB 
[23.e] E =--+- f3 =---11 boB b q ar, r 

t:mq u11 sinB wcosB 
[23.b] 

1 o/311 [23. fJ E =--+ K ----q ar, r r ~~-boB 

1 roq roo uq sinB 
[23.c] 

ofiq [30 sinB 
[23.g] Yqo =boB + 07] - K =--+ 

r q 07] r 

Uo I av 
[23.d] 

ofi o 1 ofi q fiq sin B 
[23.h] fio=b-boB r=--+----ar, b oB r 
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Equations du mouvement : 

I iJN 9 OJ~ N 9 sinB N~sinB Q9 o2 u9 --+-+ ---- +--ph--=0 
b oB Or, r r b it 2 

iJN ~ I OJ9 2 T~ sin B 
--+--+ --'---
ar, boB r 

I iJU ~ iJM ~ 2 U ~ sin B 
---+--+ -Q =0 
boB Or, r ~ 

OU~ I t3M9 M9 sinO M~ sinO 
--+---+ - -Qe =0 

Or, b i}() r r 

[24.a] 

[24.b] 

[24.c] 

[24.d] 

[24.e] 

Une fois les variables d'espace et de temps separees (Eqs. [5]), Ies equations de 
comportement du coude [23], [24] et [4] se reduisent a un systeme d'equations 
differentielles de Ia forme [LES 98] : 

[25] 

ou Ies termes non nuls de Ia matrice [A{B,w)) sont donnes en annexe 3. 

Dans le vecteur d'etat {y(TJ, B, w }} sont regroupees les 8 variables qui 

interviennent dans les conditions aux limites sur le cote d'abscisse 7J = Cte: 

avec [27.a] et 
I ou~ 

Q=Q +-
~ b i}() 

(26] 

[27.b] 

La technique developpee pour le coude differe un peu de celle utilisee pour 
!'element axisymetrique dans Ia mesure ou cette fois-ci, il n'est plus possible de 
separer les harmoniques de Fourier et de resoudre Ie systeme (25] harmonique par 
harmonique. 
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3.2. Construction de Ia matrice de raideur dynamique 

Si l'on considere un ensemble de 
M points pivots repartis sur chaque 
frontiere du coude (fig.7), Ia 
decomposition en series de Fourier 
des variables d'etat associees aux M 
points (Eqs [6]) s'ecrit sous Ia forme 
matricielle suivante : 

(~) 
~ ~ 
~· 

Figure 7. Discnitisation des frontieres 

{r(77, o, w )} = [s(o )]{a(,, w )} [28) 

oil le vecteur {Y}, de taille 8 x M , contient les efforts et les deplacements associes 

aux M points pivots et oil le vecteur {a} contient )'ensemble des coefficients de 

Fourier pour les M harmoniques considerees. D'autre part, le systeme differentiel 
[25] s'ecrit pour )'ensemble des points pivots: 

[29] 

L'introduction de l'expression [28) dans le systeme [29] conduit, apres 
integration en 0 des variables d'etat, au systeme suivant: 

avec lAJ= [s]-' [A][s] [30] 

systeme qui nous permet de construire Ia matrice de transfert [r(w )] comme 

precedemment, c'est-a-dire apres calcul des valeurs et vecteurs propres de lA(w )j : 

[r{w )]= e[.4!wl] [31] 

puis Ia matrice de raideur dynamique [D(w )] a )'aide de )'expression [22], matrice 

qui caracterise )'element continu de coude. 
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3.3. Validation de /'e!ement developpe 

3.3.1. Etude d'un coude a 45° 

Nous considerons dans cet exemple un element de coude dont les 
caracteristiques geometriques sont les suivantes: rjJ = 45° , b = 0.3m , h = 3mm , 

a= Im . Les caracteristiques de l'acier qui le constitue sont les suivantes : 

E = 2.07 xI 011 N/m 2 , v = 0.3 et p = 7770 kg/m 3 • Ce coude, dont Ies deux 

extremites sont libres, est soumis a une force harmonique radiale. 

Figure Sa. Flexibilite radiale du coude a 45° en basses frequences. 

Sur le graphique presente en figure Sa sont comparees les courbes de tlexibilite 
radiale obtenues en basses frequences par I'element continu de coude et par un 
modele constitue de 16000 elements finis de coques minces. Le nombre 
d'harmoniques prises en compte dans ce calcul est M = 20. 

Figure 8b. Flexibilite radiale du coude a 45° : etude de convergence en moyennes 
frequences 
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Sur Ia figure 8b, differents modeles elements finis associes a des maillages plus 
ou moins fins sont compares en moyennes frequences a Ia solution obtenue par 
element continu. Nous remarquons Ia lente convergence des courbes obtenues par 
elements finis vers Ia courbe obtenue par element continu. Sachant qu'il faut 
modeliser ce coude a 45° avec au moins 16000 elements finis de coques minces pour 
obtenir une precision egale a celle obtenue par un seul element continu, on imagine 
le nombre d'elements finis qu'il faudrait pour etudier une tuyauterie complete avec 
Ia meme precision ! 

3.3.2. Etude d'un assemblage coude- cylindre 

L'assemblage etudie est constitue d'un element de coude et d'un element 
cylindrique. L'extremite de l'element cylindrique est excitee par une force 
harmonique radiale. Les caracteristiques de l'assemblage, dont Ies deux extremites 
sont libres, sont Ies suivantes : 

Cylindre Coude Materiau 

L =0.2m a=1m E = 2.07x 1011 N/m 2 

b=0.4m b=0.4m v =0.3 

h = 2mrn h = 2mm , rjJ = 11,5° p = 7770 kg/m 3 

Figure 9. Courbes dejlexibilite E.F.- E. C. de /'assemblage coude- cylindre 

Sur Ia figure 9 sont comparees les courbes de reponse radiale obtenues par 
elements continus ( M = 20 ) et par un modele compose de 8000 elements finis de 
coques minces. Les courbes concordent bien dans toute Ia plage de frequences 
etudiees. 
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4. Conclusion 

Nous avons presente dans cet article, en analyse dynamique, un nouveau type 
d'element appele element continu, base sur les solutions quasi-exactes des equations 
du mouvement. Cet element est en fait Ia matrice de raideur dynamique d'une sous
structure, matrice dont les coefficients sont fonctions de Ia frequence. Nous avons 
applique cette methode a !'analyse de Ia reponse harmonique d'une structure coque 
axisymetrique non amortie. Pour cela, nous avons developpe un element continu de 
coque mince axisymetrique en construisant numeriquement sa matrice de raideur 
dynamique. Les courbes de reponse obtenues par une resolution directe frequence a 
frequence ont ete comparees a des resultats obtenus par elements finis. Nous 
montrons que Ia methode permet de s'affranchir des problemes de finesse de 
maillage. Son domaine d'application peut alors etre etendu aux frequences elevees. 
L'assemblage de plusieurs elements (cylindres, troncs de cones) a ete valide par 
comparaison a des resultats experimentaux et elements finis. 

Pour traiter des applications industrielles de type tuyauteries planes, nous avons 
developpe un deuxieme element continu de coque mince de type coude (tuyau 
cintre). Les courbes de reponse obtenues par elements continus et par elements finis 
concordent bien. En moyennes frequences, nous mettons meme en evidence, pour 
des densites de maillage elevees, Ia convergence des resultats elements finis vers Ia 
solution element continu. L'assemblage d'elements cylindriques et coudes, 
egalement valide par comparaison a des resultats elements finis, permet d'envisager 
l'etude d'une tuyauterie complete (sans bride ni piquage). 

Plus generalement, nous avons montre que ces elements continus de coque 
constituent une methode efficace pour Ia prevision du comportement dynamique de 
structures axisymetriques et de tuyauteries planes. L'interet de son utilisation reside 
dans les points suivants : 

- une discretisation reduite a son minimum, 

-des comparaisons calculs/mesures facilitees par !'obtention directe de courbes 
de reponse et par une approche calcul tres similaire a !'approche mesure, 

- Ia possibilite d'introduire dans le calcul des caracteristiques materiau et 
d'amortissement fonctions de Ia frequence, 

- un domaine d'application etendu aux frequences elevees, 
- une precision des resultats quasi-parfaite, 
- des temps de calculs reduits. 

Les perspectives d'amelioration de ces travaux concement : 

- Ia prise en compte du cisaillement dans l'epaisseur de Ia coque afin d'analyser 
des modeles orthotropes, 

- !'adaptation de l'algorithme de Williams et Wittricks [WIL 70] pour calculer 
directement les modes propres de Ia structure, 

-I' etude de Ia prise en compte dans le modele d'un fluide interne ou exteme. 
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Annexe 1 : Notations 

s 
p 

: surface moyenne de Ia coque 

: un point quelconque de S 

17, B, t; : coordonnees curvilignes 

u~, u9 , w: deplacements de P 

fJ ~, fJ 9 : rotations de Ia normale a S 

a : rayon de cintrage du coude 

h 

b 

L 

: epaisseur de Ia coque 

: rayon moyen de Ia coque 

: longueur d'une generatrice 

R¢, R9 : rayons de courbure 

1/J : angle decrit par Ia normale a Ia 

surface moyenne et I' axe de re
volution pour une coque axisy
metrique ou angle d'ouverture pour 
un coude 

E : module d'Young 

v : coefficient de Poisson 

p : masse volumique 

cr ~, cr 9 , r , 9 : contraintes 

e,,&9 ,y ,9 : deformations de membranes 

K ~, K 9 , r : deformations flexionnelles 

N,, N 0 : efforts axial et tangentiel 

T, , T0 : efforts de cisaillement 

Q,, Q0 : efforts tranchants 

M,, M 0 : moments de flexion 

U ~, U 0 : moments de torsion 

T,Q : efforts de Kirchhoff 

m : no d'harmonique de Fourier 

M: nombre d'harmoniques considerees 

w :pulsation 

y : acceleration radiale 

{y(w)} : vecteur d'etat 

[A(w )] : operateur ditrerentiel 

A.; : valeurs propres de [A(w )] 

[Q(w )] : matrice modale de [A(w )] 

[s(o )] : fonctions de forme 

[r(w)] : matrice de transfert 

[D(w )] : matrice de raideur dynamique 



294 Revue Europeenne des Elements Finis. Volume 8- n° 3/1999 

Annexe 2. Coefficients non nuls de I 'operateur differentie/ [AJ77, w )] pour une coque 

axisymetrique 

Remarque: Ia partie haute les signes ± et + rencontres ci-dessous s'applique 
lors d'un calcul symetrique, Ia partie basse lors d'un calcul antisymetrique. 

Lignes 1 et 2 

I v 
a12 =-, a 14 =-1, a21 =-L3, a22 =-cos~ 

R9 b 

_ Wl I 
a23 = +-' a26 = -

b K 

-L D m . 2"' 
all = + 4 -)sm ., 

Kb 

Ligne4 
vm 2 _ vm . 

a41 = --2-, a4J =+-2 sm~ 
b b 

v I 
, a 44 =-COS~, a 48 =-

b D 

Ligne 5 
l-v 2 1-v I-v 2 

a51 =D--4-m4 +2L4D-4-cos
2 ~m 2 +K--2 -sin

2 ~-phw 2 

b b b 

I-v 2 ( ) a 54 = -D-
3
-m cos~ I+ v + 2L4 

b 

Ligne 6 
l-v 2 

• 1-v 2 
a61 = -K--

2
-sm 2~ + L2 L4D-3-cos~ m 

2b b 
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2 1-v 2 ( Dsin
2
¢JI-v

2 
2 2 a13 = L1 L4D--

2 
cos ¢ + K + 

2 
--

2
-m - phw 

2b b b 

[ 
1- v 1- v

2 
• ] WI a74 =± L 1L 4D-

2
-cos¢m-D--

3
-sm2¢m ,a76 =-

b ~ b 

2cos¢ D sin 2¢ WI • 
an = --- LJL4 ---2-, a7s = ± -2 sm ¢ 

b K 2b b 

[ 
l-v

2 
1-v ] a83 = ± D--

3
-sin 2¢ m- L1L4D-

2
-cos¢ m 

2b b 

1- v2 
2 1- v 2 -

a 84 = D--
2 
-cos ¢ + 2L4D-

2
-m , a 85 =I, a 87 = + 

b b 
1-v 

a88 =--cos¢ 
b 

avec L2 = L2 (¢) = _I + sin ¢ 
R, b 

L4 = L4(¢)= I. 

1 + D sm
2 

¢ 
K b2 
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Annexe 3. Coefficients non nu/s de /'operateur difjerentie/ [A(w,O )] pour /e coude 

Dans !'expression de Ia matrice [A(w,O )] presentee en derniere page de cette 

annexe, nous avons note adkl les coefficients multiplicateurs des derivees kieme en 0 

des variables fondamentales ; les expressions analytiques de ces coefficients sont 
donnees ci-dessous. 

Ligne 1 
cosO 

al2 =---, al4 =-l 
r 

Ligne 2 
v cosO sin 0 , v l 

a21=--;;+-r-, a2J=--r-, a21=-b, a26= K 

Ligne4 
, l sinO 

a41 =---
b r 

11 v l sinO , v l 
a 41 =-2 'a4J =----, a4J =--2' a4s =-

b b r b D 

Ligne 5 

-K l-v
2 

,_ 2 II -Dl-v
2 

cosO .. 
51 

= 2Dl-v
2 

sinO 
a 51 - ~-pr~w ' a 51 - ----;;--r-' a bJ r 

(4 ) Dl-v
2 

a' =Kl-v
2 
-Dl-v

2 
cosO 11 __ 2Dl-v

2 
sinO 

a51 = ~, 53 b2 b3 r , a 53 - b3 r 

... _ Dl-v 2 _v cosO _l-vcosO , l-2vsin0 
a5J -- 7""' a56 --;;--r-, a5s __ b ___ r_ a5s=-b--r-

II V a =--
ss b2 
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Ligne 7 

_ K I - v 2 sin 0 I - v 2 I - v 2 sin 0 .. I - v 2 
G11-- ----,a'11=-K--, a"11=D----, a11 =D--

b2 r b2 b3 r b4 

a = -pho/ a' = -(K +!!_)_!.(I- v2 )sin ° a" = -(K +!!_)_I (1- v2) 
73 • 73 b2 b r • 73 b2 b2 

( ) 
sin 0 , v I - v sin 0 , v 

a16 = 1-v --, a16=--, a1s =----, a7s=--2 r b b r b 

avec comme variables intermediaires : 

L = L (B)= cosO _ _!. L = L (B)= 2 cos(2B) 2b sin 0 sin(2B) 
1 1 r b • 2 2 ,2 r ,2 

L =L (o)-_sinB(I+bcosB) L -L (B)-cosO -bsin
2

0 
3 3 - r r • s- 3 - r ,2 
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