
Developpement d'un nouvel element 
hexaedrique simple base sur le modele 
en deformation pour I' etude des plaques 
minces et epaisses 

Mohamed Tabar Belarbi* - Abdelhamid Charif** 

* Institut de Genie Civil 
Universite de Biskra 
B.P 145 
07000 Algerie 

* * Departement de Genie Civil 
Universite de Batna 
05000 Algerie 

RESUME. Afin d'iviter l'utilisation des iliments tridimensionnels (hexaidriques et 
prismatiques) d'ordre ilevi pour l'itude de laflexion des plaques, nous proposons dans cet 
article le diveloppement d'un nouvel element hexaidrique simple a huit nreuds et trois degris 
de Iiberti par nreud ( U, V et W) basi sur le modele en deformation. Cet element est 
numiriquement plus performant que le modele de deplacement. Sa precision est evaluee a 
travers une serie de cas-tests standards ou non-standards relatifs aux problemes de plaques 
minces et epaisses. 

ABSTRACT. In order to avoid using three-dimensional elements (hexaedric and prismatic) of 
higher order for the study of plate bending, a new hexaedric simple element with eight 
nodes, three degrees of freedom per node (U, V and W) based on the strain model, has been 
developed. This element is numerically more efficient than the displacement model. Its 
precision is assessed through a series of test-cases relative to thin and thick plate problems. 
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1. Introduction 

De nombreuses etudes tant theoriques que numenques, ont ete consacrees a 
!'etude de Ia flexion des plaques. Sans revenir sur les formulations theoriques dites 
maintenant classiques de Love, Kirchhoff, Reissner, Hencky, Uflyand et Mindlin, 
nous notons toutefois que d'un point de vue numerique, de nombreux elements bases 
sur Ia theorie de Love-Kirchhoff ont ete developpes avec eventuellement Ia prise en 
compte des effets de membrane. Ces elements de plaque sont generalement bases sur 
des hypotheses cinematiques et sont limites aux plaques minces. D'autres elements 
bases sur les hypotheses de type Mindlin ont ete developpes permettant ainsi de 
traiter les plaques epaisses. Par ailleurs, certains auteurs utilisent des elements 
tridimensionnels (avec maintien des constantes tridimensionnelles), citons par 
exemple Ia brique a vingt nreuds B20 ([ZIE 77], [GAL 76]) et les briques sans 
nreuds intermediaires suivant leurs epaisseur pour le calcul des plaques et coques 
epaisses. D'apres ces auteurs les elements tridimensionnels fournissent de bons 
resultats dans ce dernier cas, mais toutefois ceux-ci ne s'approchent pas des solutions 
connues pour les plaques minces. Ces chercheurs expliquent cela par le fait que le 
mode de representation de l'energie de deformation a une rigidite excessive. 
D'autres auteurs [ACH 78] ont formule une serie d'elements tridimensionnels 
isoparametriques compatibles a nombre de nreuds et formes variables (B 16, B24, 
Pl2, PIS), sans nreuds intermediaires suivant l'epaisseur en introduisant une 
methode qui est d'ailleurs sous-jacente dans !'element d' Ahmad [AHM 70]. Cette 
methode consiste a modifier les constantes de rigidite de fa~on a representee de plus 
pres le comportement reel des plaques et coques, qu'elles soient minces ou epaisses. 
La modification a pour effet d'assouplir les matrices de rigidite elementaires. 
L'inconvenient majeur dans !'utilisation de ces types d'elements d'ordre superieur 
est le coOt eleve en raison du grand nombre de points d'integration numerique 
necessaires a I' evaluation exacte des matrices elementaires. Les calculs deviennent 
encore plus couteux lorsque !'on traite des problemes non lineaires. 

Les avantages des elements finis a modele en deformation, par rapport aux 
elements classiques (modele en deplacement), ont ete illustres sur plusieurs elements 
bi-dimensionnels ([ASH 71], [SAB 83], [SAB 86] et [BEL 98]). Dans cet article un 
nouvel element hexaedrique simple a huit nreuds base sur le modele en deformation 
nomme SBHS (Strain Based Hexaedrom 8-node) est propose pour enrichir Ia 
bibliotheque des elements finis existants. Ce dernier est destine au calcul des plaques 
minces et epaisses en flexion. Nous avons utilise !'element tel qu'il est ou en 
modifiant Ia loi de comportement par !'introduction des constantes de contraintes 
planes et un coefficient correctif du cisaillement transversal note K. 

2. A vantage du modele en deformation 

L'interpolation directe sur les deformations permet d'avoir une meilleure 
precision sur ces grandeurs et sur les contraintes et les deplacements (obtenus par 
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integration) ; contrairement a Ia formulation classique ou Ies deformations sont 
obtenues par derivation du champ adopte pour les deplacements. Les avantages des 
elements a modele en deformation sont ([BEL 98]) : 

- Satisfaction plus facile des deux principaux criteres de convergence lies 
directement aux deformations (mode de deformation constante et mode de corps 
rigide). 

- Decouplage plus facile des differentes composantes des deformations (un 
champ de deplacements decouples engendre des deformations couplees). 

- Possibilite d'enrichir le champ des deplacements par des termes d'ordre eleve 
sans !'introduction de m~uds intermediaires (permettant ainsi de traiter le fameux 
probleme de verrouillage ("locking")). 

3. Formulation variationnelle de l'elt!ment SBHS 

3.1 Champ de deplacement 

Pour une theorie lineaire ou les deformations unitaires sont faibles, il existe six 
composantes de deformation intervenant en analyse completement 
tridimensionnelle : 

Exx = U,x 
Eyy = V.y 
Czz = W,z 

Yxy= U.y+ Y,x 
Yyz = V,z + W.y 
Yxz= W,x + U,z 

} 
U, Vet W: sont les deplacements suivant X, Yet Z respectivement. 

[I] 

Les equations [I] doivent representer Ia condition du mouvement de corps rigide 
(MCR). Done on peut ecrire que: 

E;;: 0 } 
Yii- 0 

L'integration de [2] permet d'obtenir une solution particuliere : 

U = a, + lLt y + ll(; z 
V = a2 - lLt x - as z 
W = a3 + as y - ll(; x 

} 

[2] 

[3] 

Les equations [3] representent le champ de deplacement correspondant au 
mouvement du corps rigide (MCR). 
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Le present element est un hexaedre a huit nreuds avec trois degres de liberte (ddl) 
par nreud (figure 1 ). Done, le champ de deplacement doit contenir vingt quatre 
constantes independantes. Six d'entre elles (a1 , a2 , ... ll6) sont deja utilisees pour 
representer Ie MCR, il en reste done dix huit (a7, a8 , .•. a24) pour representer de fa11on 
approximative Ia deformation dans !'element, tout en verifiant les six equations de 
compatibilite (4]: 

Eij.ij = Eii.jj + E jj,ii } 

2Ekk .. = (Eki · +Ek· ·-E .. k) ,IJ ,J j.l IJ, 
·k 

Figure 1. Geometrie de /'element SBHB 

Soit: 
Exx = a7 +as y + a9 z + aw yz 
Eyy= a11 + a1z x + a13 z + a14 xz 
Ezz= a15 + a16 x +any+ a1s xy 
Yyz= a19+azoX 
Yxz= a21 + a22 y 
Yxy= az3+a24z 

(4] 

[5] 

Comme on peut le constater, le decouplage des differentes composantes du vecteur 
de deformation, peut etre facilement assure, ce qui n'est pas le cas si on adopte le 
modele de deplacement. 

En substituant [5] dans [ 1 ], et apres integration nous obtenons : 

U = a7 x + as xy + a9 xz + aw xyz - 0.5 a12 y2- 0.5 a14 y
2z - 0.5 a16 z

2 

- 0.5 a18 yz2 + 0.5 a21 z + 0.5 a23 y + a24 yz 
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V = -0.5 a8 x
2 - 0.5 a10 x

2 z + a11 y + a12 xy + a13 yz + a14 xyz - 0.5 a17 z
2 

- 0.5 a18 xz2 + 0.5 a19 z + a2o xz + 0.5 a23 x [6] 

W =- 0.5 a9 x
2 - 0.5 aw x2 y- 0.5 a13l -0.5 a14 xy

2 
+ a15 z+ a16 xz 

+ a17 yz + a18 xyz + 0.5 a19 y + 0.5 a21 x + a22 xy 

Le champ de deplacement final sera obtenu par superposition de [3) et [6] : 

U = a1 + ~ y + ~ z + a7 x+ as xy + a9 xz + aw xyz - 0.5 a12l 
2 2 2 0 5 - 0.5 a14 y z - 0.5 a16 z - 0.5 a1s yz + . a21 z + 0.5 a23 y + a24 yz 

V = a2 - ~ x - a5 z- 0.5 a8 x
2 - 0.5 a10 x

2 z + a11 y + a12 xy + a13 yz 
+ a14 xyz- 0.5 a17 z

2 - 0.5 a18 xz2 + 0.5 a19 z + a2o xz + 0.5 a23 x [7] 

2 2 0 2 2 W = a3 + a5 y - a6 x - 0.5 a9 x - 0.5 a10 x y - .5 a13 y - 0.5 a14 xy 
+ a15 z + a16 xz + a11 yz + a1s xyz+ 0.5 a19 y + 0.5 a21 x + a22 xy 

Nous remarquons ici, que les fonctions de deplacement finales contiennent des 
termes quadratiques permettant ainsi le changement de courbure. 

3.2 Evaluation automatique de Ia matrice [ K0 ] 

L'evaluation de Ia matrice de rigidite elementaire se resume a !'evaluation de 
!'expression suivante: 

[8a] 
Avec: 

[Kol = ffnBf[nJBJdx.dy.dz [8b] 
v 

La construction de Ia matrice [A] est decrite en annexe 1. 

Etant donne que [A] et son inverse peuvent etre evaluees numeriquement, on 
realise alors que !'evaluation de l'integrale [8b] devient Ia cle du probleme. 

Pour certains elements, une trop grande distorsion peut conduire a des resultats 
numeriques faux en particulier dans le calcul du jacobien. Nous avons formule pour 
cela une expression generate, facile a mettre en reuvre sur ordinateur, permettant 
d'evaluer de fa~on automatique Ia matrice [Ko] que! que soit le degre du polynome 
[7]. 

En general, on a a calculer des integrates triples de Ia forme : 
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l=[Ko]= fJJc.xayilz 1 .dx.dy.dz 
v 

C : constante 

z 

y 

0~----------------~~x 

La forme generate de !'expression [9a] est (pour z = constante): 
3 

I= ~)P 
P;l 

[9a] 

[9b] 

c il+l ii+2 1 ( X ) 
I = ____ z_ "" __ C(k) k-1 b a+2-k _ k-1 b a+2-k k+a _ k+a [9 ] 

p A • - ·L.. '. an . n am . m Xn Xm c 
a+l a+l k;1k+a 

La demonstration est donnee en annexe 2. 

3.3 Caracteristiques mecaniques du materiau 

En elasticite tridimensionnelle, Ia matrice reliant les contraintes aux deformations 
s'ecrit pour les plaques homogenes et isotropes: 

3.3.1 Matrice avec constantes tridimensionnelles (non modifie) 

A+2G A A 0 0 0 

A.+2G A 0 0 0 

(D]= 
A+2G 0 0 0 

G 0 0 
[lOa] 

Symetrique 
G 0 

G 

A= v.E . G = E 
(1-2v).(l+v)' 2(1+v) 

[lOb] 
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3.3.2 Matrice sans constantes tridimensionnelles (modifie) 

La matrice [I 0] est modifiee (materiau fictif) en introduisant les constantes de 
contraintes planes et un coefficient correctif de cisaillement transversal note K, 
propose par divers auteurs ([REI 45], [MIN 51] et [MIN 66]). 
soit: 

K= n2112 en theorie de Uflyand-Hencky-Mindlin 
K= 51 6 en theorie de Reissner 

d'ou: 

v 0 0 0 0 

0 0 0 0 

[D)= D1 
Dz 0 0 0 

D3 0 0 
[II a] 

Symetrique KD 3 0 

KD 3 

E Dz = (l-v)2 D _ (1-.v) 
DI=R ' 3-

l-v 2 (1-2v) 2 
[II b] 

3.4 Objectifs 

Notre objectif consiste a etudier Jes plaques minces et epaisses par un element 
fini tridimensionnel simple modifie (SBHS). 

L' etude a porte sur trois points : 

- Le premier, Ie plus fondamental, avait pour objet de montrer l'effet des 
constantes de contraintes planes numeriquement. 

- Le deuxieme, de montrer I' efficacite du coefficient correctif de cisaillement K. 

- Le troisieme point consistait a comparer le present element SBHS modifie avec 
B8 (modifie lui aussi), avec Ia solution donnee par des methodes analytiques [TIM 
59] et avec d'autres resultats numeriques issus de Ia Iitterature ([POZ 64], [SMI 68], 
[PRY 70], [DES 74], [KAN 82], [WIL 86] et [DER 90]). 

Le champ de deplacement de I' element hexaedrique classique (base sur le modele 
en deplacement) contient le meme nombre de coefficients que SBHS, il sera designe 
par 88, avec : 

U = a1 + az ~ + a3 TJ + <4 t;; + as ~ll + a6 lls + a1 ~t;; + as ~lls } 
V = a9 + aw ~ + an l1 + a1z s +an ~ll + a14 lls + ats ~t;; + a16 ~lls 
W = a11 + a1s ~ + a19 TJ + azo t;; + az1 ~ll + azz lls + az3 ~t;; + a24 ~lls 

Cet element (B8) appartenant a Ia meme classe fera l'objet d'une 
comparative par Ia suite. 

[12] 

etude 
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3.5 Caracteristiques de /'element SBH8 

L'utilisation de plus en plus croissante des structures ayant un rapport important 
entre les rigidites de flexion et de cisaillement a incite les chercheurs a formuler et 
valider un element qui serait fiable pour tous les types de plaques, minces ou 
epaisses. SBH8 possede les caracteristiques suivantes : 

- Description correcte des modes de corps rigide, 

- Inclusion des modes de deformation constante, 

- Satisfaction du patch test d' ordre superieur ([BAT 90], [T A Y 86]), 

- Evaluation simple et efficace de Ia matrice de rigidite (sans integration 
numerique), 

- Convergence monotone vers Ia solution analytique en raffinant le maillage, 

- Convergence vers Ia solution des plaques minces si l'effet de cisaillement 
transversal est faible. 

4. Performance et precision du present element SBH8 

La precision du present element SBH8 est evaluee a travers une serie de tests 
standards limites a des applications simples mais suffisantes pour montrer l'inten!t 
du modele en deformation. La particularite de ces exemples reside generalement, 
d'une part, dans leurs simplicites geometriques, et d'autre part, dans leurs 
comportements tres varies vis-a-vis du phenomene de blocage en cisaillement 
transversal (CT). Ces deux aspects font de ces exemples des moyens ideaux pour Ia 
validation de nouveaux modeles d'elements finis. 

4.1 Console sous charge concentree 

Nous traitons l'exemple de Ia figure 2. II s'agit d'evaluer le deplacement vertical 
W max a I' extremite libre de Ia console afin de voir I' influence du cisaillement 
transversal introduit discretement sur le comportement de Ia structure. 

Figure 2. Console sous charge concentree. Donnees 

*Donnees: 
E = 1,2 X 106 

v=O 
L= 10 
b =I 
p = 0,1 
h =variable 
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Ce probleme a ete traite par Guenfoud [GUE 93] afin de tester Ia performance de 
!'element DSTM. 

ou: 

DSTM :Discrete Shear Triangle in Marguerre theory (6 ddllnoeud). 

DSTM = CST + Curvature + DST + Drilling rotation. 

DST: element de plaque triangulaire avec respect des equations de plaque epaisse 
sous forme discrete developpe par Batoz et Lardeur [BAT 89]. 

DKTM: Discrete Kirchhoff Triangle in Marguerre theory. 

ANST6 : element triangulaire quadratique a six m~uds base sur !'approche 
proposee par Park et sur !'hypothese cinematique de Hencky-Mindlin. 

La solution theorique de Ia tleche a l'extremite libre de Ia console est donnee par: 

w ~ ;:~: [, + 2~ ( ~ n 
Si h/L « 1 ~ w = ~: (~ r 

Wmax 

Uh I 2 3 4 5 10 100 

DKTM [GEN 93) 
3, 1.10" 2,5.10' 8,4.10' 2,0.10' 3,9.10' 

0,31327 7 6 6 s s -

DSTM [GEN 93) 
5, 1.10' 2,9.10' 9,0.10' 2,0.10' 4,0.10' - 0,31329 7 6 6 s s 

ANST6 [GEN 5,3.10' 3,0.10' 9,6.10' 2,2.10' 4,2.10' 
93] 7 6 6 s s -

B8 modifie 
5,3.10' 3,0.10' 9,2.10' 2. uo· 3,9.10' 2,4.10' 

0,00781 7 6 6 s s 4 

SBH8 modifie 
5,3.10' 3, 1.10' 9,6.10' 2,2.10' 4,3.10' 3,3.10' 

0,33254 7 6 6 s s 4 

Solution exacte 
5,3.10' 3,1.10' 9,6.10' 2,2.10' 4,3.10' 3,3.10' 

0,3333 7 6 6 s s 4 

Tableau 1./nfluence de l'elancement Uh sur Iafleche maximale Wmax (K=516). 

Les resultats du tableau I montrent clairement les avantages que presente le 
modele en deformation par rapport au modele deplacement. En effet une 
modelisation de cette poutre avec dix elements (SBH8) donne quasiment Ia solution 
analytique. 
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Nous pouvons conclure que: 

- L'element SBHS modifie converge vers Ia solution analytique plus rapidement 
que les elements B8, DSTM et DKTM. 

- L'element SBHS modifie se comporte bien, que ce soit en plaques minces ou 
epaisses (aucun phenomene de blocage en CT). 

- L'element B8 standard modifie est tres pauvre dans le cas des plaques minces 
(blocage tres severe en CT). 

- L'element DKTM a une insuffisance dans le cas des plaques epaisses (effet de 
CT negligeable). 

4.2 Flexion d'une plaque ca"ee a deux bords encastres et les deux autres libres 

Considerons une plaque carree (figure 3) de cote L, homogene d'epaisseur h, 
possedant deux bords encastres et deux bords Iibres. La plaque est soumise a deux 
types de sollicitations : 

-Charge Uniforme (C.U) 

-Charge Concentree au Coin Libre (C.C.C.L) 

p 
q 

2~~tc=ij~t=~~ 

l~+-~-4~~-4~ 
ff 
~-1+-~--~-rl~~ z 
~~~~~-H~~--~ 

l--~~~~--4-~ z 
~/' 
1.. L ~I 

Figure 3. Plaque carree a deux bords encastres et les deux autres fibres. 
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Aeche maximale 

Nombre de 
B8 Present element SBHS 

Maillage 
ddl actifs 

non 
modifie (K=ll2/12) 

non 
modi fie (K=7!2/12) 

modi fie modi fie 
2x2 24 4,3795 5,2893 20,803 24,515 
4x4 96 16,752 19,772 95,792 99,631 
6x6 216 32,212 37,027 118,13 119,52 
8x8 384 47,385 53,187 123,66 124,37 
9x9 486 54,334 60,358 124,83 125,41 

Solution de ref. [POZ 
125,52 

64] 

Tableau 2. Plaque carrie a deux bards encastris et les deux autres lib res. 
Convergence de Lafleche maximale (C.C.C.L; L = 10; h = 0,4; P = 10; v= 0; 
E =3600) 

Aeche maxi male x I 0 

Nombre de 
B8 Present element SBHS 

Maillage 
ddl actifs 

non 
modifie (K=7!2/12) 

non Modi fie 
modi fie modi fie (K=7!2/12) 

2x2 24 0,2131 0,2508 1,0330 1,2148 
4x4 96 2,0237 2,2550 4,2170 4,3017 
6x6 216 2,8672 3,0864 4,4639 4,5103 
8x8 384 3,3853 3,5692 4,4979 4,5375 
9x9 486 3,5843 3,7523 4,5286 4,5676 

Solution de ref. [POZ 
4,3404 

64] 

Tableau 3. Plaque carrie a deux bards encastris et les deux autres fibres. 
Convergence de Lafleche maximale (C.U; L = 1; h = 0,1; q = 1 ,· v= 0; E = 1000) 

Aeche maximale 
Nombre de B8 Present element SBHS 

Maillage ddt actifs non modifie (K=7!2/12) non modifie (K=7!2/12) 
modi fie modi fie 

2x2 24 0,7946 0,963 3,1446 3,775 
4x4 96 2,5686 3,074 13,239 14,850 
6x6 216 4,9760 5,854 16,080 17,858 
8x8 384 6,7909 7,920 16,598 18,489 
9x9 486 7,7396 8,979 16,784 18,571 

Sol. De ref. [DER 90) 
18,64 

rnaillage 30 x 30 

Tableau 4. Plaque carrie a deux bards encastris et les deux autres libres. 
Convergence de Lafleche maximale (C.U; L = 10; h = 0,4; q = 0,9; v= 0,3; 
E=3600). 
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Aeche maximale 

Nombre de 
B8 Present element SBH8 

Maillage 
ddl actifs non 

modifie (K=n2/12) 
non 

modifie (K=n2/12) 
modi fie modi fie 

2x2 24 5,6330 6,8250 25,219 30,293 
4x4 96 21,034 25,098 103,06 114,65 

6x6 216 39,248 46,060 122,32 134,21 

8x8 384 56,057 64,878 126,55 138,54 

9x9 486 63,417 72,975 127,42 139,44 

Sol. de ref. [DER 90] 139,07 
mailla2e 30 x 30 

Tableau 5. Plaque carrie a deux bards encastres et les deux autres lib res. 
Convergence de Iafleche maximale (C.C.C.L; L = 10; h = 0,4; P = 100; v= 0,3; 
E = 3600) 

En conclusion, Ia performance de SBH8 modifie se confirme. Les resultats 
correspondants (voir tableaux 2, 4 et 5) sont comparables aux solutions de reference. 
Par contre, pour !'element B8 standard, Ia precision est toujours largement 
insuffisante, il est tres sensible au phenomene de blocage en cisaillement transversal. 

4.3 Plaque carrie en flexion avec diverses conditions 

Nous adoptons les notations suivantes pour simplifications : 

- PSA_CU : flaque S.implement .Appuyee sous Charge l!niforme 

- PSA_CCC: flaque S.implement .Appuyee sous Charge {:oncentree au {:entre 

-PE_CU : flaque .Encastree sous Charge l!niforme 

- PE_CCC : flaque .Encastree sous Charge {:oncentree au {:entre 

II est inutile de preciser Ies unites a cause des rapports adimensionnels. 

Pour Ie coefficient correctif au cisaillement nous avons pris K = 7t
2/12 

(coefficient de Mindlin). 

On represente le maillage le plus fin du quart de Ia plaque (figure 4 ). 
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U2 ...j 

Figure 4. Mail/age du quart de Ia plaque. 

Les n!sultats de Ia fleche adimensionnelle obtenue au centre pour divers schemas 
de maillage sont donnes sous forme de graphes. 

4.3.1 Plaque mince (Uh = 100) 

Pour differents maillages du quart de Ia plaque, Ia convergence de Ia fleche 
adimensionnelle maximale obtenue au centre est tracee sous forme de graphes 
(figure 5). 

Les resultats sont compares a Ia solution analytique donnee par Timoshenko 
[TIM 59]. 

70 16 

Rtrerence a z56 RHhence a •12.6 
56 

;: ~12 

; 42 . 
;-.... ""a e: a Q 28 

~ ~4 - 14 

0 0 
0 20 40 60 eo Nm.100 0 20 40 60 80 Nm.100 

--SBH8 --.-os -Ex.acte -Exacle --SBH8 --.-as 

a/ PE_CCC b/ PE_CU 
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140 50.---~----~-----.., 

• 112 

.. 
;:84 
it 
Q 56 

:i 
- 28 

0 

Reference a •116 

80 N'IR100 
·-------=----,s=o=u=-s ---.----=s~s ---...:::'Eo-xa-cl----..e 

20 40 60 

cl PSA_CCC 

RHhence a • 40.62 
40 

0 

d/PSA_CU 

Figure 5. Plaque mince isotrope. Convergence de Iafleche au centre sous diverses 
conditions (K=;(/12). 

En theorie de Love-Kirchhoff, le rapport entre !'element non modifie et !'element 
modifie fait apparaitre une difference de (v/(1-v))2 soil 18,37 %. Sur Ia figure 5, 
cette difference est maintenue pour tous les cas, soil 18,36 %. 

Ces resultats illustrent Ia stabilite, I' efficacite et Ia bonne performance de 
!'element SBH8 modifie, tandis que !'element B8 classique (modifie) donne de tres 
mauvais resultats (blocage tres severe en cisaillement transversal). 

4.3.2 Plaque epaisse (Uh = 10) 

Les memes tests ont ete effectues pour les plaques epaisses, d'elancement 10. 

La convergence de Ia fleche adimensionnelle maximale est montree sur les 
figures 6a a 6d. 

Pour le cas PE_CCC nous n'avons pas trouve dans Ia litterature de solution 
(numerique ni analytique) car Ia fleche sous Ia charge est theoriquement infinie. 

60 
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~ 20 

o+-----~------~ 
0 20 40 60 80 NlR 100 
I -----SBHB --.-ss -Sol-mince I 
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20.------~-------. 

16 .. 
-;: 12 .... 
..l ... 
Q 8 

~ 
4 

Plaque ~paisse a= 15.0458 

0~-~--~-~--~-~ 
0 20 40 60 80 N10.100 
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Figure 6. Plaque epaisse isotrope. Convergence de Ia fleche au centre so us 
diverses conditions (K = tf/12). 

Les essais numeriques effectues montrent que le rapport entre I' element non 
modifie et !'element modifie fait apparaitre une difference pratiquement de l'ordre 
(v/(l-v))2 

; c'est-a-dire que l'effet de cisaillement transversal ne modifie pas 
beaucoup cette valeur. 

A travers ces resultats, on constate que le present element SBH8 a l'avantage 
d'etudier le probleme de flexion des plaques de maniere economique. II met en 
evidence I' effet des constantes de contraintes planes, et I' effet du cisaillement 
trans versa!. 

5. Effet du cisaillement transversal sur Ia fleche 

Nous avons etudie l'effet du cisaillement transversal sur Ia fleche, pour 
differentes valeurs de I' elancement. 

5.1 Presentation des resultats 

L'effet du cisaillement transversal est verifie a travers une serie de tests qui 
consistent a evaluer !'influence de l'elancement L/h (longueur/epaisseur) d'une 
plaque carree sur Ia fleche au centre We. Les figures 5 et 6 visualisent cet effet. 

a/ PE_CU plaque mince: ( W,.r= 1,26 10-3 qL4/D) 



ISO Revue europeenne des elements finis. Volume 8- no 2/1999 

b/ PSA_ CU plaque mince : ( W rer = 4,062 I o·3 qL 4/D) 

c/ PE_CCC plaque mince: ( W,.r= 5,6 10"3 PL2/D) 

d/ PSA_CCC plaque mince: ( W,.r= 11,6 10·3 PL2/D) 

Tableau 6. Effet du cisaillement transversal sur Lafleche maximale (K = rt/12). 

On peut confirmer (voir tableau 6b) le n!sultat de Zienkiewicz [ZIE 77] qui 
montre sur un exemple assez bien adapte aux methodes des elements finis (plaque 
carree, PSA_CU, Llh = 10), que les resultats obtenus pour les plaques epaisses, et 
ceux calcules analytiquement en theorie de Love-Kirchhoff sont dans le rapport de 
l' 13. 

5.2 Effet de l'elancement sur Iafleche 

Acharhabi [ACH 78] a etudie ce probleme pour les plaques. II a utilise pour cette 
etude !'element prisme quadratique Pl2 modifie avec differents schemas 
d'integration numerique reduite (3 points de Hammer suivant les directions 
longitudinales et 2 points de Gauss dans l'epaisseur). 

De facton similaire, no us avons etudie I' effet de I' elancement sur Ia tleche pour 
une plaque prise sous diverses conditions (de chargements et de conditions aux 
limites) en gardant I' element cubique simple (SBH8). 

Nos observations sont en accord avec celles de Acharhabi ([ACH 78] et [ACH 
90]) : !'introduction de Ia constante corrective duCT assouplit !'element SBH8. En 
faisant varier I'elancement, nous observons nettement l'effet duCT sur Ia fleche. 

Les figures (7a a 7d) confirment cet effet. 
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Figure 7. Plaque carree isotrope. Flee he au centre en fonction de Uh ( v = 0,3; 
K = ,(JJ2). 

100 

100 

Les resultats sont surprenants, !'element SBHS est libre de tout verrouillage (voir 
figure 7). De plus, Ia solution de Kirchhoff est atteinte pour un elancement L/h = 50 
dans taus les cas. Elle demeure stable pour Llh = 100, ce qui est un indice de sa 
robustesse. 

Ces memes figures illustrent en revanche le probleme du blocage en CT pour 
!'element B8 standard modifie. Pour Ia plaque epaisse (Lih ::;; 10) les resultats sont 
logiques, Ia solution etant influencee par le CT. Ceux-ci deviennent de plus en plus 
rigides (overstiff) pour L/h grand (>20). 

L'ensemble des resultats reportes dans le tableau 6 et Ia figure 7 confirme Ia 
superiorite de !'element SBHS modifie par rapport a !'element B8 standard (modifie 
ou non). En effet cette superiorite est verifiee pour taus les cas. 

6. Conclusion 

Plusieurs problemes de flexion des poutres sont traites comme des problemes de 
contraintes planes utilisant les elements quadrilateraux a quatre nreuds ([KIK 86), 
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[SAB 86] et [BEL 90]). Cette methode peut etre etendue meme aux problemes de 
flexion des plaques, qu'elles soient minces ou epaisses. Si les problemes de flexion 
des plaques sont resolus en utilisant les elements solides a trois dimensions, et plus 
particulierement l'element cubique simple SBH8, l'analyse par elements finis sera 
tres simplifiee car l'introduction des elements speciaux tels que les plaques et les 
coques ne sera pas necessaire. 

D'autre part, cette etude montre qu'il est indispensable de modifier Ia loi de 
comportement des elements tridimensionnels pour le calcul des poutres et plaques en 
flexion. L'amelioration principale provient de l'utilisation des constantes de 
contraintes planes, l'utilisation d'un coefficient correctif de cisaillement transversal 
donne une amelioration supplementaire. Enfin, cet element (SBH8) presente 
I'avantage de pouvoir prendre en compte facilement des variations d'epaisseur de 
plaque (ou poutre). II serait interessant d'etudier Ie comportement de cet element 
dans le domaine non lineaire. 

Finalement, Ia robustesse du present element a ete demontree, Ia flexion des 
plaques peut tres bien etre simulee par un element hexaedrique simple (SBH8) 
d'elasticite base sur le modele en deformation. Maintenant, peut-on generaliser cette 
idee aux coques minces et epaisses ? Une investigation est en cours sur cet aspect. 
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Annexe 1 

Composantes de Ia matrice [A] de dimension 24x24 (relation 7b, § 3) : 

I 0 0 Yi 0 z; XI X;Y; XjZj XiYiZi 0 
yy: - I 2 0 

y2z;{ - I 2 0 

(A;)= 0 I 0 -XI - Zj 0 0 xVz - I 2 0 x2z;j 
- I 2 Y; XiYi y,zi XiYiZi 0 

0 0 I 0 Y; - Xj 0 0 xy: 
- I 2 xfy;{ 

- 2 0 0 
yy: 

- I 2 -X;Yy: z; 

'Yz 0 _ Yi'Yz 0 0 '/{ 0 Y/{ - I YiZi 2 

0 'Yz - I 2 x;zYz 
- I 2 '/{ XjZj 0 0 X;{ 0 

XjZj y,Zj XiYiZi Y/{ 0 X;{ XiYa 0 0 

oil : x;, y; et z; sont les coordonnees du nceud i (i = 1, 8). 

Soit: 

Annexe 2 

Forme hexaedrique pour z constant : 
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Idem que l'element quadrilateral avec : 

y 

0 X 

X4 Y4 

I1 = J J xayPdxdy 
XI YJ 

I2 = Jf xayPdxdy 
X4 Y1 

'4 y, 

I3 = J J xayPdxdy 
X2Y2 

Ce qui revient a calculer des integrales doubles de Ia forme suivante : 
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I= JJc.xayPdx.dy 

s 
C : constante 
y: droite d'equation ax+ b 
y2 =(ax +b)2 = tix2 +2abx + lb2 

y3 =(ax +b)(ax +b)2 =1 a\3 +3a2 bx2 + 3ab2x +lb3 

On aboutit a une forme generate de yP : 

~ P+l 
yP = .L C{k}aP+I-k .bk-1 .xP+I-k = L C{k}a k-1 .bP+I-k .x k-1 

k~ k=l 
C(k) : Coefficients fonction de p (voir tableau ci dessous), soil par exemple : 

si p = 2 on aura 3 coefficients (voir (1 )). 

si p = 3 on aura 4 coefficients (voir (2)). 

JyPdy = _I_yP+I = _1_{ax + bf+l = _1_IC(k}ak-l.blh2-k .xk-1 
p + 1 p + I p + I k=l 

Y; 1 P+2 
Done J yPdy = --L C(k}~~-l.b~+2-k- ar-l.br+2-k )x k-1 

p + 1 k=l y, 

Pour notre cas (voir figure 12) : 

L'expression generate de lp pour un quadrilateral est: 

I = _s_ ~-1-C(k){ k-1 b .P+2-k _ . k-1 b· P+2-k Y k+a _ k+a) 
P L, · ~ j · J al · I }!-n Xm p + 1 k=l k +a 

(1) 

(2) 
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Soit done !'expression generale de lp pour un hexaedre (z= constante) (relation [9c], 
§3) : 

C y+l P+2 1 ~ l ) 
I = ___ z_ ~--C(k) k-1 b P+2-k _ k-1 b P+2-k k+a _ k+a 

p 0 0~ 0 n o n am o m Xn Xm 
13 + I y + 1 k=l k + a 

Coefficient C(k) : 

C(1) 

B=O 1 

13 = 1 1 

13=2 1 

13=3 1 

13=4 I 

13=5 I 

a1 = (y2- yJ)/(Xz- x1) 
a2 = (y3 - Yz)/(x3 - Xz) 
a3 = (y4 - y3)/(x4 - x3) 
~ = (YI - Y4)/(xl - X4) 

C(2) 
-
1 
2 
3 
4 
5 

C(k)K -16 

C(3) C(4) C(5) 
- - -

1 - -
3 1 -
6 4 1 
10 10 5 

b1 = (xz Y1 - X1 Yz)/ (x2- x1) 
b2 = (x3 Yz - x2 y3)/ (x3 - Xz) 
b3 = (x4 YJ - X3 y4)/ (x4- x3) 
b4= (xl Y4- ~ Y1)/ (xl- ~) 

C(6) 
-

-
-
-
1 




