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RESUME. No us presentons ici un modele numerique de type elements finis pour des etudes de 
coup/age fluide-structure. Les geometries sont considerees axisymetriques et pouvant subir des 
deformations parietales en grands deplacements. Une discretisation de type Newmark est em­
ployee pour le schema structure. Le jluide est quanta lui compressible, non visqueux et suppose 
parfait. Le modele numerique pour le fluide est base sur le schema de Lax-Wendroff avec prise 
en compte de Ia dynamique du mail/age afin de respecter les conditions cinematiques entre 
frontieres fluide et structure. Une technique de capture de chocs assure Ia positivite du schema 
en tout point du mail/age. Apres certaines considerations sur le respect d'une loi de consistance 
geometrique, le coup/age est obtenu par l'etablissement d'un "dialogue" entre les codes avec 
!'utilisation des outils du calcul paraltele. Celui-ci permet ainsi une remise a jour reguliere des 
donnees physiques communes aux deux codes. Deux calculs sont alors conduits sur /'etude des 
phenomenes de coup/age aeroelastique presents au sein d'un moteur fusee. 

ABSTRACT A finite element model is presented for studying fluid-structural interaction pheno­
mena e. Domains are assumed axisymmetrical with flexible boundaries that may undergo large 
displacements. Newmark scheme is used for temporal discretization of structure part. Fluid is 
supposed compressible, inviscid and perfect. Numerical scheme for fluid is based on a Lax­
Wendro.ff scheme taking into account moving mesh in order to respect parietal compatibilities. 
A schock capturing technique is added in order to maintain positivity scheme in high gradielll 
zones. After discussing considerations on a Geometrical Conservation Law, coupling is obtai­
ned in establishing a "dialogue" between both codes in using parallel tools to update common 
variables between fluid and structure. Two calculations are conducted on aeroelasticity with 
application to rocket engines. 

MOTS-CLES: aeroelasticite, coup/age fluide-structure, elements finis, non-linearites geome­
triques, coques, capture de chocs, calcul parallele, moteurs fusee. 
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1 Introduction 

Depuis quelques annees, un significatif effort de recherche est mene pour le de­
veloppement d'outils numeriques de calcul pour I'etude des phenomenes d'interac­
tion ftuide-structure. Ce domaine se caracterise par tous les phenomenes mettant en 
jeu une ou plusieurs structures flexibles ou mobiles et un fluide en ecoulement. Ces 
deux physiques interagissent de maniere continue mais a des degres de couplage plus 
ou moins fort selon Ia terminologie reprise par Destuynder dans [PDa94] basee sur 
une frequence riduite et definie comme le rapport des temps caracteristiques fluide 
et structure. Pour des valeurs de cette frequence eloignees de I' unite, I' une des deux 
physiques a un temps caracteristique bien plus faible et permet une simplification du 
probleme. L' aeroelasticite quasi-statique et I' acoustique correspondent ace typed' ap­
proche. Cependant, pour des valeurs proches de I' unite, il s' agit d'une interaction forte 
entre les deux domaines, conduisant generalement a Ia recherche de resonances entre 
le fluide et Ia structure. 

Developpees a 1' origine pour des problemes de surete dans les enceintes nucleaires 
[JDH82], ces etudes du couplage se sont rapidement etendues aux domaines de I' aero­
nautique comme en temoignent les references [GB93] [Bat89] [Far96] [Uih88] (flut­
ter, Hie her de missiles ... ), de 1' astronautique [CNE96] [Lef98] [Pek93] (moteur VUL­
CAIN) et du developpement d'algorithmes de couplage [TM96] [Pip95]. La voile, 
)'architecture, Ia medecine et bien d'autres domaines encore temoignent aussi d'un 
interet grandissant pour ce type d'etudes. 

Une base theorique commune aces travaux peut etre trouvee aux references [BA 75] 
[Fun58] [Dow75] considerees comme des ouvrages de reference en Ia matiere. 

Le but est ici de proposer un modele de couplage fluide-structure avec application 
a un propulseur de moteur fusee. En effet, lors des phases d'allumage et d'extinction 
des moteurs, des pies de charges laterales (efforts asymetriques exerces par le fluide en 
ecoulement sur Ia tuyere flexible du moteur) sont deceles avec, pour principal risque, 
celui d'une deformation irreversible du moteur. Les consequences peuvent aller d'une 
diminution du rendement du moteur a une destruction complete dans le pire des cas. 
Ces phenomenes ont commence a etre observes dans les annees soixante sur Ie moteur 
J2S [Sch73] [Sch84] puis sur les moteurs des generations suivantes tels le SSME ou 
Ie VULCAIN [Wor95]. Ce phenomene extremement complexe fait intervenir entre 
autres les problemes de decollement de jet (tuyere sur-detendue au soi)[Had97], Ies 
effets de compressibilite, Ia turbulence, une chimie complexe et un comportement 
dynamique de Ia structure. 

Le couplage au sein d'un propulseur a deja fait I'objet d'un travail [Pek93] ou 
Pekkari propose une methode de calcul basee sur une analyse modale permettant de 
determiner !'existence ou non de modes propres instables susceptibles de mener Ia 
tuyere a un comportement de type flambement. II constitue pour certains [Act98] plu­
tot un outil pour l'ingenieur qu'un moyen d'etudier le couplage dans sa globalite. 
Ce probleme de flambement est cependant extremement important puisqu'il fut deja 
observe lors des experiences de Tuovila en 1968 sur des tuyeres flexibles, ('auteur 
recherchant au prealable des instabilites de type dynamique et non statique [TL68]. 
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Ce travail n' a cependant pas Ia pretention de fournir un outil de cal cui incluant to us 
les effets physiques precedemment cites. Cela representerait, d'une part, un travail co­
lossal actuellement hors deportee des machines actuelles et ne serait pas, d' autre part, 
Ia meilleure voie pour affiner les connaissances sur les effets du couplage, connais­
sances actuellement quasi inexistantes. Cette etude sera essentiellement orientee vers 
I' etude de Ia reponse dynamique d'une tuyere flexible sollicitee par le champ de pres­
sion interne au moteur resultant de Ia detente des gaz. II s' agit ici d' insister sur I' aspect 
multi-disciplinaire du probleme. 

II s'agit done de coupler de maniere numerique deux codes de calcul adaptes en 
consequence, approche differente de celle qui consiste a reduire Ia globalite du pro­
bleme en un seul modele mathematique. Chacun des deux domaines ayant ses propres 
caracteristiques et done ses propres techniques de resolution, il s'en suit alors qu'un 
calcul de couplage instationnaire peut s'effectuer "simplement" par l'etablissement 
d'un dialogue entre les deux codes numeriques afin de pennettre une remise a jour 
reguliere des donnees et variables de calcul qui leur sont communes. 

L' approche proposee est Ia suivante : 

- une Formulation Lagrangienne Totale ( FLT) est employee pour detenniner les 
defonnations en grands deplacements d'une structure elastique. La structure conside­
ree dans cette etude est de type coque de revolution et les effets dynamiques sont pris 
en compte. 

- le ftuide est suppose compressible et non visqueux et l'ecoulement axisyme­
trique. Le code de calcul est base sur un schema de Lax-Wendroff avec une technique 
de capture de chocs dite de Flux Corrected Transport afin de maintenir Ia positivite du 
schema dans les zones a forts gradients (andes de chocs). Afin d'assurer une condition 
de compatibilite cinematique entre les domaines ftuide et structure et ainsi adapter le 
domaine ftuide aux defonnations globales qui en n!sultent, une technique de maillage 
mobile est consideree. Une loi de consistance geometrique est appliquee a Ia dyna­
mique du maillage afin d'assurer une independance des grandeurs du ftuide a l'egard 
de Ia mobilite du maillage. 

- afin de preserver I' aspect modulaire de chacun des codes, le couplage est obtenu 
par I' etablissement d 'un dialogue avec I 'utilisation des outils offerts par les techniques 
de calcul parallele PVM (Parallel Virtual Machine). Les donnees echangees au cours 
du calcul sont le profil de pression parietale du ftuide vers Ia structure et Ia remise a 
jour complete des parois defonnables de Ia structure vers le ftuide. 

Une premiere partie est dediee au developpement du modele numerique de cal­
cui des defonnations en grands deplacements pour des domaines axisymetriques. En 
deuxieme partie,le modele ftuide axisymetrique est presente autour d'une dynamique 
de maillage suivie des conditions de respect d'une loi de consistance geometrique. 
Puis, le couplage est alors aborde en troisieme partie avant de presenter en quatrieme 
partie les calculs d'aeroelasticite appliques aux moteurs fusee. 
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2 Modele de structure 

Dans cette section, nous developpons Ie modele de structure avec, tout d'abord 
I' obtention de I' ecriture faible du probleme, puis du modele discret et en fin Ia descri p­
tion de I' element de coque utilise. Une nomenclature est fournie en fin d'article. 

2.1 Forme variationnelle 

Le principe des puissances virtuelles applique au principe fondamental de Ia dy­
namique s'ecrit sous Ia forme: 

avec (J" le tenseur des contraintes reelles de Cauchy, [., 1: les sollicitations exterieures, 
respectivement surfaciques et volumiques, c5~ une fonction test et ille champ des de­
placements. 

Dans le cas oil l'hypothese des petites perturbations n'est plus verifiable (i.e. geo­
metries initiate et deformee eloignees) les domaines d'integration Y(t) et S(t) sont 
alors les inconnues du probleme. Exprimee sur un domaine connu yo et so par le biais 
d'une Formulation Lagrangienne Totale [DF95a], Ia precedente forme s'ecrit alors: 

ou: 

- Po : masse volumique sur Ia configuration co associee a yo et so, 

- c5~: deplacement virtue! ou fonction test de type Galerkin, 

- c5£91 : variation du tenseur des deformations de Green-Lagrange, 

· !so, !vo : sollicitations externes sur C 0
, 

- S : tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff (2nde espece ). 

Le tenseur £91 est determine de maniere generate d'apres: 

, T OX 
ou .r = £~- ' 

uX 0 

avec :Fest Ie tenseur gradient des transformations et I le tenseur unite. 

(2] 

Les tenseurs des contraintes S et des deformations £91 sont relies par une loi de 
comportement lineaire: 

5 = JH£9t, 

avec lH Ia matrice des proprietes physiques. 
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L' expression [I] est non lineaire et pour Ia resoudre, nous utiliserons Ia methode 
de Iinearisation de Newton-Raphson qui necessite Ie calcul de Ia forme incrementale 
~ W. Celle-ci est don nee en prenant Ia premiere variation de Ia forme variationnelle 
[I) : 

2.2 Modele discret 

A pres I' etape de discretisation spatiale sur un type d'element choisi, no us obtenons 
finalement le systeme d'equations non lineaire suivant: 

{fPu} [M] [)t2 + {fint(u,t)}- Uexd = 0, [4) 

obtenu apres assemblage sur )'ensemble des elements constituant Je maillage. Appa­
raissent Jes termes suivants: 

- [ M] : matrice masse globale, 

- { u} : vecteur des deplacements nodaux, 

- {f;n 1(u, t)}: efforts internes non lineaires (equivalent a (K(u, t)){u}), 

- Uext} : forces externes representant !'interaction avec le fluide. 

Un schema de Newmark est ensuite utilise pour Ia discretisation du terme tempore! 
et une technique iterative de Newton-Raphson [DF95c] est employee pour Ia resolu­
tion du systeme [4) a chaque pas de calcul. Celle-ci implique Je calcul et !'assemblage 
d'une matrice tangente [I<r]. 

A chaque pas de calcul, Ia geometrie est remise a jour, les contraintes et deforma­
tions etant a chaque fois calculees d'apres un Formalisme Lagrangien Total, c'est-a­
dire par rapport a Ia geometrie initiale. Les differentes configurations rencontrees en 
cours de calcul sont representees figure I. 

co, CP et CP+l sont respectivement Jes configurations initiale, et relatives aux 
instants pet p + 1. La configuration ci+l est intermediaire a CP et CP+l et traduit un 
etat relatif a une solution non encore convergee. 

La formulation FLT a ete retenue car elle est Ia seule a permettre un retour de 
Ia geometrie sur sa configuration initiale en cas d' annulation des sollicitations exte­
rieures, ce qui n'est pas Je cas pour une Formulation Lagrangienne Actualisee (FLA). 
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X 

Figure 1 -Configurations de calcul 

2.3 Description d'une coque de revolution 

Cette section est dediee au developpement d'un element de coque axisymetrique 
epaisse. La version en deformations lineaires peut etre trouvee dans [BD90b). Une 
generalisation aux coques quelconques est presentee dans [DF95b). 

Nous presentons tout d'abord le choix d'une cinematique permettant de calculer 
le tenseur des deformations. Puis nous developpons Ia forme variationnelle ainsi que 
sa forme incrementale que nous discretisons ensuite par le choix d'un element fini. 
Nous terminons enfin par le developpement des differents vecteurs et matrices qui en 
resultent. 

2.3. 1 Cinematique en grands deplacements 

Une coque de revolution est representee figure 2. 

La position d'un point q quelconque de Ia coque est definie d'apres trois coordon­
nees parametriques ~. 0 et Z, ~ etant reliee a Ia courbe meridienne generatrice de Ia 
coque de revolution, 0 a Ia rotation autour de €z et z est Ia coordonnee locale selon 
l'epaisseur le long de Ia normale ii. 

Nous appellerons surface moyenne, !'ensemble des points de Ia geometric definis 
par z = 0. Nous pouvons alors determiner Ia position d'un point quelconque q, iq. 
par rapport a sa projection sur Ia surface moyenne designee par le point p localise en 
ip (z = 0). Ceci est resume sur Ia figure 3. 



Surface 

moyenne 

z 
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Parallele ~=~ 

z 

,,~ jd~ ~z 
Meridien 

9=9 

X 

Figure 2 -Description de Ia coque axisymetrique 

e 
r 

T 

Figure 3 - Cinematique de coque de revolution 
Nous ecrivons ainsi: 

iq(~,B,z) = ip(~,B)+z.ii(CB), avec -h/2 ~ z ~ h/2, 

avec: 

cylindriques cartesiennes 

ou pour rappel, zest Ia coordonnees selon Ia normale par rapport a Ia surface moyenne. 
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Le passage de Ia configuration initiate co (coord. i~) a Ia configuration actuelle 
ct (coord. iq) permet de definir le champ de deplacement d'un point quelconque de 
Ia structure q tel que : 

iq(~, (), z) = i~(~, (), z) + uq(~, (), z). (5] 

Pour un comportement axisymetrique de coque epaisse, les composantes du de­
placement d'un point q sont independantes de() et ne sont fonctions que de~ et z: 

u.f= u(e), u.ii = w(~). u.ee = 0 et f3e = 0. 

Ainsi, nous avons pour une description curviligne, le champ de deplacements sui­
vant: 

uq(~, 0, z) =up(~, 0) + z(J(~)t = u(~)t+w(0ii+zf3(~)t ou f3(0t = e8 A i1. [6] 

Les formes differentielles de [5] et [6] s'ecrivent: 

[7] 

duq(~, z) = uq,~d~ + uq,edO + (3dzt = £zd{ = £diq, [8] 

ou < d~ >=< d~ d() dz >. Les tenseurs :Fz et £z sont les equivalents de :F et £ 
exprimes dans le systeme de coordonnees curvilignes. 

La notation vectorielle ::. est employee ici sous differentes formes avec principa­
lement Ia notation en colonne avec { ... } et en ligne avec < ... >. 

Exprimees dans Ia base tangente au point p, les relations [7] et (8] deviennent : 

diq = Q di~, et duq = Q du~ avec Q = [£: ee: ii], 

ou ~ et u~ representent Ia position et le deplacement d'un point q exprimes dans Ia 
base curviligne et Q est Ia matrice de passage entre reperes cylindrique et tangent (cf. 
figure 2). 

L' expression du tenseur des gradients des deplacements £ dans cette base s' ecrit 
alors: 

dut - £T dit avec £T - QT £Q q - q - = QT £ ;:-lo z z ......... , 

ce qui developpe donne (cf. p. 46 [BD90b]): 

[ '• +0 'X• 
0 : l [ L, 

0 L .. l 1 
£ = 0 Lee 0 -(ee+zxe) 

(}2 
Lzs 0 Lzz dw 

ds 
0 

avec les termes : 

e, = up,~ .f: mesure de Ia deformation en membrane seton s, 

ee =~up e.ie : mesure de Ia deformation en membrane seton(), 
r ' 

Xs = !3,. : courbure seton s, 
1 

Xe = -f]cos(¢) : courbure seton 0. 
r 

[9] 
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Dans cette forme apparait Ia variable curviligne s exprimee a partir de ~ en fonc­
tion du parametre de Lame m d'apres Ia relation ds = md~. 

De !'expression [9]. nous obtenons finalement Ia forme generale du tenseur de 
Green-Lagrange d'apres Ia relation [2]. Nous obtenons ainsi: 

1 1 
Egt = 2 (J:T :F- I) = 2 (.c + cT) + 
~ 

lineaire 

2.3.2 Ecriture variationnelle 

0 
Ee 

0 

La forme variationnelle donnee par I' equation [I] peut se decomposer selon : 

ou: 

[10] 

Wd. Wint et Wext sont respectivement Ies contributions dynamiques et des efforts 
internes et externes. 
Les termes Es, Ee et 1 sont les deformations en membrane, selon () et en cisaillement, 
S,, 59 et 5, z etant les contraintes respectives en membrane, selon () et en cisaillement. 

Le terme en contrainte W;nt s'ecrit pour notre element (se referer a [BD90b] pour 
un calcul detaille): 

Wint = 1 U 9t: SdV 0 = 21l'1Lfh/
2 

((Jc,Jce) { 
5
5

• } +J!Ssz)ro:2dsdzd(). 
vo a -h/2 e 

Les deformations (tenseur E) sont reliees aux contraintes (tenseur 5) par une loi 
de comportement lineaire: 

E 
G=2(1+v)' [II] 

E, vet k sont respectivement le module d'Young,le coefficient de Poisson et le facteur 
de correction de cisaillement transverse. 

Les efforts generalises sont definis comme suit: 
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avec N, et N8 les efforts de membrane suivant s et (), M, et M8 les moments resul­
tants au tour de e8 et de { et T, I' effort tranchant suivant z. 

Les variables a 1 et a 2 sont reliees aux rayons de courbure R8 (seton ()) et R. 
(seton s) d'apres: 

ou R8 est Ia distance a I' axe et R, = oo car I' element est tronconique. 

2.3.3 Forme incrementale 

La forme incrementale associee au travail interne se deduit de [3): 

ljh/2 { s } 
~Wint=2rr ((~J.:.~Jc8) 

5
• +~J1Ssz)1·dsdz 

0 -h/2 8 

1Ljh/2 { ~s. } + 271" ( (J.:,Jc8) ~s + s,~s.z )rdsdz, 
0 -h/2 8 

ou ~est l'operateur variation. 

2.4 Eliment fini de coque de revolution 

L'element utilise est un element de coque tronconique a 3 d.d.l. par nceud, U, wet 
{3, respectivement les composantes axiale et radiale du deplacement et Ia rotation dans 
le plan ( x, r). Celui-ci est represente figure 4. 

L'approximation des variables cinematiques u, wet {3 se fait par l'utilisation de 
fonctions nodales lineaires sur un element 2 nceuds tel que l'on ait: 

2 

u= LN;u;, 
i=l 

2 

w= LN;w;, 
i=l 

2 

f3x = L N;{3;, Nt(s) = 1- I' N2(s) = z· 
i=l 

Les formes variationnelles respectives sont alors donnees 1 par: 

2 

Ju = LN;ou;, 
i=l 

2 

Jw = LN;6w;, 
i=l 

1. pour les fonnes incrementales, on remplacera 8 par A. 

2 

6{3 = L N;6{3;. 
i=l 
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Figure 4- Element de coque epaisse axisymhrique tronconique 

Nous noterons les inconnues nodales par element sous Ia forme vectorielle sui­
vante: 

< Ue >=< u1 w1 rJ1 u2 w2 !32 >, resp. < 6ue > . 
Afin d'eviter tout blocage en cisaillement transverse, nous userons systematique­

ment d'un seul point d'integration numerique. 
La forme variationnelle W est ensuite decomposee sur )'ensemble des elements 

du domaine : w = z= we. 

La discretisation des tennes elementaires fait alors apparaitre des vecteurs et ma­
trices elementaires qui seront ensuite assembles pour obtenir le systeme global a re­
soudre. Ces termes sont presentes ci-apres. 

2.4.1 Matrice masse 

La matrice masse elementaire est calculee en utilisant I' equation de Ia cinematique 
[6]: 

WJ = f 6ilqp1lqdV 0 = f ((6il + z6i])(1l + zE))dV 0 = (6ue)(Vme]{ iie}. Jveo Jveo 
oil ii est Ia derivee seconde par rapport au temps de u. 

2.4. 2 Sollicitations exterieures 

Seules les sollicitations exercees par Ia pression seront considerees pour ce calcul. 
On ignorera toute sollicitation par moments. Ce tenne de sollicitations est calcule 

d' apres I' expression : 

w:xt = 2rr f 6il.iipdS = f 6il.pF-TiioiJidSo = (6ue)Uext}, 
ls(t). ls~ 
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ou IJI est le jacobien de Ia matrice de transformation (element reel <=> element de 
reference) et p Ia pression resultante de Ia difference des pressions exercees sur les 
parois interne et externe de !'element. 

Le tenseur gradients des transformations s'obtient d'apres :F = [+I avec [ le 
tenseur gradient des deplacements donne par !'equation [9] et I le tenseur unite. 

2.4.3 Terme de contraintes 

Le terme a discretiser est le suivant: 

A !'aide de !'expression [10] et des fonctions d'approximation N;, nous pouvons 
developper les termes de deformations virtuelles Jc,, Jce et J1 selon: 

(Jc,Jce) = (Jc~Jc~) + z(Jc!Jd) = (Jue)((Bg]r + z[Bgf), 
J1 = J1° + zJ1 1 = (Jue)({BJ1 } + z{Bg1 }). 

Les contraintes et deformations sont reliees par Ia loi de comportement don nee par 
!'equation [II]: 

{ ~; } = (H]({ :~ } + z { :i }), Ssz = kG(,O + z1
1

). 

Le terme residu relatif aux efforts interieurs devient alors: 

L !J. 

wient =fa I: (Ju)(((Bgf + z[BJf)[H]({c0
} + z{c 1 }l 

2 

+ ( { BJ1 } + z{ BJ1 } )kG(/0 + Z/
1

) )rdsdz, 

qui integre au centre de !'element (un seul point de Gauss (Xpg = L/2;w = L)) 
s'ecrit finalement: 

W;';, 1 = 2rrrmL(Jue)([BJ]T[Hm]{c0 }+[BJf[HJ]{c1 }+{BJ1 }H~i0 +{BJ1 }H1J1
) 

= (Jue){f;nt}. 

Les matrices [ H m] et [ H 1] ainsi que les scalaires H~ et H; sont relatifs aux termes 
de rigidite (E, G ... ) integres sur l'epaisseur. 

Figure 5- [a] Epaisseur homoghze- [b] Epaisseur multi-couches (tubulaire) 
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Les matrices relatives aux rigiditees se calculent d' apres: 

j h/2 [ H 
([Hm], [H,]) = Htt 

-h/2 12 
H12 ] 2 H

22 
(1, z )dz, 

j
h/2 

H~ = kGdz, 
-h/2 

Ces termes sont differents selon que Ia structure est de type homogene ou multi­
couches (voir figure 5). 

Les tuyeres de type VULCAIN sont constituees d'un reseau de tubes de section 
carree enroules de maniere helicoi·dale pour donner au divergent Ia forme desiree. Ces 
tubes ant pour fonction de permettre un refroidissement de Ia paroi interne de Ia jupe 
du moteur par circulation interne d'hydrogene liquide. Cette caracteristique geome­
trique sera modelisee par Ia suite en l'assimilant a une section de type sandwich: 
seules les parties pleines contribueront a Ia rigidite de !'ensemble (voir figure 5 [b]). 
Ceci ne constitue en fait qu'une approximation puisqu'elle ne tient pas compte des 
sections transversales presentes dans une section tubulaire (Ia connexion s' opere par 
Ia connectivite des elements Iars de Ia phase d' assemblage ou les parois inferieure et 
superieure du tube sont alors communes aux nreuds de !'element). 

Cette prise en compte d'une section modifiee s'est averee necessaire dans Ia me­
sure ou une section pleine engendrait des problemes de ftambement au niveau du col 
de Ia tuyere. D'autre part, une analyse modale pour une tuyere pleine permit demon­
trer que I' essen tiel des modes propres de Ia structure entiere n' induisait des deplace­
ments radiaux qu'en extremite finale de Ia tuyere. II fut ainsi decide d'opter pour une 
modification des matrices de proprietes physiques afin d'eliminer tout probleme de 
ftambement et permettre une deformation de Ia tuyere sur !'ensemble de sa longueur. 

Ces differents termes calcules, Ia forme complete du residu elementaire s'ecrit 
alors: 

{ rn = [V me]{ Ue} + {f;nt} - Uexd. 

A pres assemblage, no us obtenons le terme de residu global: { R} = L { r~}. 

2.4.4 Calcul de Ia matrice tangente 

Elle est obtenue en prenant I' increment de we, so it: 

Nous avons de fa~on plus detaillee 

~Wd = (Jue)_i_2 [Vme]{~ue}, ~t 

avec (bue) =(Jut Jw1 Mt Ju2 bw2 b(32), resp. {~ue}. 
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La matrice tangente relative aux contraintes est calculee a partir de : 

Cette derniere expression conduit au calcul de plusieurs matrices detaillees ci-apres. 

2.4.5 Matrice de rigidite geometrique 

Celle-ci est detinie d' apres 

2.4.6 Matrice tangente "lineaire" et des deplacements 

Elle est detinie d' apres 

Ces matrices calculees, nous obtenons alors Ia forme complete de Ia matrice tangente 
elementaire 

[Kf) = A~ 2 [Vme) + [Ks) + [KLJ, 

qui assemblee, conduit a: [KT] = l:)KTJ. 

2.5 Schema de discretisation temporelle 

Parmi les differents schemas de discretisation temporelle proposes dans Ia littera­
ture, le choix s'est porte sur un schema implicite a l'ordre 2 de type Newmark[DT84] 
[BD90a]. 

Le schema s'ecrit sous Ia forme generate suivante: 

+1 . At2 " +1 
{ uP } = { uP } + At {uP} + -

2
- ( ( 1 - b){ uP} + b { iiP } ) , 

{uP+ 1} ={uP}+ At((l- a){ uP}+ a{uP+1}). 

Les differents schemas de Ia famille Newmark correspondent a des valeurs par­
ticulieres de a et b. Choisir a = b = ~ revient a supposer !'acceleration constante 
sur l'intervalle At et egale a sa valeur moyenne. Ce schema implicite souvent utilise 
pour I' analyse dynamique des structures n' introduit aucun amortissement numerique 
et offre une precision temporelle d' ordre 2. 
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Pour des valeurs de a et b superieures a 0.5 le schema devient conditionnellement 
stable et pour b = 0, nous retrouvons un schema explicite. 

La combinaison de ces deux equations permet d'obtenir finalement Ia discretisa­
tion de notre terme d'acceleration (a= b = ~): 

+1 4 +1 4 . .. { ii~' } = - ( {uP } - { uP}) - - { u1'} - {uP} . 
~t2 ~t 

{~u} 

II est alors possible de decrire le calcul de Ia solution par I'algorithme suivant: 

- Pour chaque pas de calcul "p" (avancee en temps) 

- Pour chaque iteration "i" 

- Calcul du residu { R;} associe a W (; l ( cf. equation [I]) 

- Calcul de [/\'r] associee a ~W(i) (cf. equation [3)) 
telle que ~V(i+l) = H/(i) + ~W(i) = {R;} + [1\'r]{~u} = 0 

-Resolution: [1\r]{~u} = -{R;} 
- Remise a jour de Ia solution: {uP} = {uP} + { ~ u} 
- Test de convergence 

f----0 retour boucle "i" 

f----0 retour boucle "p" 

Pour chaque pas de calcul et d'iteration, !'ensemble des variables constitue des 
grandeurs physiques (deformations, contraintes, sollicitations) et geometriques (posi­
tion du maillage, vitesse, accelerations) do it etre remis a jour. 

2.5. I Validation numerique de /'element en grands deplacements 

Cet exemple est directement inspire d'une publication de K. S. Surana [Sur82) qui 
y developpe un element de coque axisymetrique quadratique avec prise en compte des 
non-linearites geometriques. 

De formulation relativement proche de celui precedemment cite, il constitue un 
bon exemple de validation tant pour Ia precision des resultats que pour !'etude de Ia 
convergence du processus iteratif. 

Le cas d' etude consiste en un disque encastre avec une charge concentriq ue centree 
comme montre ci-dessous 

E = 2.274 E09 N/m2 
p = 72 E03 N I 

~ u =0.0 
lf----------~---------11 :!: : h = 12.7 E-3 m 

R=0.254 m 

Le maillage est compose de 10 elements de longueurs uniformes. 



174 Revue europeenne des elements finis. Volume 8- no 2/1999 

La charge de P = 72£3 N est ensuite appliquee par paliers de 10%. 
La figure 6 represente I' evolution de Ia fleche au centre en fonction du chargement 

impose. 
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Figure 6 - Comparaison avec le calcul de K. S. Surana 

On notera l'excellente superposition des resultats obtenus avec ceux de K. S. Sur­
ana, ainsi que I' ecart des resultats par rapport a une theorie lineaire. 

Le critere de convergence est defini par le rapport entre I' increment iteratif de Ia 
solution sur I' increment entre deux etats, a savoir 

ma.r{~u}i 
Erreur = , 

max{~u}P 

ou { ~u }; est !'increment calcule a chaque iteration au cours du pas de calcul "p", et 
{ ~u }P !'increment de Ia solution entre deux pas de calcul (somme des { ~u }i). 

Le critere de convergence a ete choisi a 1£- 08. Le tableau ci-dessous donne les 
iterations effectuees pour chaque pas de calcul. 

Charge(%) 

Iterations 

Ces resultats de convergence sont tres proches de ceux obtenus par K. S. Surana. 
Sa technique de resolution est cependant legerement differente puisqu'il utilise une 
methode de linearisation de Newton. 

Le calcul a aussi ete effectue en imposant le chargement en une seule fois: Ia 
convergence est obtenue avec Ia meme precision en 10 iterations. 
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3 Equations de bilan pour un Huide sur un domaine evotutif 

En general, les relations mathematiques decrivant le comportement d'un tluide 
son! exprimees selon un formalisme eulerien. Nous presentons dans cette section, 
l'ecriture generate d'une loi de conservation, ecriture valable aussi bien pour une des­
cription eulerienne, lagrangienne ou arbitraire (mixage des deux precedentcs). Nous 
utiliserons un systeme fixe de coordonnees cartesiennes commun a chaque type de 
description. 

Pour faciliter Ia comprehension de cette nouvelle approche, nous prcsentons tout 
d'abord Ia loi de conservation d'une grandeur scalaire C pour une equation du type 
convection-diffusion [Lef98]. 

La forme generate d'une loi de conservation pour un volume de contr6le A.( f) est 
Ia suivante: 

Taux d'accumulation + Echange Suifacique +Production= 0. 

La surface delimitant le volume de contr6le mobile A(t) est designee par S(t). La 

description de toute quantite est en terme de position f, relative a A(t). 
A !'instant "t", les vitesses de l'ecoulement et d'un pointp de Ia surface arbitraire 

sont respectivement ii et tv 2 . Ceci est represente sur Ia figure 7: 

r " y,y,y 

1\ 
X 

i,x,x 

Figure 7- Configuration arbitraire mobile A(t) 

La loi de conservation s'ecrit: 

~ r_ C(f, t)dA + ~ C(ii- w).fidS + ~ qn.fidS + r_ !vdA = 0, 
ut h.(t) Js(t) Js(t) h.(t) 

Taux d' accumulation Echange surfacique Production 

ou: 

- i1 - ul: vitesse relative du ftuide (flux convectit), 

2. les vitesses associees aux points I: du domaine mobile seront exprimees sans.:. pour alleger l'ecriture, 
aucune confusion n 'etant d'ailleurs possible. 
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- q, : flux diffusif, 

- f., : terme de production, 

- il: normale exterieure a Ia surface. 

Le theoreme de Ia divergence nous donne: 

()! - j - J T . C'(.r, t)dA + . Diu.r[C(i7- w) + q,]dA + . J,,dA = () 
(.I . A(t) A(t) .-\(1) 

En projetant sur un domaine de reference fixe .4'' co·incidant avec .4(1) a !'instant 
I = 0 s tel que !'on ait: 

F( t )dir avec F dti(F), 

et 

J(t = 0) = 1 mms 
[)] 
at f. 0, 

on obtient: 

f. ( ... )dA = j ( ... )J(t)dN. 
A(t) A' 

La conservation de Ia quantile scalaire C' s'ecrit sur ce domaine fixe: 

1, [:
1

(J(t)C)I.r + J(t)Div.r[C(u-ul)+q,J + J(t)fv]dA'. u, 

ce qui localement peut s' ecrire : 

3.1 Lois de conservation pour fluides compressibles sur domaines axisymetriques 

En rempla~ant Ia quantile scalaire 6 par une quantile vectorielle, on peut obtenir 
pour un fluide Ia loi de conservation sur un domaine axisymetrique mobile de : 

1. Ia masse, 

2. Ia quantile de mouvement, 

3. l'energie. 

La prise en compte de Ia dynamique d'un maillage se traduit par l'ajout de Ia 
divergence du champ de vitesse du maillage comme suit: 

a a a 
~ { 1'1 U} + r J 71 ( { Fcx} - Wx { U}) + J ~ ( r ( {Fer} - Wr { U})) = J { H}, [ 12] 
ut uX u7' 
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avec: 

{C} = (;/.), {Fc.r} = 
(il' 

(if 

( 

(111 ) ( (IV ) ( 0 ) pu2 + p F _ pvtt H _ 0 
(!U!' • { C7'} - (1!'2 + p ' { } - Jl 

(pe+p)u (pe+p)t• U 

Lcs variahlcs u ct t' denotent les composantes axiale et radiale de I' ecoulement. 
( tr,.. tc,.) sont les composantes selon J.' et selon 1' du champ de vitesse du maillage. 
{ r·} le vccteur des variables conservatives et { Fc.r} et { Fn·} les flux convectifs eulc­
ricns detinis ci-dessus. 

Le systeme d' equations est ferme par I 'equation d'etat des gaz parfaits: 

1 ~ ., 
p = pRT = (!- l)(pe- 2p(u" + v")). 

Ce systeme d'equations s'integre directement sur l'espace de reference(~, 17) d'ele­
ment de surface differentiel d~dry, Ia prise en compte de Ia composante axisymetrique 
de I' ecoulement se traduisant par Ia ponderation par 1· du terme tempore I. 

La forme precedente est telle qu'elle permet indifferemment le traitement d'un 
champ ftuide sur maillage mobile ou fixe d'un point de vue programmation. 

3.1.1 Formes faibles 

II est possible de determiner deux formes faibles pour ce systeme d'equations: 

IV,= j < JU > arJ{U} dAr+ J < JU > rJ (o{Fx} + ~ or{F,.}) dAr 
Ar at Ar OX r ay 

= ~ J < JU >{U}dA+ J < JU >( 0~x} + ~ 07·~~r}) dA = 0, 
ut A(t) A(t) uX 1' 7 

avec dA'. = d~d17 dans I'espace de reference et dA = rdxdr dans l'espace reel. Nous 
avons alors Ia relation dA = J dAr. 

La deuxieme forme possible s'obtient de Ia premiere par le biais d'une integration 
par parties : 

Wn = ~ f < JU > {U}dA- { (<JU,x > {Fx}+ < JU,r > {Fr})dA 
ut JA(t) JA(t) 

+ j <JU > ({Fx}nx+{Fr}nr)dS=O, 
Is(t) 

avec ( nx, nr) les composantes de Ia normale exterieure au domaine. 
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3.2 Modele element .fini pour le fluide 

L'element fini axisymetrique choisi est represente sur Ia figure ci-dessous: 

--- z 

Du fait de !'absence de dependance en B, !'integration qui conduit a ponderer 
chaque terme par 2rr disparait. 

Le schema de discretisation tempore lie est eel ui de Lax-Wendroff [LW60] [Lef98]. 
II se decompose en 2 etapes : 

I. une premiere dite intermediaire oil une solution locale est tout d'abord calculee. 

2. une seconde dite finale oil Ia solution globale est calcuh~e par resolution du 
systeme non lineaire global. 

3.2.1 Etape intermediaire 

La solution intermediaire est calculee d'apres: 

i{U}"+ 112rdrdz= i{U}"rdrdz- ~~u ( 0
0
; + ~ 0::) "rdrdz+i{H}"drdz). 

Apres decomposition de { U} selon : 

{U}"+l/2 = {U}" + (F!}"+l/2 _ {U}"), 

on obtient finalement : 

{0}"+1/2 = {U}"--1-~t ( f (oFx + ~ oFr)" rdrdz- f {H}"d,·dz). 
rmAe 2 }A, ox r or }A 

Remarque 1 Le fait de decomposer { U}"+ 112 permet de decoupler { U}"+ 112 de,. 
en ne calculant que sa valeur moyenne sur /'element ponderee par le rayon moyen 
(barycentrique) 'm· 

Les flux intermediaires sont alors remis a jour d' apres : 

{Fx}n+l/2 = {Fx (un+l/2)} et {Fr}n+l/2 = {Fr (un+l/2)}. 
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3.2.2 Etapefinale 

Elle consiste a discretiser !'expression: 

WJ1=J < rSU >{~U}rdrdz -j ( < r5U >,x {Fx }+ < rSU >,r {Fr} t+'/ 2 
rdrdz 

Ae Ae 

+.[ < rSU > ({Fx}nx + {Fr}nrt+' 12 dS-1 < rSU > ~{H}n+l/ 2rd1·dz 
Jrse Ae r 

= WII,m- Wh,n- Wh,r = 0. 

La discretisation des differents tennes de notre forme variationnelle est effectuee 
de Ia maniere suivante: 

I. Apres decomposition de< r5U > et { ~U}, le tenne de masse fait apparaitre Ia 
matrice masse elementaire [Me]axi telle que: 

Wh,m = 1 < r5U > {~U}dA =< r5Ue > [Me]axd~Ue}, 
Ae 

avec < r5Ue >= ( < r5Ue >1, < 6Ue >2, < 6Ue >3) ou Ies indices sont relatifs 
aux nreuds de I' element (resp. pour { ~Ue}. 
La matrice [ Me]axi est obtenue par integration numerique ( 4 points de Hammer 
pour integration exacte, reference [BD90a] page 266). 

2. Le tenne Wh,n se decompose en une partie relative au flux, !'autre au tenne 
source. 

WJI.n=~t1 (< rSU,x > {Fx}+ < 6U >,r {Fr}t+1 12 rd7·dz+source 
Ae 

=< 6 Ue > { R'fw} + source. 

Le tenne source est quant a lui calcule selon: 

source= ~t 1 < r5U > {H}n+l/ 22Aedrdz 
Ae 

= < t5Ue > {Rrm }. 

3. Le contour est subdivise en elements lineaires a 2 nreuds tels que 

W!J,r=-~t { (<6U>({Fx}nx+{Fy}ny)f+ 112 dS Jre 
= < r5Ue > {RH. 

Ces operations decrites ci-dessus sont resumees par I' equation 
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Cette expression une fois assemblee conduit au systeme non lineaire suivant 

[M]axd~U} = {R}, 

avec [ M] axi Ia matrice masse globale et { R} le terme de residu global. 
Ces systemes algebriques non lineaires etablis, I' etape suivante consiste desormais 

a calculer leur solution par des techniques adaptees. 

3.3 Algorithme de resolution 

La resolution du systeme non lineaire, au cours d'un pas de calcul, est effectuee 
par une methode iterative de type Jacobi. 

Cet algorithme est base sur !'utilisation d 'une matrice masse diagonale [ M d] doni 
les elements sont determines d'apres 

ndlt 

[Md(i,j)] = b;j ~::)M(i,k)J avec ndlt: nbreded.d.l. total. 
k=! 

II peut se resumer de Ia maniere suivante. 

(M]{~U} = {R} avec (M] = (Md] + ([M]- [Md]) 
~ [Md]{~U} = {R} + ([Md]- (M)){~U}. 

On en deduit I' algorithme iteratif suivant: 

{~Uo} = [Md]- 1{R} 

{~Uk+d = [Mdt 1
( {R} + ([Md]- [M]){~Uk} ), k = 0, I, 2, ... 

Du fait du bon conditionnement de Ia matrice masse diagonale, 2 ou 3 iterations suf­
fisent pour obtenir une solution precise. 

Le schema de Lax-Wendroff n' etant plus positif dans les zones de forts gradients, 
une technique de capture de choc doit etre associee a l'algorithme de resolution. La 
technique de capture de chocs utilisee est le Flux Corrected Transport [RLV87]. Elle 
se base sur Ie maintien d'une solution d'ordre de precision eleve dans les zones ho­
mogenes et Ia prise en compte d'une solution de precision inferieure dans les zones de 
forts gradients comme les chocs par exemple. 

3.4 Cinematique d'un maillage mobile 

La deformation au sens geometrique du domaine de calcul (configuration actuelle) 
est definie ici dans un contexte equivalent a celui des elements finis: Ia configuration 
de reference est naturellement assimilee a I' element fini de reference. La cinematique 
peut s' ex primer scion une loi generale du type (en termes de ( ~, 1J)) : 

i({, t) = N;({).i;(t), { = (~, ry), 

ou les i; ( t) sont les coordonnees des nreuds du maillage mobile. 
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L'expression de lajacobienne reliant !'element reel (x, y) a !'element de reference 
(~, TJ) est donnee par: 

[J(t)] = det : = det /L_ [
8 -] [ Q£.1. 

8~ a, 

Le choix de Ia loi d'evolution temporelle est a priori arbitraire mais doit cependant 
satisfaire aux conditions de compatibilitecinematique et geometrique entre Ia frontiere 
du domaine fluide et Ia structure qui sont communes. La qualite du maillage est aussi 
un point a considerer en vue d'eviter Ia distorsion des elements. 

La prise en compte des vitesses du maillage et du fluide ne peut se faire sans 
prendre certaines precautions. II est en effet necessaire d'eviter toute interdependance 
entre ces vitesses ou influence parasite. On parle alors de consistance du schema vis­
a-vis de Ia mobilite du maillage. 

3.5 Consistance geometrique 

Un article de reference sur les maillages mobiles s'est impose suite a !'intro­
duction de Ia loi de conservation geometrique (GCL) par P. D. Thomas & C. K. 
Lombard (1979) [TL79]. Celui-ci fut en fait Ia redecouverte de Ia Space Conserva­
tion Law emise par J. G. Trulio & K. R. Trigger en 1961. Par Ia suite, I. Demirdzic 
[DP90][DP88] montra que le non-respect de cette loi pouvait, dans des cas de fortes 
mobilites du maillage, generer des puits ou sources de masse et contribuer a !'appari­
tion d. oscillations numeriques. 

Nous formulerons alors le principe de consistance geometrique selon: 

Tout champ uniforme et constant solution des equations de Navier-Stokes, 
doit le rester que/ que soit le mouvement du maillage. 

No us supposerons un deplacement nodallineaire en temps entre les instants ( t, t + 
~t): 

i(r) = (1- ¢(r))i" + ¢(r)i"+ 1
, avec ¢(r = t) = 0 et ¢(r = t + ~t) = 1, 

ce qui pour Ia composante radiale donne 

r(r) = bo + b1¢(r). 

Le jacobien de Ia transformation est alors une forme quadratique en ¢( r) 

La prise en compte d'un champ de variables uniforme dans !'equation [12] conduit a 
Ia forme simplifiee suivante: 

8rJ -Tt = Jr'\l.w. [13] 
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Mise sous une forme faible, nous obtenons: 

! l 8UdA = l 8UV.wdA, ou dA rdrdOdx. 

Une integration dans le temps nous conduit a: 

J 8UdA- { 8UdA 
An+I }An 

1t+61 = 8U J'Q.w r(r)drdOdxdr 
t Ar 

1t+6t[ or(r)J(r) 
= t JAr 8U or drdOdxdr avec [13] 

= {J 8U (a1bo + aob1 + 2(a2bo + a1h)¢(r) + 3a2b1¢(r) 2
) drdOdxd¢. Jo Ar 

quadratique en .p(r) 

Les termes du membre gauche de !'equation ci-dessus sont exactement integrables 
par une discretisation spatiale type elements finis. Pour que Ia GCL soit respectee, il 
est done necessaire de conduire une integration exacte en temps du membre droit. Ce 
dernier etant quadratique en¢( r), une integration numerique par deux points de Gauss 
le permet 

avec ponderation par un poids ega! a p = ~. 
Ainsi, Ia consistance geometrique du schema sera verifiee en integrant les termes 

de Hux et sources sur des geometries prises a des instants bien precis. 

3.6 Remise a jour du mail/age 

Entre deux pas de calcul, il s'avere done necessaire de remettre a jour I' ensemble 
du maillage pour, d'une part assurer une compatibilite en deplacements des elements 
frontieres communs aux parois mobiles, et d'autre part eviter une distorsion trop im­
portante des elements. Ace sujet, plusieurs methodes ont ete developpees et peuvent 
etre considerees comme generales. 

Citons notamment Ia methode des ressorts [Bat89] qui revient a assimiler chaque 
segment (constituant les aretes des cellules ou elements) comme un ressort (spring) 
avec sa propre rigidite en compression. Dans les cas de grandes mobilites de maillage, 
il est, de plus, necessaire d'introduire une rigidite en torsion pour eviter le chevauche­
ment ineluctable d'elements voisins [HTF97][Far96]. La remise a jour du domaine 
complet s'obtient alors par Ia resolution des equations d'equilibre appliquees au sys­
teme de ressorts. 

Une autre methode consiste a etablir une analogie entre le domaine represente par 
le maillage et un domaine pseudo-elastique [PASR96] dont Ia deformation peut etre 
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determinee par Ia resolution classique des equations lineaires de I' elasticite. Dans ce 
cas, Ia deformation n'est pas induite par une sollicitation mais par les deplacements 
imposes aux nreuds relatifs a Ia structure deformee. 
Ces methodes ont l'avantage d'etre generales mais necessitent une phase de calcul 
supplementaire et ne feront pas I' objet de ce travail. 

Pour )'ensemble des calculs qui seront effectues par Ia suite, les domaines de cal­
cuts sont convexes. lis permettent alors Ie calcul du champ de deplacement du maillage 
par une simple interpolation lineaire dans les deux directions entre une frontiere mo­
bile dont Ia vitesse locale nous est connue et son vis-a-vis generalement fixe. 

4 Algorithme d'echanges 

Les differents modeles introduits, il est alors necessaire de les faire dialoguer en 
vue de pouvoir conduire des calculs de couplage fluide-structure. 

La maniere Ia plus simple d'operer est de Ies faire calculer successivement avec 
un echange de donnees a chaque fin de calcul et de repeter le cycle le nombre de fois 
voulu. Cependant, les caracteristiques fluide et structure sont differentes. L'algorithme 
implicite de Ia structure permet de selectionner des pas de temps eleves, alors que le 
schema explicite du fluide se doit de respecter une condition de stabilite du type CFL 
[Cor92], ce qui conduit a des pas de temps inferieurs de plusieurs ordres de grandeur. 
Ainsi, il est plusjudicieux d'effectuer une remise a jour de Ia structure tousles NJ/s 

iterations ce qui permet de gagner en temps de calcul puisque les temps de transferts 
de donnees peuvent etre non negligeables s'ils sont effectues tres souvent. 

Nous pouvons representer schematiquement le couplage entre les deux codes de 
calcul et les echanges de donnees de Ia fa~on suivante: 

Fluide Structure 

.,._ Instant "p" 
PVM 

Instant "p" 
T~<rnsferl Pr,,ssi<Jn pilrit'l<lk . Hec,:ption 1'•-.:s;ion pam'lak 

CD -Position. vitesses et accelerations connut 
-Calcul sollicitations 
-Calcul iteratif de Ia solution 

~~ Instant "p+ 1" G) ~~~ -Remise a jour : -positions 

~ G) 
-vitesses 
-accelerations 

r{~C.:l~f1tion po~ition~ ~..·t vil~.~ss~.~.-; 
PVM 

Tmnskrt po<.ilions et vit.:sst'' L -Cal cui champ solution en Nf/s pa 

-Remise a jour maillage @ 
Instant "p+ 1" 

'-- -Remise a jour du champ solution 

Figure 8 - Transfert des donnees 
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Un cycle complet se deroule alors de Ia maniere suivante: 

1. Je fluide transmet le profit parietal de pression au code structure via des bi­
bliotheques de calcul parallele, ainsi que Je pas de temps structure: !':l.t, = 
N!l• X !':l.t,, 

2. de ces donnees, Je code structure calcule Ia solution au pas de temps suivant 
(temps incremente du pas de temps transmis par Je fluide) et remet a jour les 
coordonnees de Ia paroi, 

3. Ia structure transmet alors Jes positions et vitesses de !'ensemble des nreuds de 
Ia partie flexible de Ia paroi, 

4. Je fluide avance de N 11 • pas de temps fluide pour se recaler par rapport a Ia 
structure, 

5. +-' retour etape l pour un nouveau cycle. 

L'algorithme de couplage a ete emprunte a [TTL92] et se traduit par une avancee 
en temps pour le code structure, qui est ensuite "rattrape" par le fluide. La figure 9 
montre schematiquement Je couplage qui s'opere par Je transfert des donnees entre 
codes pour une succession de cycles de calculs. 

Flu ide 

.... Structure 

: transfert fluide ->structure 
: I pas de calcul structure 
: transfert structure -> fluide 
: Nf/s pas de calcul fluide 

Figure 9 - Algorithme de coup/age 

Cet algorithme ou Jes deux codes operent de fa'ron successive avec une remise des 
donnees communes entre chaque execution est en fait le plus simple qui puisse etre 
envisage. D' autres schemas ont cependant ete etudies (calculs successifs ou simulta­
nes) et detailles reference [Pip94]. 

Concernant Je choix de Ia variable N1 1 •, celui-ci ne peut etre choisi arbitrairement. 
Si nous notons par !':l.t f et !':l.t, Jes increments en temps respectifs du fluide et de Ia 
structure, Nfl• est alors defini comme le rapport en tier des increments 

Un choix correct de Nfls peut etre confirme d'apres des considerations energetiques 
en evaluant le decal age entre I' energie perdue rar le flu ide au profit de Ia structure et 
celle acquise par Ia structure. Toutes deux pn.· .. :•tt etre calculees separement d'apres 
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le travail des efforts de pression. Les pro fils de pression n' etant pas conn us aux memes 
instants pour les deux codes, ce decalage est directement relie aux choix de Ia valeur 
de N !I, differente de I. 

4.1 Bibliotheque de dialogue PVM -Parallel Virtual Machine 

Le couplage des deux codes d'un point de vue informatique est obtenu sous archi­
tecture parallele avec )'utilisation des bibliotheques PVM (Parallel Virtual Machine) 
[GB94][Kes97]. 

Celles-ci permettent decreer un environnement d'echanges entre les codes et ne 
necessitent, d'un point de vue programmation, que peu de modifications. Le principe 
est base sur une hierarchie master-slaves representee sur Ia figure 10. 

I Master. I 
' ' 

,' 

Jl " Slave 1 Slave 2 
(fluide) (structure) 

Environnement PVM 

Figure 10 - Configuration master-slaves 

Le master a pour unique tache d'attribuer un numero de processus a chacun des 
codes (slave) et de renseigner chacun du numero de processus accorde a son vis-a-vis. 
Chaque slave ayant desormais connaissance des numeros de chacun des processus, un 
"dialogue" (message-passing) peut alors etre etabli et le couplage commencer. 

5 Couplage aeroelastique d'un propulseur de fusee 

Les phases d' allumage et d' extinction des moteurs fusee soot particulierement cri­
tiques de par Ia complexite de Ia physique qui intervient. En regime etabli, une instabi­
lite du jet lors d' un essai au sol peut induire d' importants efforts asymetriques appeles 
charges laterales. Les effets immediats soot un risque d'endommagement, voire de 
rupture du moteur. La modelisation de ces effets ne peut se faire que par un modele 
fluide avec prise en compte des effets visqueux a I' aide de modeles de turbulence aptes 
au calcul du decollement de jet dans le moteur [Par96]. L'ambition de cette etude est 
cependant plus modeste et peut se justifier du fait qu'aucune donnee experimentale 
n' est encore disponible ace jour. 

Actuellement, des etudes sont menees pour identifier I' origine des charges late­
rales [Act98]. Une solution pour les eliminer serait de suffisamment rigidifier Ia struc-
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ture afin de limiter Ia deformation ce qui aurait pour principale repercussion de dimi­
nuer Ia charge utile et par voie de consequence le rendement des lanceurs actuels. 

D'ou !'idee de pouvoir mettre a profit le calcul numerique du couplage fluide­
structure sur un cas d'actualite. Ce couplage ne signifie pas qu'il est entierement res­
ponsable des problemes lies aux moteurs fusee mais il est rendu utile et necessaire 
pour justement en estimer son importance. 

Dans cette section, le couplage est conduit sur un moteur fusee dont une partie de 
sa structure est supposee souple. L'objectif est d'etudier Ia reponse dynamique d'un 
divergent souple sollicite par un champ de pression resultant de Ia detente superso­
nique des gaz du moteur fusee. Si les deformations sont faibles (domaine de l'elas­
ticite lineaire), Ia structure reagit sur ses modes fondamentaux. Deux calculs seront 
ainsi conduits, le premier relatif a un comportement Iineaire de Ia structure pour veri­
fier le comportement modal de Ia structure, le second relatif a un comportement non 
Iineaire afin de comparer Ies deux types de reponse. 

Le domaine de calcul axisymetrique est represente sur Ia figure II. 

r 

0.4 m 
Pt=50bars-

2.5 m 

. . . . . . . . 

~!.15m 
200 noeuds-

Figure 11 - Configuration moteur 

Les donnees au cours du calcul, seront extraites de trois points localises en aval du 
col a 25 %, 50 % et 75 %de Ia longueur flexible totale qui est de 2,45 m. 

Le maillage structure est extrait du precedent et se compose de 155 elements de 
type coque axisymetriques (cf. figure 11). 

Les conditions aux limites sont une condition de glissement sur 1es parois flexibles 
et rigides et un traitement des entrees/sorties par les caracteristiques [Cor92]. 

Le calcul du champ de deplacements (et done de vitesses) du maillage est explique 
ci-dessous et montre figure 12. 
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y 

L~~~ -~~ ~~~~~~~ -Eif"--------0 ' 
; X -interior : 
' ' 
' ' ' 

' ' 

Figure 12 -Adaptation mail/age 

1. pour chaque nreud interieur au maillage et susceptible de se deplacer, localisa­
tion de sa projection radiale sur Ia paroi flexible et determination des nreuds de 
Ia structure (dont Ia vitesse est connue) encadrant Ia projection. 

2. calcul de Ia vitesse wproject du point projete par interpolation avec les vitesses 
des deUX ntl!UdS !'entourant, UjUP et Wdown. 

3. deduction de Ia vitesse de maillage du nreud interieur par interpolation lineaire 
entre le nreud pro jete, de vitesse wproj ect, et le nreud associe sur I' axe de syme­
trie de vitesse nulle. 

La stabilite du schema fluide est assuree par une condition a C F L = 0.9 [Cor92] 
qui conduit a un increment en temps de dt = 1.310-6 s. 

Une premiere etape consiste a calculer Ia solution stationnaire du champ fluide en 
maintenant rigide Ia structure. Cet ecoulement etabli, Ia flexibilite est alors rendue a Ia 
structure et le couplage peut commencer. Au cours du calcul, sont stockes Ia pression 
et les deplacements aux nreuds pre-selectionnes ainsi que les echanges energetiques 
entre les deux domaines. Ces derniers sont calcules d'apres les efforts de pression. Un 
calcul structure est effectue tous les 20 pas de calcul fluide. 

Les proprietes materiaux choisies pour les deux cas d'etude sont: 

Linearite Epaisseur (m) Poisson 

Cas lineaire l.OEIO 0.04 9000 
Cas non lineaire 8.0E08 0.002 2000 

5.1 Cas lineaire 

Les echanges energetiques sont representes au cours du temps figure 13. Y est 
egalement trace le spectre de ce signal obtenu par un simple calcul de FFf, ainsi que 
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Ia valeur des premiers modes naturels de Ia structure obtenus d'apres un calcul modal. 
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Figure 13 - Echanges energetiques 

On remarque sur Ia premiere courbe, Ia conservation des echanges energetiques 
entre le fluide et Ia structure. Sur le spectre, on note Ia predominance d'un pic en 
frequence proche du premier mode. Ceci est un fait admis que I' essentiel des echanges 
energetiques se fait sur le premier mode nature! de Ia structure. 

Sur le graphique relatif aux deplacements radiaux, figure 14, on peut verifier le 
comportement lineaire de Ia structure hautement rigide (Ia contribution axisymetrique 
y est pour beaucoup) par un signal dont le spectre fait apparaitre des pies en frequence 
au niveau des modes naturels. Les modes detectes (1, 2 et 4 surtout) se trouvent lo­
calises en des points particuliers puisque le premier est decelable essentiellement au 
premier nreud de mesure, alors que le second mode est surtout decelable sur les deux 
derniers nreuds. 
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Figure 14 - Reponses en deplacements 

Le materiau est suppose cette fois-ci suffisamment souple pour permettre a Ia 
structured' evoluer avec des deplacements superieurs a I 0 fois I' epaisseur. Cela consti­
tue, rappelons-le, plus un cas academique qu'industriel. 

Sur Ia planche de figures Tab.l, sont representes les champs d'iso-valeurs pris a 
differents instants pour le nombre de Mach et Ia composante axiale de Ia quantite de 
mouvement. Chacune des figures est separee des autres d'un intervalle de temps de 
6.510- 4 s. Les premieres, pour chacune des deux variables, sont proches de l'etat 
stationnaire ou l'onde de pression creee a partir du col est particulierement bien pro­
noncee pour les deux champs. 

Au fur et a mesure du calcul, Ia structure reagit aux sollicitations exterieures en 
commenc;ant en haut du divergent ou Ia sollicitation est maximale, pour se propager 
le long de Ia paroi et generer comme une vague decelable visuellement d'apres le 
profil ondule de Ia paroi, et dont l'effet sur le fluide se traduit par I' apparition d'une 
succession de couples choc faiblelfaisceau de detente. 

Chaque perturbation creee par une courbure de Ia paroi est ensuite propagee par 
I' ecoulement. 
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On notera que l'onde de pression presente dans Ie cas d'une paroi rigide n'est que 
tres peu affectee, une explication vraisemblable est que I' amplitude des vitesses ra­
diates de Ia paroi qui est trop faible pour que !'information atteigne cette onde avant 
d'etre evacuee du domaine de calcul. 

D'un point de vue spectral, le tableau ci-dessous regroupe les ll premiers modes 
allant de 80 a 224Hz. 

Mode 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ll 

[Hz] 87 108 105 118 126 141 158 173 197 206 224 

La rigidite de !'element de coque axisymetrique a ete modifiee par sa matrice des 
proprietes physiques comme il fut mentionne section 2.4.3. Dans le cas d'un element 
plein, les 20 premiers modes ont des deformations maximales concentrees sur le der­
nier quart de Ia partie flexible. La pression y etant Ia plus faible, il a ete decide de 
modifier les caracteristiques physiques de )'element afin d'homogeneiser les defor­
mations sur une plus grande longueur. Pour ce faire, I' element a ete suppose creux, 
comme constitue de deux plaques de type sandwich separees par un milieu a rigidite 
nulle (voir section 2.4.3). Ces plaques sont reliees entre elles aux nreuds de I' element. 
Bien que ce modele ne soit qu'approximatif, il ale merite de fournir le resultat es­
compte. De plus, cette architecture de !'element plus proche de Ia realite offre a Ia 
structure totale une rigidite plus homogene espa~ant suffisamment les modes pour 
constituer une gamme de frequences interessantes (le cas du materiau plein donnait 
les 20 premiers modes entre 80 et 85Hz!). 

Sur le graphique 15 sont representees les evolutions des composantes radiates du 
deplacement (normees par l'epaisseur) en fonction du temps et leur spectre associe 
obtenu par FFf. On peut noter que les deplacements en trent rapidement dans Ia gamme 
du non Iineaire et qu'ils s'amplifient au fur et a mesure de I'avancee du calcul. Bien 
que Ia structure ait un module d'Young tres faible loin de refleter un cas industriel, ce 
calcul a permis de faire entrer Ia structure dans un comportement completement non 
lineaire et ce rapidement. 

Concernant les reponses en deplacements, les frequences calculees par FFf (bas 
de Ia figure 15) ne coincident pas avec les modes naturels. Les sept premiers pies en 
frequence mesures se situent entre 114 et 360Hz, alors que les sept premiers modes 
naturels apparaissent sur une bande plus etroite allant de 87 a 158 Hz. La structure 
se rigidifie du fait de Ia prise en compte des termes non lineaires tors du calcul de Ia 
rigidite et le spectre subit un decal age positif en frequence. 

Sur Ia figure 16 est tracee Ia courbe d' echange energetique au cours du temps pour 
Ia structure. Nous remarquons que Ia structure accumule sans cesse de l'energie sans 
le moindre retour vers le fluide. Ce comportement traduit sans doute Ia presence d'un 
cas d'instabilite similaire a des conditions de type flutter. Cette derniere est de type 
dynamique et n'est a priori pas previsible. II est possible cependant de rapprocher ce 
resultat aux experiences de Tuovila faites en 1968 sur des tuyeres coniques flexibles 
[TL68]. L'auteur cherchait a l'origine a observer ce type d'instabilites et celles qu'il 
detecta ne furent que statiques du type flambement. 
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Les calculs ont ete effectues sur une SGI R 10000-194. Le temps CPU pour chaque 
calcul est approximativement de cinq heures. Le calcul structure a requis 1, 6 % du 
temps global pour le cas lineaire et 4 % dans Ie cas non Iineaire. Ces donnees montrent 
Ia part significative du calcul des donnees du ftuide a l'egard de calcul structure. Ainsi, 
le prix a payer en temps machine pour un calcul couple n'est que tres legerement su­
perieur a celui d'un calcul ftuide seul mais peut apporter une precision accrue des 
resultats sans commune mesure. 

II est clair a Ia vue des precedents calculs, qu'un couplage ftuide-structure ap­
plique au cas d'un moteur de propulseur de fusee peut s'averer riche d'informations 
qualitatives. N' ayant que peu de donnees experimentales sur le sujet, it est encore dif­
ficile d'etablir une comparaison efficace. Cependant, ces calculs melant non linearites 
geometriques et chocs-detentes sont encourageants et ont permis de montrer, sans Ia 
moindre adaptation du maillage (raffinement) en cours de calcul, Ia robustesse et l'ef­
ficacite des schemas utilises, a Ia fois pour le ftuide, Ia structure et pour I' algorithme 
de couplage. 

Nous avons notamment pu voir: 

- dans Ie cas de faibles deplacements, Ia structure adopte un comportement di­
rectement projetable sur Ia base de ses modes propres. II est ainsi possible et 
seulement dans le cas d'un comportement lineaire, de se limiter a une analyse 
modale. II n'en est cependant pas de meme pour des cas de grands deplace­
ments, ou Ia structure par sa rigidite accrue, decale ses modes naturels (non 
lineaires) vers les hautes frequences. 

- I' analyse des phenomenes aeroelastiques pour des grands deplacements fait ap­
paraitre un comportement modal propre au couple ftuide-structure. II s'agit done 
d'etudier Ia reponse d'un seul systeme couple par le biais de non-linearites 
[Dow75]. De plus, ce domaine du non lineaire necessite des calculs couples 
du fait de I' impredictibilite des phenomenes qui peuvent apparaitre (instabilites 
statiques ou dynamiques). 

6 Conclusion 

Ainsi, Ie developpement d'outils numeriques propres a chaque domaine de Ia phy­
sique peut mener a un couplage de differents codes en veillant a bien respecter les 
repercussions qui peuvent en resulter. En effet, la prise en compte d'une structure 
en grands deplacements traduit necessairement une deformation notable du maillage 
ftuide qui doit etre modifie au cours du temps pour satisfaire a Ia fois les conditions 
cinematiques et eviter une distorsion trop importante des elements du maillage. L' utili­
sation d'un maillage dynamique et le principe de consistance geometrique permettent 
de satisfaire cette condition. 

Les outils du calcul parallele fournissent une interface simple et efficace a mettre 
en reuvre pour le couplage de codes. De plus, l'utilisationde methodes multi-domaines 
par le biais de ces outils permettrait de reduire le temps CPU accorde au ftuide [Kes97) 
[Par96]. Concernant Ia structure, le temps CPU qui lui est accorde reste tres faible et sa 
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non prise en compte, comme enrichissement de certaines conditions aux limites du do­
maine fluide, n'est done pas justifiable en temps de calcul. De plus, ces simplifications 
peuvent parfois s' averer lourdes de consequences : exemple du flutter en aeronautique. 
Sa contribution peut en effet etre incluse dans tout code fluide et contribuer ainsi a une 
plus grande rigueur des resultats en evitant I' hypothese de parois extremement rigides. 

Le couplage d'un moteur fusee et de son aerodynamique bien que plus acade­
mique qu'industriel a donne des resultats tres satisfaisants en permettant de valider 
!'approche modale utilisee pour les calculs lineaires. II a permis aussi de montrer Ia 
necessite d'effectuer des calculs couples pour Ies cas de deformations en grands de­
placements du fait qu'une analyse modale s'avere completement obsolete dans ce cas. 
II semble de plus que le couplage au sein d'une tuyere flexible laisse apparaitre des 
instabilites pouvant tres bien etre a I' origine du phenomene de charges laterales pour 
des geometries tridimensionnelles. 

Ces calculs ne representent bien sur qu'une simplification du probleme physique 
mais constituent en soi une premiere etape. Une version plus complete de cette chaine 
de couplage en vue d'etudes plus approfondies peut etre obtenue par !'introduction 
des effets visqueux avec Ia prise en compte de modeles de turbulence. Le but est de 
permettre I' etude de phenomenes tels les problemes de decollements de jets presents 
lors des allumages a basse altitude et pouvant mener de par leur instabilite a des en­
dommagements irreversibles [Had97][Pek93]. Ce second volet constitue l'objectif a 
atteindre pour les annees a venir. 

Remerciements 

Les auteurs tiennent a remercier les deux laboratoires pour Ia mise en commun de 
leurs soutiens scientifiques et ressources informatiques fournis au cours de ces travaux 
ainsi que les lecteurs anonymes pour !'aide qu'ils ont apportee a !'amelioration de Ia 
redaction de cet article. 

Bibliographie 

[Act98] Actes du colloque-Proceedings, CNES PARIS. European Seminar on Ro­
cket Nozzle Aows, octobre 1998. 

[BA 75] R. L. Bisplinghoff et H. Ashley. Principles of Aeroelasticity. Wiley and Son, 
New York, 1975. 

[Bat89] J. T. Batina. «Unsteady Euler airfoil solutions using unstructured dynamic 
meshes». AIAA Paper No. 89-0115, A1AA 27th Aerospace Sciences Meeting, 
Reno, Nevada, janvier 1989. 

[BD90a] J. L. Batoz et G. Dhatt. Modelisation des structures par elements finis- Vol. 
1. Hermes, 1990. 

[BD90b] J. L. Batoz et G. Dhatt. Modelisation des structures par elements finis- Vol. 
3. Hermes, 1990. 



Couplage ftuide-structure et moteurs fusee 195 

[CNE96] SERAM CNES. Etude du comportement dynamique du divergent du mo­
teur Vulcain. Rapport , Laboratoire de Mecanique des Structures secteur 
ENSAM, Universite Paris VI- Dossier 60737, 1996. 

[Cor92] R. W. Cormack. Numerical computation of compressible viscous flow. Stan­
ford University course, fevrier 1992. 

[DF95a] G. Dhatt et M. Fafard. Mecanique non lineaire. Institut Pour Ia Promotion 
des Sciences de I'Ingenieur- Paris, septembre 1995. 

[DF95b] G. Dhatt et M. Fafard. Modelisation des coques en grandes rotations. Institut 
Pour Ia Promotion des Sciences de I'Ingenieur- Paris, septembre 1995. 

[DF95c] G. Dhatt et M. Fafard. Resolution de problemes non lineaires. Institut Pour 
Ia Promotion des Sciences de l'lngenieur- Paris, septembre 1995. 

[Dow75] E. H. Dowell. Aeroelasticity of plates and shells. Noordhoff International 
Publishing, 1975. 

[DP88] I. Demirdzic et M. Peric. <<Space conservation law in finite volume calcula­
tions of fluid flow>>. Int. J. for Num. Meth. in Fluids, vol. 8, p. I037-1050, 
1988. 

[DP90] I. Demirdzic et M. Peri c. <<Finite volume method for prediction of fluid flow 
in arbitrarily shaped domains with moving boundaries>>. Int. J. for Num. 
Meth. in Fluids, Vol. 10, p. 771-790, 1990. 

[DT84] G. Dhatt et G. Touzot. Une presentation de Ia methode des elements finis. 
Maloine S.A. Editeur Paris, 1984. 

[Far96] C. Farhat. <<High performance simulation of coupled nonlinear transient 
aeroelastic problems>>. Ecole d 'Ete - Porquerolles (France) I -6 Juillet, 1996. 

[Fun58] Y. C. Fung. An Introduction to the Theory of Aeroelasticity. Wiley and Son, 
New York, 1958. 

[GB93] G. P. Guruswamy etC. Byun. <<Fluid-structural interactions using Navier­
Stokes equations coupled with shell finite element structures>>. AIAA Paper 
93-3087,juillet 1993. 

[GB94] A. Geist etA. Beguelin. PVM 3 user's guide and reference manual. Rapport 
, Oak Ridge National Laboratory, mai 1994. 

[Had97] H. Hadjadj. Analyse Physique et Simulation Numerique des Ecoulements 
Compressibles; Application aux Tuyeres de Propulseurs. These, LMFN­
CORIA, Universite Rouen- France, 1997. 

[HTF97] B. Koobus H. Tran etC. Farhat. <<Numerical simulation of vortex shedding 
flows past moving obstacles using the k-t turbulence model on unstructured 
dynamic meshes>>. Revue Europeenne des Elements Finis (a paraftre), 1997 .• 



196 Revue europeenne des elements finis. Volume 8 - no 2/1999 

[JDH82] S. Giuliani J. Donea et J.P. Halleux. <<An arbitrary lagrangian-eulerian finite 
element method for transient dynamic fluid-structure interactions». Camp. 
Meth. in Applied Mechanics and Engineering 33, p. 689-723, 1982. 

[Kes97] E. Kessy. Decomposition de domaine et ca1cul paralle1e distribue: Applica­
tion a Ia mecanique des fluides. These, LMFN-CORIA, Universite Rouen -
France, 1997. 

[Lef98] E. Lefran~ois. Modele numerique de Couplage Fluide-Structure pour 
I'Etude des Phenomenes Aeroelastiques avec Application aux Moteurs Fu­
see. These, LMFN-CORIA, Universite de Rouen, juin 1998. 

[Loh88] R. Lohner. <<An adaptive finite element solver for transient problems with 
moving bodies>>. Computers and Structures, Vol. 30, No. 112, p. 303-317, 
1988. 

[LW60] P. D. Lax et B. Wendroff. <<Systems of conservation laws>>. Comm. Pure and 
Applied Mathematics, 13: p. 217-237, 1960. 

[Par96] Parallel CFD 96 - Capri, Italie. Implementations and Results Using Paral­
lel Computers, A. Hadjadj, E. Kessy, E. Lefran~ois, G. Dhatt and D. Van­
dromme, 1996. 

[PASR96] P.R. Schunk P. A. Sackinger et R. R. Rao. «A Newton-Raphson pseudo­
solid domain mapping technique for free and moving boundary problems: a 
finite element implementation>>. J. of Camp. Physics, 1996. 

[PDa94] R. Ohayon P. Destuynder, P. Hernon et al. <<Comportement aeroelastique, 
structures et ecoulements>>. Institut pour Ia Promotion des Sciences de I' In­
genieur, Paris, juin 1994. 

[Pek93] L. 0. Pekkari. <<Aeroelastic stability of supersonic nozzles with separated 
flow>>. AIAA, 29th Joint Propulsion Conference and Exhibit, Monterey, CA, 
1993. 

[Pip94] S. Piperno. Staggered time integration methods for a one-dimensional eu­
ler aeroelastic problem. Rapport , CERMICS, INRIA - Sophia-Antipo1is, 
France, decembre 1994. 

[Pip95] S. Piperno. Simulation Numerique de Phenomenes d'Interaction Fluide 
Structure. These, Ecole Nationale des Ponts et Chaussees, juin 1995. 

[RLV87] J. Peraire R. Lohner, K. Morgan et M. Vahdati. <<Finite element flux­
corrected transport for the Euler and Navier-Stokes equations>>. Int. J. for 
Num. Meth. in Fluids, Vol. 7, p. 1093-1/09, 1987. 

[Sch73] R. H. Schmucker. Side loads and their reduction in liquid rocket engines. 
Rapport , 24th Int. Astron. Congress, Baku, USSR, octobre 1973. 



Couplage ftuide-structure et moteurs fusee 197 

[Sch84] R. H. Schmucker. Flow processes in overexpanded chemical rocket nozzles 
- part I. Rapport , NASA - 77396, 1984. 

[Sur82] K. S. Surana. «Geometrically nonlinear formulation for the axisymmetric 
shell elements». Int. J. for Num. Meth. in Engng., Vol. 18, p. 477-502, 1982. 

[TL68] W. J. Tuovila et N. S. Land. Experimental study of aeroelastic instability of 
overexpanded rocket nozzle extensions. Rapport, NASA TN D-4471, avril 
1968. 

[TL79] P. D. Thomas etC. K. Lombard. <<Geometric conservation law and its appli­
cation to flow computations on moving grids». AIAA J., vol. 17, No. 10, p. 
1030-1037, 1979. 

[TM96] P. Le Tallec et J. Mouro. Structures en grands deplacements couplees a des 
ftuides en mouvement. Rapport , INRIA - No 2961, aofit 1996. 

[TTL92] M. Behr T. Tezduyar et J. Liou. «A new strategy for finite element compu­
tations involving moving boundaries and interfaces -the deforming spatial 
domain/space-time procedure: I. the concept and the preliminary numerical 
tests». Comput. Meths. Appl. Mech. Engrg., p. 339-351, 1992. 

[Wor95] Workshop for Computational Fluid Dynamic Applications in Rocket Pro­
pulsion and Launch Vehicle Technology - Huntsville, Alabama. Fluctuating 
Pressure Analysis of a 2-D SSME Nozzle Air Flow Test, avril 1995. 



198 Revue europeenne des elements finis. Volume 8 - no 211999 

- Nomenclature Structure 

co, CP, CP+l :configurations aux instants 0, pet p + 1 
E :module d'Young 
,:, ,: 
Uexd 
{f;nt} 
F 
G 
H 
I 
[j] = [J]-1 
[KT]. [Kf] 
[KiJ, [Ks] 
L 
[ 

p 

nx 
[Vme] 
N; 
{R} 
p 
so. st 
s 
t, Dot 
{ U}, { Ue} 
{datu}, {ii} 
vo. vt 
w 
i= (x,r) 
io 
(~, TJ) 
Jil 
Egt 

II 

u 

- Notations 

: sollicitations externes surfaciques et volumiques 
: vecteur elementaire du terme de sollicitations 
: vecteur elementaire du terme de residu en contraintes 
: tenseur gradient de transformations 
: module de cisaillement transverse 
: matrice des proprietes elastiques 
: tenseur diagonal unite 
: jacobien de Ia transformation de element reel/reference 
: matrices tan gentes globale et elementaire 
: matrices tangentes lineaire et geometrique 
: longueur de I' element 
: tenseur gradient des deplacements 
: indice tempore! 
: composante axiale de la normale orientee vers l'exterieur 
: matrice masse consistante elementaire 
: fonction d'interpolation nodale 
: vecteur residu global 
: masse volumique 
: surface delimitant les volumes de controle vo et vt 
: tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff (2nde espece) 
: temps et pas de temps 
: vecteurs deplacement global et elementaire 
: vecteurs vitesse et acceleration 
: volumes de controle initial et actuel 
: forme variationnelle (faible) 
: coordonnees cylindriques 
: vecteur position dans Ia configuration co 
: coordonnees curvilignes de l'espace de reference 
: variation de u ou deplacement virtue) 
: tenseur des deformations de Green-Lagrange 
: coefficient de Poisson 
: tenseur des contraintes reelles de Cauchy 

{.} : vecteur colonne 
< . ) : vecteur ligne 
[.] : matrice 
1·1 : determinant 
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- Nomenclature Fluide 

Ae 
c 
cd 
e 
{F~} 
{ F~.} 
{Fcx} 
{Fer} 
{H} 
J 
n 
(nx,nr) 
M 
[M]axi• [Me]axi 
[Md], [M1] 
N; 
p 
lR 
{R} 
{R} 
{RnF}, {RnH }, {Rr} 
p 

s 
T 
tl OU llx 

{U} 
V OU Ur 

W1, Wu 
w 

i = (x,r) 
(~' 1]) 

{JU} 
"/ 

- Indices 

e 
res 
00 

6 

: aire etementaire 
: celerite du son 
: coefficient de diffusion 
: energie interne du fluide 
:flux convectif longitudinal (sur maillage mobile) 
: flux convectif radial (sur maillage mobile) 
: flux convectif eulerien longitudinal 
: flux convectif eulerien radial 
: terme source axisymetrique 
: jacobien de Ia transformation de l'etement reel/reference 
: indice tempore] 
: composantes cylindriques de Ia normale orientee vers I'exterieur 
: nombre de Mach 
: matrices masses consistantes globale et elementaire 
: matrices masses diagonales globale et elementaire 
: fonction d'interpolation nodale 
:pression statique (sans indice) 
: constante des gaz parfaits, lR = cp - Cv 

: residu modi fie par Ia mobilite du maillage 
: residu global 
: residus des flux, source et de frontiere 
: masse volumique 
: surface delimitant le volume de controle A 
: temperature statique (sans indice) 
: composante longitudinale de Ia vitesse 
: vecteur des variables conservatives 
: composante radiale de Ia vitesse 
: formes variationnelles (faibles) 
: poids d'integration numerique 
: coordonnees cylindriques 
: coordonnees curvilignes de l'espace de reference 
: fonction test ou fonction de ponderation 
:rapport des chaleurs specifiques, "/ = 1.4 pour l'air 

:element 
: conditions de reservoir 
: conditions milieu ambiant 
:variation 




