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REsUME. Dans ce papier, nous proposons un estimateur d'erreur pour le probleme de contact 
d'un solide elastique sur un socle rigide ou probleme de Signorini. Cet estimateur est base 
sur une mesure d'erreur en relation de comportement et sur des techniques de construction 
de champs admissibles. Sa mise en auvre utilise une technique particuliere de prise en 
compte du contact. Le taux de convergence de cet estimateur est etudie. En utilisant les 
procedures d'adaptation de maillages precedemment developpees, on presente un exemple 
d'optimisation de calculs pour des discretisations utilisant des triangles a 3 nauds. 

ABSTRACT. In this paper, we present an error estimator for the contact problem of an elastic 
body on a rigid foundation in elasticity or Signorini's problem. The estimator is based on the 
concept of error in the constitutive relation and on techniques of admissible fields building. It 
is carrying into effect with a particular technique in order to take into account the contact. 
The convergence rate of this estimator is studied. By using procedures of mesh adaptivity 
previously developed, we show an example of optimized computations for discretizations with 
3-nodes triangles. 
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1. Introduction 

Les problemes de contact unilateral interviennent dans de nombreux domaines 
du calcul de structures : emboutissage, extrusion, impacts... La simulation 
numerique de ces phenomenes non lineaires complexes est le plus souvent effectuee 
par des methodes d'elements finis. Un enjeu important est evidemment de quantifier 
les erreurs inherentes a !'utilisation de ces approximations numeriques. Dans ce 
papier, nous proposons une methode basee sur le concept d'erreur en relation de 
comportement, pour repondre a cette question dans le cadre simple d'un probleme 
de contact unilateral. 

Du point de vue mathematique, un probleme de contact unilateral correspond a 
une inequation variationnelle [DUV 72], [FIC 72], [KIK 88], dont l'approximation 
par elements finis a ete discutee par de nombreux auteurs. En particulier Haslinger, 
Hlavacek et Necas [HAS 96], ont considere le cas de deux solides deformables et 
etudie Ia convergence des methodes elements finis dans le cas de maillages 
compatibles sur la zone de contact. Ces estimations a priori englobent le cas du 
probleme de contact sur socle rigide (ou probleme de Signorini). Finalement, Ia 
generalisation au cas de deux solides dont les maillages sont incompatibles sur Ia 
zone de contact est traitee dans [BEN 97], [BEN 98], [HIL 98]. Ces estimations 
d'erreur a priori foumissent des renseignements sur la convergence et sur Ia vitesse 
de convergence des methodes d'elements finis utilisees, mais elles ne permettent pas 
de quantifier les erreurs de discretisation. Cette quantification necessite !'elaboration 
d'estimations d'erreur a posteriori. Pour les problemes lineaires, de nombreux 
travaux ont ete consacres a ces questions; ils peuvent schematiquement 8tre classes 
en trois grandes categories: les estimateurs fondes sur !'exploitation des residus des 
equations d'equilibre [BAB 78], les estimateurs utilisant un lissage des champs de 
contrainte [ZIE 87] et les estimateurs fondes sur le concept general d'erreur en 
relation de comportement et sur des techniques associees de construction de champs 
de contraintes verifiant rigoureusement les equations d'equilibre [LAD 75], 
[LAD 86], [LAD 91]. 

Dans le cadre des problemes de contact unilateral, il semble que tres peu de 
travaux aient ete realises sur les estimations d'erreur a posteriori. On peut citer 
neanmoins la reference [WRI 94] qui utilise une methode de penalisation permettant 
de transformer l'inequation variationnelle en une equation variationnelle et ainsi de 
construire, dans ce cadre standard, un estimateur d'erreur base sur les residus des 
equations d'equilibre. L'inconvenient majeur de cette demarche est que !'estimation 
d'erreur a posteriori porte sur le probleme penalise (et non pas sur le probleme 
exact) et que le parametre de penalisation intervient directement dans !'estimation 
d'erreur. 

Dans ce papier, nous presentons une methode basee sur le concept d'erreur en 
relation de comportement, pour estimer les erreurs de discretisation dans le cadre 
d'un probleme de contact unilateral en petites deformations. Cette methode 
s'applique aux techniques classiques de traitement de la condition de 
non-penetration au niveau du contact mais elle est particulierement bien adaptee au 
traitement global de la condition de non penetration developpee dans [HIL 98]. 
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Dans Ia deuxieme partie, nous rappelons les equations du probleme de 
Signorini : contact sans frottement d'un solide avec un socle rigide. Pour definir ce 
probleme, nous utilisons Ia methode decrite dans [LAD 96] qui consiste a introduire 
sur Ia zone de contact une entite mecanique surfacique comportant ses propres 
variables, ses equations de liaison, ses equations d'equilibre et son comportement. 

Dans la troisieme partie, nous construisons un estimateur d'erreur fonde sur la 
notion d'erreur en relation de comportement. II repose sur une classification des 
equations en liaisons cinematiques, equations d'equilibre et relation de 
comportement. Un lien entre l'estimateur propose et les erreurs en solution 
classiquement utilisees est etabli. Ceci constitue, pour ce type de probleme une 
extension du theoreme de Prager-Synge [PRA 47]. 

La quatrieme partie traite de }'approximation du probleme de Signorini par 
elements finis. Nous etudions deux manieres differentes d'exprimer la condition de 
non-penetration. La premiere, tres classique, consiste a definir localement nceud par 
nceud la condition de non-penetration. La seconde consiste a definir cette condition 
de maniere plus globale sur la zone de contact. Ces deux methodes conduisent a la 
minimisation d'une fonctionnelle quadratique sous contraintes convexes dont Ia 
discretisation est classique. 

La cinquieme partie concerne la mise en ceuvre de l'estimateur qui necessite Ia 
construction, a partir des donnees du probleme et de Ia solution elements finis, de 
champs de deplacement et de champs de contrainte verifiant les liaisons 
cinematiques et les equations d'equilibre. II est a noter que cette reconstruction est 
nettement plus simple dans le cas ou Ia discretisation utilise Ia condition de 
non-penetration globale. 

Dans la derniere partie, nous presentons les resultats de tests numeriques qui 
permettent d'evaluer la qualite des estimateurs obtenus. D'autre part, en s'appuyant 
sur des techniques precedemment developpees [COO 94], [COO 95], [COO 97], un 
exemple d'adaptation de maillages est presente. 

2. Defmition du probleme continu 

Nous considerons ici le probleme de contact d'un solide elastique sur un socle 
rigide indeformable classiquement appele probleme de Signorini. Nous supposons 
que le solide occupe le domaine n, dont Ia frontiere an est constituee de trois 
parties. Sur Ia premiere partie, notee a1n, on suppose que le champ de deplacement 
est impose (afin de simplifier, on suppose qu'il s'agit d'un encastrement). On notera 
a2n Ia partie soumise a une densite surfacique d'efforts F4 donnee. La partie 
complementaire, notee a en, constitue Ia zone candidate au contact. Le solide n 
est soumis a une densite volumique d'efforts f4 . L'operateur d'elasticite du materiau 
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(operateur de Hooke) est note K. On supposera que l'operateur des deformations est 

linearise. 

Pour formuler clairement Ia notion d'erreur en relation de comportement, nous 
considerons, comme dans [LAD 96], Ia zone de contact acn comme une entite 
mecanique a part entiere. Nous introduisons, en plus des inconnues U (champ de 
deplacements) et cr (champ de tenseurs de contrainte), deux quantites 
supplementaires: W, trace du deplacement U sur a en et R, densite des efforts de 
reaction de I' obstacle indeformable sur n' definie sur a en. Alors le probleme de 
Signorini devient : trouver ( U, cr) de finis sur n et ( W, R) definis sur a en tels 

que: 

- U et W verifient les liaisons cinematiques : 

Figure 1. Probleme de contact sur socle rigide iruliformable 

- cr et R verifient les equations d'equilibre : 

-fTr(cre(V)]dn+ ftJVdn+ f FJVdS+ fRrVdS=O 
n n a,n acn 

'v'V e U0 = {U regulier I U = 0 sur ti1n} 

- U, W, cr et R verifient les relations de comportement : 

elasticite : 

cr = Ke(U) 

contact: 

T 
W,=WnSO 

[1] 

[2] 

[3] 

[4] 
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R,Wn =0 

R, = R-Rnn=O 

11 

[5] 

[6] 

[7] 

oil n designe Ia normale unitaire exterieure a n et le symbole T represente Ia 
transposition. Les relations [4] a [6] constituent les conditions de contact unilateral. 

L'inegalite [4] traduit Ia non-penetration du solide dans le socle rigide ; seuls le 
maintien du contact ou le decollement sont autorises. L'inequation [S] impose Ia 
condition de signe a Ia contrainte normale et [6] represente Ia condition de 
complementarite. Finalement [7] traduit Ia nullite de Ia composante tangentielle du 
vecteur contrainte, c'est-a-dire I' absence de frottement. 

3. Erreur en relation de comportement 

3.1. Champs admissibles 

On dit qu'un couple s = (u, c) est admissible si : 

u = ( iJ' w) verifie les liaisons cinematiques [ 1]' 

c =<a-, R) verifie tes equations d'equilibre r21. 

3.2. Mesure d'e"eur en relation de comportement 

Les conditions [4] a [7] sur Ia zone de contact sont equivalentes a Ia relation 
d'appartenance suivante [MOR 74]: 

oil I K designe Ia fonction indicatrice du c6ne convexe K defini par : 

K = { R = R,n + R, tel que Rn S 0 et R, = 0} 

On rappelle que /K(R) = 0 si R e K et +oo sinon. L'inclusion [4] a [7] est 
elle-meme equivalente a l'egalite : 
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ou (I K r designe Ia fonction conjuguee de I K. On montre que (I K r = (I gO) ou K0 

designe le c8ne polaire de K . ll est clair que : 

K0 = { W = W,n + W, tel que W, ~ 0 } 

D'autre part, d'apres l'inegalite de Legendre-Fenchel, on a: 

Pour s = ( 0, W, cr, R) admissible, il en resulte que Ia quantite : 

e
2
(s) =II&- Ke(U)II:.n + 2 f(Ig(R)+ IK. (-W)+ R_Tw)cts [8] 

a en 

ou llcrll!.n = J Tr[ crK-'cr ]dn 
n 

est toujours positive ou nulle et qu'elle est nulle si et seulement si les relations de 
comportement [3 a 7] sont verifiees. La quantite e(s) est par definition la mesure 

. d'erreur en relation de comportement associee au couple admissible s. 

On associe a l'erreur en relation de comportement l'erreur relative notee E et 
definie par : 

II&- Ke( U)ll:.n + 2 J (I K (R) +I K• (-W) +RT W)dS 
E2 _ acn 

-II&+ Ke(U)II:n +2 f (lg(R)+ IK. (-W)+RrW)dS 
• a n . c 

[9] 

Ainsi, E est une precision globale qui permet d'evaluer Ia qualite globale de Ia 
solution approchee s. Soit E une partie de Q. On definit alors Ia contribution 
locale de E a l'erreur [9] par Ia quantite E E : 

II&- Ke(U)IC +2 J (IK(R)+ IK. (-W)+RrW)dS 
E2 = (acG)t"'E 

E llcr+Ke<O)II:.n +2 fuK<R>+IK.<-W)+RTW)ds 
a en 

[10] 

ou llcrii!.E = J Tr[ crK-'cr ]dE 
E 

En pratique, E est un element quelconque du maillage associe a n. Les 
contributions locales permettent ainsi de localiser les erreurs sur Ia structure. Par 
construction, on a : 



Contr8le des problemes de contact 13 

[11] 

Dans le cas oil a en= 0, les definitions [9], [10] et [11] se ramenent aux 
definitions correspondantes pour le probleme de l'elastieite [LAD 91]. 

3.3. Lien avec les erreurs en solution 

Soit ( U, W, a, R) Ia solution du probleme de Signorini [1] a [7]. Pour tout 
s = ( 0' w' a' ih admissible, on a : 

e
2 (s)-11v-011:.n -lla-crll:.n <!:0 oil IIVII~.n = fTr[e(U)Ke(U))d.Q [12] 

n 
et done: 

[13] 

Cette propriete eonstitue une extension du tbeoreme de Prager-Synge en 
elasticite lineaire. 

Demonstration : 

Si R E K ou si -WE K0
, e(s) = +oo et !'equation [13] est done verifiee. 

Supposons done que : R e K et - W e K 0
• 

II&- Ke( O>ll:.a = II&-a+ Ke( u- O>ll:.a 
= llcr- all:.a + llu- Oll:.a + 2 f Tr[ < cr- a)e( u-0) }in 

n 

Comme a et cr verifient [2] et que U et 0 verifient [1], on a: 

II&- Ke<O>II:.n = llcr- all:.a + llv- 011:.n + 2 f (R- Rl (W- W}1S 
ilcn 

En utilisant [4] a [7] ainsi que Ia definition [8] de e(s), on deduit: 

e
2 (s) = llcr- all:.a + llu- 011:.n + 2 f R. ~dS + 2 f R, ~dS 

acn acn 

La propriete est alors etablie en remarquant que R. ~ ;;::: 0 et R.. W, ;;::: 0. 
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Remarques : 

La definition [8] ne presente veritablement un interet que pour des quadruplets 

s = ( 0' w' a' R) tels que I Ko (-W) et I K ( R) soient finis. Sinon, l'erreur e(s) est 

infinie. De meme, les inegalites [12], [13] ne presentent d'interet que sous les 

memes conditions. En pratique, pour les champs R et W que nous construirons, le 

terme f RrWdS sera toujours petit et meme nul dans certains cas. 
a co 

Dans le cas oil certains points qui ne sont pas initialement en contact pourraient 
le devenir apres deformation, on est amene a considerer le jeu initial. Les conditions 
de contact [4] a [7] sur a en deviennent: 

W,. = wrns G. 

R. =RrnSO 

R.(W,.-G.)=O 
R, = R-R.n=O 

ou G.= G. (X), X E a en est Ia fonction positive connue traduisant Ia distance des 

points X E a en au socle rigide. Contrairement au cas sans jeu initial, le fait que G. 
ne soit pas constant implique que les conditions de contact different suivant les 
points de o en. Soit G = (G., 0). On introduit une version plus generale de l'erreur 

en relation de comportement [8] qui devient : 

e2
(s) = jj<J-Ke(U)ll:.o +2 J (IK(R)+IK. (-(W -G))+Rr (W -G))dS [14] 

a co 

4. Resolution par Ia methode des elements finis 

4.1. Formulation variationnelle 

On pose pour to us U et V dans U 0 : 

a(U, V) = fTr(e(U)Ke(V)]dn 
0 

Ainsi, a(.,.) designe Ia fonctionnelle bilineaire symetrique classique de 
l'elasticite. On pose egalement pour tout V dans U0 : 

L(V) = f t:Vdn+ f F:VdS 
o a,o 
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La forme lineaire L(.) prend en compte I' action des forces exterieures fd et ~. 
On definit ensuite le convexe des deplacements admissibles note U ad et comprenant 
la condition de non-penetration : 

oil on note v;, = V1 n. Classiquement, la formulation variationnelle associee au 
probleme de Signorini [1] a [7] est alors [DUV 72], [HAS 96], [KIK 88] : trouver 
U tel que: 

u E uad, a(U, v- U) 2:: L(V- U) V'V E vad [15] 

Ce probleme est bien pose et admet une solution unique dans le cas oil a,n est 
de mesure non nulle. Dans le cas contraire, il existe des conditions suffisantes 
d'existence et d'unicite de solutions [HAS 96]. 

Le cas du contact avec jeu initial conduit a une condition de non-penetration du 
type v;, ~ g oil g est une fonction positive traduisant Ia distance initiale entre le 
solide et le socle rigide [KIK 88], [HAS 96]. Les resultats d'existence et d'unicite 
sont alors du m8me type que dans le cas g = 0. 

4.2. Choix de Ia discretisation 

Le solide n, suppose polygonal, est discretise par elements finis. On utilisera 
des elements finis de type Pl (triangles a 3 n<~uds). La raison essentielle de ce choix 
est que les solutions des problemes de type contact (et plus generalement les 
solutions de problemes regis par des inequations variationnelles) ne sont pas assez 
regulieres pour que des elements finis de degre superieur soient avantageux sur le 
plan de Ia convergence. On notera U O.h I' analogue discret de l'espace U 0 • Les 
fonctions V, e U o.h , dont les composantes sont continues sur n et polynomiales de 
degre un sur chaque triangle de la discretisation, verifient la condition 
d'encastrement sur a,n. On designera par h le pas de discretisation sur Q. Pour 
des raisons de simplicite de notations, on notera Vhn = (V, ln. 

11 s'agit de definir un analogue discret de U ad' Le but est done de trouver une 
condition de non penetration discrete telle que : 

- !'implantation numerique dans un code elements finis de cette condition soit 
aisee, 

- les solutions discretes verifiant cette condition convergent vers la solution du 
probleme continu, 

- la mise en ceuvre de l'erreur en relation de comportement soit aisee. 
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Plusieurs conditions de contact ont ete etudiees sur le plan theorique, 
principalement pour ce qui est de Ia convergence des solutions discretisees vers Ia 
solution du probleme continu (cf. [HAS 96], [HIL 98] pour des estimations 
a priori). lei, nous en etudions deux et nous precisons pour chacune d'entre elles, 
leur comportement vis-a-vis des conditions 1, 2 et 3 souhaitees. 

Dans un premier temps, nous considerons une premiere condition de 
non-penetration discrete pour laquelle le convexe des deplacements admissibles est 
defini par: 

U~~.h ={~ eU0,h, j(Vhn)XhdS;;::O, 'VXh eNh(aen)} 
dcO 

[16] 

oil Nh (a en) est I' ensemble des fonctions continues, negatives et affines par 
morceaux sur le maillage de a en. Nous verrons que cette condition globale de 
non-penetration est particulierement bien adaptee a la mise en reuvre de l'erreur en 
relation de comportement que nous detaillerons dans la partie suivante. 

Dans un deuxieme temps, nous considerons la condition plus classique de 
non-penetration ponctuelle. Le convexe discretise des deplacements admissibles est 
de la forme: 

[17] 

Cette condition locale verifie pleinement les conditions 1 et 2. Toutefois, elle se 
distingue de la condition integrate par une mise en reuvre moins aisee au niveau de 
la condition 3 (cf. partie suivante). 

Dans les deux cas, le probleme discretise issu de [15] devient: trouver Uh tel 
que: 

[18] 

' u uint u uponc 
OU ad,h = ad,h OU ad,h = ad,h ' 

Ce probleme est bien pose et admet une solution unique (cf. etude du probleme 
continu). 

Remarque: 

11 est clair que ~=~; c U~~.h. Dans le cas du contact defini de maniere globale 
( cf. [ 16]), on a u:;.h a:: U ad : la methode elements finis est non conforme. Par 
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contre, dans le cas du contact defini de maniere locale ( cf. [ 17]), on a U !;~ c U Dd 

et Ia methode est conforme. 

4.3. Formulation matricielle du probleme 

Le but de cette section est de mettre sous forme adaptee a Ia resolution 
numerique, le probleme de Signorini. Dans un premier temps, on considere Ia 
condition de contact de type integral incorporee dans [16]. 

4.3.1. Cas du contact defini globalement: U Dd.h = u:.h 

On considere Ia formulation mixte suivante : trouver uh e uO,h et 

A.h e NhCiJcO.) tels que: 

{

a(Uh, ~)- fA.h(Vhn)dS = L(Vh) 
<len 

f<llh -'A.h)(Uhn)dS';20 
<len 

[19] 

ou Nh (()cO.) a ete introduit dans Ia partie precedente. En fait, le probleme de point­
sene sur U o,h x Nh (d cO.) est associe au lagrangien suivant : 

[20] 

En utilisant des techniques de base sur les points-selles, on montre que le 

probleme [19] admet une solution unique, notee ( Uh, J...h). On verifie facilement que 

Uh est Ia solution du probleme [18] (avec U Dd,h = u:.h ). Par ailleurs, on montre que 

le couple ( Uh, A. h) tend vers ( U, Rn) ou Rn designe Ia contrainte normale sur Ia 

zone de contact, lorsque le pas de discretisation h tend vers 0. 

Afin de donner Ia formulation matricielle de ce probleme mixte, on fixe h. On 

dispose alors d'une discnStisation comprenant N nreuds appartenant a 0.. Sans 

perte de generalite et afin de simplifier les notations, on suppose qu'il n'y a pas de 

conditions de type encastrement. Les N fonctions de base de U o.h sont notees 

<'Pi' i = 1, ... , N de telle sorte que : 

N 

Vh= L ~(i)<'P; 
i=l 
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On designe par m le nombre de nreuds du maillage de n sur a en et les valeurs 
de i comprises entre 1 et m correspondent a ces m~:uds. Considerons !'equation 
[19], c'est-a-dire: 

a(Uh, ~)- fA.h(Vhn)dS= L(~) 
dell 

pour tout vh E u O,h • En prenant ~ = <I> j' j = 1, ... ' N ' on obtient : 

a(Uh, <I>)- J A.h (<I> in )dS = L(<l>), j = 1, ... , m, <I> in =<I>/ n 
dell 

a(Uh, <l>i) = L(<l>), j = m + 1, ... ,N 

Ecrivons: 

m 

A.h = :LA.h(k)'lfk,ou 'lfk =<l>kn, k=I, ... ,m 
k=J 

Les 'If k, au nombre de m, sont les fonctions scalaires de base sur le maillage de 

a en. On deduit ainsi le systeme d'equations suivant, d'inconnues q et A : 

[2I] 

oil: 

- q est le vecteur de composantes Uh (i), i = 1, ... , N, 

- A est le vecteur de composantes A. h ( k), k = I, ... , m, 

- K est Ia matrice carree d'ordre N de coefficients ki.i =a(<l>;,<l>). 

1 S i,jS N, 

- M est Ia matrice carree d'ordre m de coefficients mi.k = J 'lft'lfidS, 

1Sj,kSm, 

- F est le vecteur de composantes bi = L( <I> i), j = I, ... , N. 

D'autre part, l'inequation [I9] donne: 

jJ..Lh(Uhn)dS~O, V'J..I.heNh(aen) 
dell 
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En designant par U hn (i) la composante normale de Uh (i), cette derniere 

inequation s'ecrit egalement : 

m 

L U hn (i) J 'I' k 'I' ;dS ~ 0 , k = 1, ... , m 
i=l acn 

c'est-a-dire,ennotant qN =[U~(1)J· MqN ~0 dans 9tm. 

Uhn(m) 

Finalement, le probleme de point-selle [19] s'ecrit: 

Ia matrice A etant definie en [21]. 

Remarque: 

= F dans 9tN 

~0 dans 9tm 

~0 dans 9tm 

= 0 dans 9t 

Dans le cas present, la condition de non-penetration de type integral s'ecrit 

MqN ~ 0. On notera que M represente la matrice de masse (symetrique) sur le 
maillage de a en. nest clair que cette condition est globale et qu'elle n'implique pas 

la condition de non-penetration nreud a nreud qui s'ecrit qN ~ 0. Ceci provient du 

fait que les coefficients de M-1 ne sont pas positifs. 11 s'ensuit que de legeres 

penetrations peuvent survenir et la methode est non conforme (i.e. u:.h ct. u ad). 

L'etude detaillee de cette condition de contact, en particulier la convergence de Uh 
vers U, est effectuee dans [HIL 98]. Cependant, on notera que le multiplicateur A 

verifie la condition de signe sur toute Ia zone de contact. Cette propriete nous sera 

tres utile par Ia suite. 

4.3.2. Cas du contact defini localement: U ad,h = u:~: 

Soit Mh (a en) I' ensemble des fonctions J.l.h continues, affines par morceaux sur 

le maillage de la zone de contact et verifiant MJ.l.h ~ 0, oil M designe Ia matrice de 

masse sur le maillage de a en. On considere Ia formulation mixte suivante : trouver 

uh E Uo,h et A.h E Mh(acn) tels que: 
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{

a(Uh, ~)- f A.h(Vhn)dS = L(Vh) V'Vh e U0.h 

<len 

jCJ..th-A.h)(Uhn)dS"?!O V'l.lheMh(dc.Q) 
<len 

[22] 

En fait, le probleme de point-selle sur U o,h x Mh (a en) est associe au 

lagrangien suivant : 

Ce lagrangien est identique a celui defini en [20], seul diftere le cone convexe 

ferme dans lequel on cherche le multiplicateur A.h. En utilisant des techniques de 
base sur les points-selles, on montre que le probleme [19] admet une solution 

unique, notee ( Uh, A. h). En suivant les techniques adoptees dans [HIL 98], on 

montre que Uh est la solution du probleme [18] (avec u.d.h=u~;~:). De plus, le 
couple ( Uh, A. h) converge vers ( U, Rn) quand h tend vers 0. 

En adoptant une demarche similaire a celle effectuee precedemment pour la 
condition de contact globale, on verifie [HIL 98] que le probleme de point-selle [22] 
s'ecrit: 

Remarque: 

= F dans 9tN 
~0 dans 9tm 

~0 dans9tm 

= 0 dans 9t 

Dans le cas present, la methode est conforme (i.e. u:;; c U ad) et le solide ne 
penetre en aucun point le socle rigide. L'etude de la convergence des solutions 

elements finis vers la solution du modele continu est standard [HAS 96]. On notera 

que les multiplicateurs A, representant la contrainte normale sur la zone de contact, 
ne verifient pas Ia condition de signe mais seulement la condition affaiblie MA ~ 0. 

Cependant, les forces nodales (representees par les valeurs de MA ~ 0) sont 

negatives. Ces commentaires sont a comparer avec ceux concernant la condition sur 
le deplacement normal dans le cas de la condition de non-penetration globale. 
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4.4. Mise so us forme de probleme de minimisation et resolution algorithmique 

4.4.1. Cas du contact defini globalement : U ad,h = u:;,h 

En se n!ferant a Ia partie precedente, on considere le probleme sous Ia forme de 
recherche d'un point-selle de lagrangien qui, mis sous forme matricielle, s'ecrit : 

. 1 T T T T 
max(mm-V KV- V F-(A V) A) 
~0 v 2 

La matrice A traduit Ia condition de contact ; elle s'ecrit : 

AT =(M o) 

Sachant que Kq- AA = F et que K est inversible, il s'ensuit que le probleme 
revient au probleme de minimisation suivant : 

[23] 

4.4.2. Cas du contact defini localement : U ad.h = u:~ 

De Ia meme maniere que precedemment, on considere le probleme de Signorini 
discretise avec une condition de contact ponctuelle. Dans ce cas, le probleme de 
point-selle est : 

. 1 T T T T 
max(mm-V KV-V F-(B V) MA) 
MA:SO V 2 

La matrice B traduisant Ia condition de contact est definie par : 

Posons r = MA :s;; 0 (r represente les charges nodales generalisees). On arrive 
au probleme de minimisation s'ecrivant : 

[24] 

4.4.3. Resolution algorithmique 

Comme A et B soot de rang maximal, les matrices ATK-1A et BTK-1B soot 
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symetriques definies positives. Le probleme consiste alors a resoudre ces problemes 
de minimisation de fonctionnelles quadratiques definies positives sous contraintes 
convexes. Afin de resoudre les problemes [23] et [24], le code de calcul 
Castem2000 utilise adopte l'algorithme de Frank et Wolfe [FRA 56], [MIN 83]. II 
s'agit d'un algorithme iteratif dont Ia convergence est demontree sous les hypotheses 
presentes ([MIN 83], theoreme 9 p. 211). Dans ce cas, le champ de deplacements q 
se deduit de A en ecrivant q = K-1(F+AA). 

5. Constructions des champs admissibles 

Pour calculer l'erreur en relation de comportement [14], il faut, comme en 
elasticite lineaire [LAD 91] effectuer un post-traitement de Ia solution elements finis 
< u h , a h ) afin de reconstruire Ies champs cO, w, o-, R) qui verifient [ 11 et [21 et, 
compte tenu de Ia remarque precedente: R,=O, Rn SO, W,. SO. 

Par rapport au cas de l'elasticite, les seules difficultes nouvelles consistent a 
reconstruire Ret W tels que R,=O, Rn SO, W,. SO. 

En effet, si ces difficultes sont resolues, Ia construction de 8' s'effectue par les 
techniques classiques en considerant que R est une densite surfacique de forces 
donnees et le champ de deplacement 0 s'obtient en modifiant eventuellement uh 
sur a c.Q pour qu'il coincide avec W. Les details de Ia construction de 8' peuvent 
etre trouves dans [LAD 91]. 

5.1. Cas de Ia condition de contact globale 

L'algorithme fournit des charges nodales generalisees dont Ia composante 
tangentielle est nulle et notees r; = (MA); aux nreuds de Ia zone de contact a en 
telles que (cf. [23]) : 

On choisira done : 

II resulte que Ia densite d'efforts ainsi construite verifie : 

R<OetR=O n- t 

en tout point de ac.a. D'autre part, en utilisant [19], on montre que le champ 
elements finis cr h est en equilibre, au sens faible des elements finis, avec les charges 
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f, F et R. II est done possible d'appliquer Ia construction classique pour 

obtenir a. 

L'algorithme fournit aussi un champ Uh qui ne verifie pas rigoureusement Ia 
condition de non-penetration. Pour les nreuds i de a en, on pose : 

U,.(i) = W,(i) = inf(Uhn(i),O) et U,(i) = W,(i) = uh,(i) 

Pour les nreuds i n'appartenant pas a a en, on definit : 

et U est construit sur n affine par element a partir de ces valeurs nodales. Compte 
tenu de cette construction, on a : 

II est ainsi possible de calculer l'erreur en relation de comportement et elle est a 
valeur finie. 

5.2. Cas de Ia condition de contact locale 

Dans ce cas, l'algorithme impose a Uh de verifier Ia condition de 

non-penetration. On prend done : 

Par contre ici, Ia construction de Ia composante normale de R est plus 
complexe. L'algorithme fournit des charges nodales generalisees dont Ia composante 
tangentielle est nulle. Prenons comme composante tangentielle R,= 0 et recherchons 
Ia composante normale affine par morceaux et continue sur Ia zone de contact. Elle 

est definie par ses valeurs aux nreuds : 

R,.(i), i = l, ... ,m 

L'algorithme fournit des charges nodales generalisees ri = (MA)i aux nreuds 
telles que (cf. [24]) : 

ri =(MA)i SO 
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On choisira done : 

Si les A. sont to us negatifs, il est clair que, compte tenu de [22], cr h est en 
I A 

equilibre, au sens faible des elements finis, avec des charges fd, Fd et R. Par 
contre, si l'une au moins des valeurs A; est strictement positive, l'equilibre au sens 
faible des elements finis n'est plus assure. Une technique pour lever cette difficulte 
consiste a resoudre un probleme lineaire dans a avec les donnees en charges fd' 
Fd et R. On obtient alors un nouveau champ de contrainte c1 h, voisin de cr h a 
partir duquella construction de a est possible. 

6. Adaptation de maillages 

L'objectif d'une procedure d'adaptativite est de garantir a l'utilisateur un niveau 
de precision tout en minimisant les couts de calcul. Nous utilisons la h-generation 
qui est la procedure la plus utilisee actuellement : on modifie la taille et la topologie 
des elements, mais on conserve le meme type de fonctions de forme pour les 
differents maillages. Un maillage T• est optimal [LAD 86] pour une mesure 
d'erreur £ si : 

{

£ = £ 0 , erreur fixee par 1' utilisateur 

N• minimum (nombre d' elements du maillage T•) 

Pour resoudre le probleme, on utilise la procedure suivante [COO 94] : 

- calcul sur un premier maillage T relativement grassier, 

- calcul sur T de l'erreur relative globale £ et des contributions locales eE, 

- determination des caracteristiques du maillage optimal T• , 

- second calcul elements finis sur le maillage T• . 

7. Exemple de contact sur socle rigide 

Cet exemple consiste en un bloc elastique, de forme carree, pose initialement sur 
un socle rigide indeformable. Des charges de pression identiques sont appliquees 
sur la moitie du sommet ainsi que sur la moitie du bord, comme suggere sur la 
figure 2. 
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Figure 2. Configuration initiate 

Sur cet exemple, en utilisant comme solution de reference Ia solution elements 
finis associee a un maillage tres fin, on calcule l'erreur exacte definie par : 

Sur Ia figure 3, les convergences des erreurs exacte et calculee [9] sont ainsi 
comparees en fonction du nombre d'elements en contact. 

% 
100 

--e-- Erreur 
calculee e 

----- Erreur 

10 exacte £ex 

10 100 

Figure 3. Convergence des e"eurs en fonction du nombre d'elements en contact 

L'adaptation du calcul se fait en trois etapes : 

-Premiere etape: on considere Ia condition de contact [16]. Le maillage initial 
comporte 96 triangles a 3 nreuds pour une erreur e de 17,5% (figure 4). L'erreur 
souhaitee e0 est de 2 %. 
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- Deuxieme etape : le maillage intermedi.aire comporte 644 triangles a 3 nc:euds 
pour une erreur de 6,8 % (figure 5). 

- Demiere etape : le maillage optimise est montre figure 6, il comporte 5 595 
elements et 2 895 nreuds ; l'erreur correspondante est de 2 %. La deformee, Ia carte 
des contraintes de Von Mises et Ia carte des contributions a l'erreur EE [10] sont 
montrees figures 7, 8 et 9. 

Figure 4. Maillage initial 

Figure 5. Maillage intermidiaire 



Figure 6. Maillage optimise 

Figure 7. Deformee 

Figure 8. Contrainte de Von Mises 
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Figure 9. Carte des contributions a l'erreur £ E 
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